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*)  leda  elaielae  ManuMr  der  lilerarltebes  Berldile  lat  ffBr  aieb  ba- 
■eadent  pa^bdrt  vea  Seite  1  aa. 


iuin  neuer  Bev^et^  des  vorn  Herrn  Oberlehrer  11  a r- 
nischmacher mkgetheUieD  Lehrsatzes  über  einen 

mcrkwürdi^eu  Punkl  des  Dreiecks. 

(Archiv,  fi«iid  XLII.  S.  90.) 
Von 

Herrn  ff^.  Min  k  , 
Oberlehrer  in  Crc-feld. 


Des  leichtereo  VerslSndnisne«  tvegco  sei  der  Lehrsatz  hier 
wiederholt; 

Itehrtatz.     Die  Geraden,  uelche  die  Ecken  eioes 
l  Dreieck»mit  den  Pu nk ten  verbinden,  i n  welch en  di«g6- 
^enuherliegenden  ^$eiten  von  den  zugehörigen  äusseren 
Berührung  8  kreisen  tangirt  werden,  schneiden  sich  in 
,  einem  Punkte  T,  welcher  mit  dem  Schwerpunkte  und 
dem  Centrnin  O  des  inneren  Berührungskroisos  in  einer 
i  geraden  Linie  liegt«  und  zwar  so,  dass  Ta  =  2^0  ist. 

Beweis.  Die  Seilen  ßC,  AC^  AB  des  Draieeks  ABC 
(Tat  I.  Flg.  1.)  seien  der  Reihe  iiaeh  mit  a,  b,  c,  ihre  baibe 
Smame  mit  s  beseiebnet;  ferner  seien  P,  R  die  sagebörigeo 
BerOhrangsiiunlite  der  äusseren  Berfihrungskreise,  also  AP,  BQ,  . 
CH  die  im  Satze  bezeichneten  Tiaosversalen.  Alsdaan  ist  be* 
kanntermeesen  : 


*)  Uflif-r  elfii  iTsU  n  t-^i  fiml  i   dicilC»  Si;('/<  >»      "I".  \LII.  S.  3.>2.  G. 

•  j  sicli»;  u:iUr  Ainkrn  Krain|i,  c  I  ^  in  f  n  s  (Ii*  «;  e  »iii  « t  r  i  e.  p.  115 
1  a.  \,  oder  FurAtcniann,  Lehrbuch  der  (a  c«»  iti  c  t  r  i  c,  I.  Xhcil- 
S.  140.  II.  H.  f. 

Thea  XLIII.  1 


Digiii^uü  üy  Google 


•  •  •    •  *  1 

«       a   •    «  * 


Hieraus  ergibt  sieb  auf  der  6telie: 

BP.  CQ.  AR  =  CR  JQ.  BIf . 

also  fichoeideu  sich  jene  Transveraalen  in  einem  Punkte. 

Um  non  w  zeigen»  dam  dieser  Fonkt  T  mit  dem  Scbiver- 
puakte  S  nad  dam  Mittelpuakta  O  des  eingeschriebenen  Kreises 
la  einer  Geraden  liegt,  and  daas  STsz^SO  ist»  selea  diese  drei 
Puakte  caastrairt  and  aaeii  die  Geradea  08,  TS,  OD,  DF,  wo 
F  die  Mitte  vaa  AT  aela  soll,  feraer  CG  parallel  AP  bis  sam 
Darchsehnitt  mit  der  TerlMagerten  BQ  gesogea. 

Da  nun 

ÄP  =  «-c=:^iy=^,   BD^^hü»  B£=^^^ 
ist,  80  hat  man 

DP  =  BP-BD  =  it±|:^-4.  =  ^-^^ . 


also 


Es  ist  aber  auch 

ftc 

EOtOAs^j-r-ic^iaib-i^c, 
o  'f-e 

retglieb 

EBiDP:=EOiOA, 

daher  Ol)  parallel  ilP. 

Perner  ergibt  afah  «ae  dea  fthalicbea  llraieekea  ATQ  aad 
QGCp  ao  wie  BGC  and  B^P: 

^J:CfCs^Q:QC, 

GCiTPz:zBCiBPi 

also 

AT.TP^  BC.  AQiQC. BP, 


de»  Saiw9  Ht  TkHi  XLIL  Ifr.  Yi/f,  3 

oder 

^r:rP=a(f-c):(f— fl)(t-c) 

ö     c  —  a 
=:a:  -  y  . 

Uabcr  ist: 
oder 

AFsFP=za:6^c; 

mithin 

rofgTich  /^F  parallel  AE, 

Da  demnach  AODf  ein  Parallelogramm,  so  ist  ODssAF 
=  M 7*;  es  ist  aber  aadi  SD=:iAS  nnd^ ODS =^SA T.  folg* 
lieh  Dreieck  ODSc^TAS.  Daher  ist  ^OSD  —  ^TSA;  es 
bildea  mithin  die  Geraden  OS  nnd  ST  eine  ^nzige  Gerade  aail 
ee  ist  ST=:20S, 

Zusatz.  Zieht  man  noch  durch  T  und  D  eine  Cilerade,  bis 
»ie  die  verlängerte  AE  in  H  trifft,  sodan»  und  CM  so  folgt 
aas  dem  vorhio  Bewiesenen: 

1)  TD^Dff, 

2)  AU  =  WD:=:2AO,   also  AOzsOh. 

Es  daher  ßO  ©ine  Mittellinie  des  Dreiecks  ABH ,  OT  eine 
Mittellinie  des  Dreiecks  ATH  uihI  r/>  eine  Miftellinie  des  Dreiecks 
BTC  Da  sich  nun  /^(  ikkI  77/  gegenseitig  haiiiiren,  so  ie»t 
BHCT  eul  Paralleiograiiiiii ,  und  daher 

3)  BH^CT  uod  CJUzziBT, 

Diese  Relationen  gehen  ein  bequemes  Mittft!  an  die  Hand, 
die  Entfernungen  des  Punktes  T  von  den  Ecken  J,  Ii  und  C  de-* 
Dreieckt»  zu  berechnen.    l>a  nanilkh  im  Dreieck  ABH  bekannt 

ist:  AB  =  c.  nnd  ßO*  =z  l^^^l*),  so  erhftlt 

man  durch  Einsetzung  dieser  VVerthc  in  die  bekannte  Gleichung 

€T*ssBa*  =  'iBO^^iAO^^AB^: 


*)  Fvrslemann  «.  m,  O.  p.  IM* 
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ff  ff 

oder  nach  einigeu  Reductionen: 
iiod  analog : 

,<r*  =  ^{(6-c)«+«{f-.a)|- 
Ist  üsik,  00  verwandolo  sieb  die  vorstehendeo  Ansdrfieke  in* 

« 

cr»  =  y(ff-«). 

Im  gleiehaclioDkligeii  DrMecke  aind  alao  dl«  Entforaiingoii 
das  Paoktaa  T  von  den  Eadponktan  dar  Gnindltnie  gleieh^  and 
aa  varhiit  alcli  daa  Qvadrat  «einer  Entferaang  von  der  SpHie 
som  Quadrate  der  Gnindllole,  wie  der  Ueberacboaa  dee  halbeo 
Umfange  Aber  die  Gmodliole  anm  halben  Umfang. 

Ist  a  =  6=?c»  «o  ergibt  «ich  au«  den  obigen  Gleichungen: 

wie  dies  auch  sein  niuss,  da  im  gleicheettii^en  Drriecfc  der  Punkt 
T  mit  dem  Darchachnittspunkte  der  Uohen  zusaramenliUlt 

Win  man  die  Entfemangeo  dea  Punlrtoa  T  von  den  Eelmn 
J,  B  und  C  dnreb  den  Radloa  R  dea  amaehrlebeneB  Kreiaea» 
den  Radiua  r  dea  eingeaebrlebenen  and  die  Winkel  de«  Drdeeks 
anadrHeken,  ao-  bat  man  in  die  Gleichung 

C  J*  =     O»  -I-  2il  O* — Aß* 

die  bekannten  Auadrücke  (alehe  Archiv  TU.  XXXVL  S.334.): 

AO^iRBluhBainhC  BO  =  4iZ«iniC«in|il, 

«o  wie 

ABsiARtünkCwaW 


dti  6aiies  in  Theit  XLII.  .V/-.  \UI,  ^  5 

einzu&eUen  und  bei  den  Reductionen  die  Relationen  zu  benutzen, 
welche  der  Herausgeber  des  Archivs  am  Schlüsse  seiner'  Abhand- 
iuns;  über  die  E  ii  t  f  er  n  u  n  ce  n  der  merkwürdigen  Punkte 
des  Dreiecks,  Archiv  Thl.  XXXVI.  S.  325.  u.  a.  i.  iintgeüieilt 
bat.    Mau  erhält  auf  diese  Weise: 

=  16Ae*sin|C«C2ain4^2  +  26in4i^«— coa^C*) 
=  leiZ^ain  iCH^mn  \^    islni^  4  ^^in  iC*—  1— aiiilC*) 
—  16£*  sin  i  C'(2  —  4  sin  4  J  aio  l^ain  ^C-l  —  mn  iC'^} 
» IftlPslniC^eosiC*— 4aiii  M  «in  Iii  «iitiC) 

=  4«^  ein  C"^—  lö/?r  «io4C«. 
Polglieb  Ut  analog: 

ßT^  =  4Ä2^iu      -  ItiÄraiuifr* 

und 

Wmd  A=:B»  wo  irird  offenbar        =  ÜT"«  alao  AT^BT 

und 

CT''  =  4/^2^.1»  2/12—  l6RrcoaA\ 
W«pn  A^Bs^C,  so  geben  die  obigen  Glelcbungen : 

wie  ee  aneb  aeio  mnea. 

Auch  die  Entfernung  OT  lä^st  i^ich  mit  HQifc  des  oben  tie* 
wieaeoeo  finden.   Zu  dem  künde  i$t  nach  bekannten  Gatzen: 

2or*= jr«+ Tir«— '2^0« 

also 

Or«=  AT^^BT^  \  CT^^iAr^  —  iBC^^  AO^, 
oder  dorefa  Eineetaang  der  entwickelten  AuadrQeke: 
Or«=4Ä*(»inilH*m  /^H**««»  C*)-lQUr{»\o^AH»wiB*-tBiniC^) 

— 4i2»aio     4  8i?rain4il<—  16IP»ain|B*8inlC*. 
l>ie  beiden   eraten  Glieder  dieses  Aggregats  sind  symmetrisch 
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und  verwandein  sich  mit  Hüire  der  ReUtioDcn  der  oben  «nge* 
führten  Abhandlung  des  Herrn  Heraasgebers  leicht  In 

8(A — r)«   SB^eoB  d  cos   cos  C. 

Ich  setze  d(M  Kürze  \vej»en  diesen  Theil  gleich  J/  und  bilde, 
um  auch  die  drei  letzten  Glieder  des  Aggrci^ats  unuuformen,  durch 
jg^cfirriiTc  Vertauschung  der  Buchstaben  die  folgenden  drei  Glei* 
chuogeo : 

Or«  =  /)y-4ft^üin/l--f  öAVsinM*— Jö/iVmißasmiC*, 

OT*  =  4f-4ß««inC'Hi*/2rsi«4Ca-16Ä«sin4^2eiD4^. 
Alsu  ist 

•|-8Ar(eiiiiil*  +  sinlß*  ^  einiC*) 

~16/2S(sini/l«6ini^fsini^2»iniC^isiniJ92«iM;C*) 
=  3M — 8A*(1 4  cos  il  eos  Scos  Q 
*    -1-  ößr(l  -  2siiiiilsiaiBsiiiiC) 
— *8Ä«(8in  lA^  +  sioiÄ«  +  sin  IC»)« 
-1-  8/^«iDiil«  4-  sin^i^^-l-siniC«) 

=        ÖÄ«  -  8Ä«  cos  J  cos  a  cos  C 

-  %k\i  —  2  «in     sio  1^  sin  ^C)« 

-^8I^>— 4f> 
•-8ßS'f8i^~9r« 

+       —  4/?r  —  4/^*  cos  A  cos  Ä  cos  6' 
ss^Af  -  12l|s    i'i^  -  6rs  -  läieseos^  cos  i^eos  C; 

folglich : 
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ScAmtäi:  Neue  lömng  der  in  TkLÄUL  S.80,  bekanä,  Aufy.  7 
O     SS  ü  -  4i2« -f  4/?r  -  2r2  ~  CO«  i?cos  C 

=        2<Ä  -  r)«— 2Ä^1  +  2eoii  il  co«  iScos  C) , 

ttncl  scbßessKek,  ffenn  man  fiBr  M  seinen  Werth  setzt. 

Or»  =  8(ii-<T)*^8i2«co8^co8  ScosC— 2(lt— r)« 

4  2co8  ileo«  Hco«  O 

==  ö(ß  —  r)»— 2Ä«(1 — 2  cos  AzqaB  cos  C)  , 
in  UebereiDstliDinuog  mit  dem  bekaooteo  Revnllate. 


II. 

liOMiig  der  ThLXLlL  8.80.  ff.  behandelten  geometri- 
schen Au^abe  durch  Zurückführung  auf  eine  Dreieck»- 

construclioo. 

Von 

Herrn  Carl  Schmidt 

in  Spremberg. 


Dmm  Archiv  bringt  in  Tbl.  XLIL  Ueft  1.  unter  Nr.  MI.  die 
geometrische  und  algebraiaehe  Auflösung  einer  Aufgabe,  die  ge- 
wiss  vielseitiges  Interesse  erregt  haben  wird.  Die  Aufgabe  seibat, 
inigleichen  ihre  algebraische  Losung,  ist,  wie  aich  bei  derselben  an- 
gefQhrt  findet,  den  in  Graz  1853  erschienenen  M ateria Ii en  Bum 
Gebrauche  bei  und  nach  dem  Unterrichte  in  der  höheren 
Analy  si«  ven  Job.  Rogner  eotnoniineni  weaelbat  sie  als  Nr. 667. 
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Sek  midi:  Seue  Lösung  der  in  TM.XUl.  S,80. 


erscheint.     Hleniaoh  darf  man    mit   Recht   verntuthefi .  dieselbe 
»verde  cinjer  g*' d  m  et  i  i  s<  h  en  L<>sung  Srhu  ierigkeitcn  bieten.  Der 
Reiz,  eine  solclie  ohm-  K*  imtnissnahme  der  mitgctheilten  Lösung 
auf  dein  Weijo  der  geometrischen  Afiaiysis  aufzulindeii,  wird 
noch  dadurch  erhöhet,  dass  der  gegebenen  Lösung  eine  »geome- 
trische  Analysis  nicht  vorangestellt  ist.     Indem  ich  die  Aulgabo 
in  diesem  Sinne  eingehender  behandelte,  boten  sich  mir  einige 
merkwürdige  Relationen   dar.  die  an  «ich  schon  —  etwa  in  der 
Cjestalt  vo!)  I.efirsritzen  —  l>eaclitung  verdienen,  für  die  gegebene 
Aufgabe  aber  eir»e  ganz  leichte  Auflösung  vermitteln,  indem  sie 
dicj^clbc  aiil  die  ronstrncti(*u  vUiCä  Üreiecks  aus  Grundlinie»  Sei- 
tendiffercnz  und  (rechtem)  Winkel  an  der  Spitze  reduciren.  Mehr 
un»  jener  Relationen  willen,  als  der  Lösung  selber  wegen,  theile 
ich  das  Folgende  mit,  du  die  vom  Herrn  Oberst  von  De  wall  ge- 
gegebene Auflösung  der  meinigen  an  Eleganz  und  Geschlossen- 
heit voransteht  und,  trotzdem  die  Figur  dem  oberflScbUcfaen  Blicke 
coniplicirt  erscheinen  Icunnte,  doch  einfach  ist.  Der  Bequenilich* 
keit  wegen  schreibe  ich  die  Aufgabe  hier  noeb  eioiml  nieder, 
vrie  sie  aus  Rogner  entnommen  ist. 

In  dem  Üurchmesses  AB  (Taf.  I.  Fig. 2)  eines  Halbkreises, 

dessen  Mittelpunkt  C  ist.  ist  ein  Punkt  P  gegeben:  man  soll  in 
Aßf  zwischen  A  und  P,  einen  solchen  Punkt  Q  bestimmen,  dass, 
»venu  man  von  Q  aus  mit  QP  in  der  Fläche  des  gej^ebene:.  Halb- 
kreises einen  neuen  Hallikrcis  hesrhreibt  nnd  an  diesen  von  A 
aus  eine  Tani^ente  AH  zieht,  das  Segment  67/  derselben,  wel- 
ches zwischen  dem  Berüiirungspunkte  G  und  den»  Unifange  des 
gegebenen  Halbkreises  liegt,  gleich  dem  Segmente  PB  ist 

Die  Aufgabe  Ifisst  sich  auch  folgendernassen  einlcleiden : 

Ueber  einer  gegebenen  festliegenden  Hypotenuse 
AB,  in  welcher  der  Punkt  b  es  t  i  in  m  t  \s{,  soll  ein  re  c  h  t- 
%v  in  kl  ig  es  Dreieck  coui^truirt  und  dazu  in  der  Hypote- 
nuse ein  I*  u  n  k  t  Q  bestimmt  vver<len,  so  dass  die  Paral- 
lele QG  mit  d  e  r  K a  t  h  e  t e  d em  11  y  {i  o  t  c  n  u  s  e  n  a  b  6  c h  n  i  1 1 
QP,  der  Kathetenabschnitt  GH  aber  dem  Hypotenusen- 
abscbnitt  PB  gleich  werde. 

Geometrische  Analysis.  Angenommen,  Q  sei  der  ge- 
suchte Punkt  in  der  Hypotenuse  AB  und  ABB  das  verlangte 
rechtwinklige  hr(  ir>ck,  also  die  Parallele  QG  ss  dem  Abschnitt 
QP  und  GB=^PB, 

Wenn  man  QT  parallel  GH  legt,  so  ist: 

TH=:QG  (I) 
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behandelten  Aufyaöe.  9 

und  QT^  GH,    Wenn  man  ferner  QA  anf  BT  von  i9  ans  al« 
17  abnebneidet,  ao  daaa 

BV^QA  (2) 

irird,  vnd  tan  V  anf  ^411  die  Senkrechte  VV  ftllt,  ao  iat 
10C7r^  AOil^f  alao  BVzsQG  und  FC^s  Cr^l.  Da  nun 

if^  SS  i^P  -I-      =:  angenommen  and 

BV  =  QCr  erwiesen       so  bleibt 

BQ^BVz=zQr=^GH, 

alao  ancb 

Wenn  man  nun  Qü  zieht,  ao  iat  ^t^QF^  ÜQT,  alao  C/Ps  07» 
und  da  (JV^GA  erwieaen,  ao  ergibt  aicb  aueb 

VT=aA.  (3; 

Faaat  man  nun  (1),  (3)  und  (3)  xaaanmen,  ao  iat 

TB^ßU+ÜT=zQGi^QAi^  GA . 

d.b.  die  Katbete  BH  tat  gleicb  der  Summe  der  drei 
Seiten  dea  dnrcb  die  Parallele  QG  abgeaebnittenen 
Dreieeka  QAG. 

Setit  man  jet^t  in  fler  Summe  der  drei  Seiten  atatt  deaSum- 
mandeo  QG  wiederum  QP  ein»  ao  ergiebt  «ich 

BH  szQP-tQA-tGA  =  APi^OA, 

für  die  Katbete  AH^GH-^GA  ergiebt  aicb  aber,  wenn  man 
atatt  dea  Summanden  GH  glelcbfalkt  naeb  der  Annabme  BP 
einaetst : 

AHtzzBP^GA, 

Bezeichnen  wir  endlich  die  gegebenen  Segmente  BP  mit  a  und 
AP  mit  b,  ao  iat: 

BHssö-l-GA 

and 

AUs;=ai-GA, 

Der  Unterschied  der  beiden  Dreiecksseiten  BIJ  und  AU  ist  also 
a  und  mitbin  bekannt.    Man  bat  demnach  zur  Construclion 
dea  Dreiecics  ABU  die  Grundlinie  =a-\-b,  die  SeitenUifferenK 
s6 — u  und  den  rechten  Winkel  an  der  Spitze. 
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AuflSsung.  Man  ronstruire  über  AB  (Taf.  i.  Fig.  3.)  zu 
dem  schon  gegebenen  Halbkreise^  der  den  rechleo  Winkel  faset» 
einen  Kreisbogeo»  der  einen  Peripheriewinkel  von  anderthalb  Rech- 
ten aufnininit,  schneide  von  B  aus  die  Diflferenz  b  —  a^BW 
als  Sehne  BX  dieses  Kreisbogens  ein,  verlängere  BX  Iiis  zum 
Durchschnittspunkt  B  mit  dem  Halbkreise,  ziehe  HA,  mache 
BG  =  BP=za  und  ziehe  GQ  parallel  mit  BB,  so  ist  Q  der 
verlangte  Punkt  (der  Mittelpunkt  des  Kreises,  der  durch  P  geht 
und  die  Sehne  A/I  als  seine  Tangente  in  Cr  berührt). 

Beweis.  NG  iel  =  BP^  a  gemacht  worden«  und  QG  steht 
als  Parallele  mit  BH  senkrecht  auf  AH,  Gs  bleibt  also  nur 
noch  SU  beweisen,  dass  QG  =  QP  ist 

Aß  ist  =«  +  //,  AHz=a^AG  und  BH=:zBX^  Xn  = 
b  —  a-^XB.  Das  Dreieck  AHX  ist  hei  H  rechtwinklig,  und  der 
Winke!  bei  A'  ist  als  Nebcinvinkel  eines  Peripheriewinkels  von 
andertliall»  Hechten  gleich  einem  halben  Recbten,  fler  Winkel 
desselljcn  Dreiecks  AHX  bei  i  ist  n!:>o  aurb  '^leicli  einem  linl- 
ben  H(  «  Ilten  nrul  Has  Dreieck  selbst  gleichschenklii;  auf  AXt 
also  A/y  =  AB  —  ö  I'  AG.  Hiernach  ist  BB  =  6 — a  a-¥  AG 
z^O-k-^G,   Im  rechtwinldigeu  Dreieck  ABB  ist 

da  nun 

ABssa-^b, 

AH=a  +  AG. 
BHszbi-AG 

ist,  so  ergiebt  sich: 

nb:=ia^thAG'l-A&, 
ab  =  AG.iai^b  +  AG). 
Es  rerhftit  sich  also 

AG:a=ibia-k^b-i^AG 

oder 

AG:GB=^AP:PBi^BB. 

Wird  nun  BY^^BH  gemacht  und  HY  und  GP  gesogen,  so 
sind  wegen  der  Proportion  AGiGH^APiPY  die  Linien  GP 
und  HY  parallel,  also  die  Ureleclie  GPQ  und  HYB  ähnlich, 
und  da  letsteres  gleichschenklig  auf  HY  ist,  auch  ersteres  gleich* 
schenklig  auf  GP,  es  ist  also  QG^GP. 
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Aonicrküiig  1.  Eine  Discu^sion  der  verschiedenen  lälle 
der  Anfsabe  int  bereits  in  der  liehaiMlIun»  derselben  im  Ar- 
chiv Tbl.  XLII.  Nr.  (lurchseführt  worden  und  kann  darum 
hier  unterbleiben.  Nur  das  sei  bemerkt,  dass  für  die  Lage  de« 
Punktes  P  zwischen  A  und  dem  Kreismittelpunkt  C>  für  welche 
die  Seittndtfferens  h—'a  negativ  wird,  bei  der  Construction  die 
positive  Diffmos  a^h^BW  (Taf.I.  Fig.  4.)  im  Supplements- 
bogen  tu  dem  Kreisbogen  ?on  anderthalb  Rechten  als  Sehne  HX* 
eSfisascbneiden  ist  Eine  Ufr  diesen  Fall  besonders  angelegte 
geemefriscbe  Analysis  giebt  an  die  Hand»  statt  der  früheren  Dif* 
feren  h~a^SX  von  B  aus  hier  die  DIAerens  a^b'=^  AX!* 
von  A  aas  als  Sehne  in  demselben  Kreisbogen  ffir  anderthalb 
Rechte  einznscboeiden.  Beide  Constructionen  {a^h  als  Sehne 
BXf  im  Soppleroentsbogen,  oder  6  als  Sehne  AX!*  Im  Bo- 
gen selbst)  ergeben  sieb  als  wesentlich  einerlei.  Dass  für  die 
Lage/^  In  C  die  Seltendifferens  (6 — a  =  a»6=0)  verschwindet, 
das  Dreieck  ABH  also  gleiehsehenidig  wird,  f&llt  sofort  in  die 
Angen  *), 

Anmerkung  2.  In  den  einloid  ndcn  Worten  ist  auf  die  Re- 
lationen aufmerksam  gcmatfit  wurden,  die  sich  ans  näherer  Be- 
trachtung des  verlangten  l>reio(  ks  A/iU  \\\\t  seinem  Punkte  Q 
ergeben  und  die  Lufiuug  der  Anlt^abe  durch  Reduction  vermitteln. 
In  der  geometrischen  Analysis  selbst  ist  bereits  die  raerkvvür- 
disrsto  dieser  Relationen  durch  gesperrte  Schritt  hervorgehoben- 

>oII  nun  molIi  /um  Schluss  das  kleine  6% steni  von  Sätzen  auf- 
gesteUt  werden,  das  alle  diese  Relationen  umfasst. 

].  Anfgabe«  In  einem  gegebenen  Dreieck  ABH  (Taf.  L 
Fig,&)  eine  swei  Seiten  schneidende  Parallele  QG  mit  der  dritten 
Seite  BH  so  so  legen,  dass  die  Seitensumnie  des  abgeschnitte- 
nen Dreieelu  AQG  gleich  der  dritten  Seite  GH  werde« 

Man  ziehe  die  \s  iiikellialbirenden  Transversalen,  schneide  ÄS 
als  A  T  ab  und  lege  QG  durch  T  parallel  mit  Bii  u.  s.  f.,  wie 
bekannt. 

*)  Werden  die  Betehrinkungent  die  der  Uogn erwachen  Aufgabe 
beigvgehen  sind      aar  Im  Diirehne«t«r  «albet,  nicht  in  den  Verl&ige- 

nagfln  deaselben,  Q  /.wiecbon  A  nnd  P,  GH  Segment  der  Kathete  selbst, 
oidkt  anch  ihrer  Verlängerungen,  dns  Dreieck  ABU  im  gegelienen  Halb- 
kreise, oirht  in  der  andern  Hälfte  des  vcdlutändigen  Kreises)  auf<;ebol>cn, 

•o  ergeben  «.ich  mehr  Fälle  —  im  Gntr/cn  cllf  —  und  mehr  Lösungen 
io  der  Melirziihl  ilersellien  —  y.«  t'i  »ulrr  genauer  ^eiioiniiicn  drei.  — 

Die  Behaudiiing  der  Aiil'giiht*  vn s|)rirlii  «Ur  ^  crf.iascr,  weon  dieselbe 
snt  Interesse  rechnen  darf,  in  einem  der  nächsten  Hefte. 
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2.  Lehrsatz.  Wenn  in  einem  rechtwInkligeB  Drtisdc  ABB 
(i  ar.l.  Fig.  2.)  eine  Parallele  QG  mtt  der  Katbete  Bü  so  ge- 
legt ist,  daaa  die  Seitenaumroe  des  abgeacbnItteDeii  Dreiecks 
AQG  gleich  der  gegenOberliegenden  Kathete  BH  ist»  ao  iat  das 
flypoteouaenatack  BQ  gleich  der  Somme  dea  gegenfiberliegenden 
KathetenatOcka  GH  und  der  Parallele  QG. 

Der  Beweis  lasst  sich  ganz  nach  Analogie  mit  dem  eratea 
Theile  der  georoetriacben  Analyaia  fuhren. 

3.  Lehrsatz.  (Conveise  zu  2).  Weun  in  einem  rechtv\ink- 
ligen  Dreieck  ABU  eine  Parallele  Q(>  nni  der  Kathete  BH  so 
gelegt  ist,  dass  das  Hvpotenusenstiick  BQ  gleich  der  Suinine  des 
gegennberliei^endeii  Katlietenstücks  GH  und  der  Parallele  QG 
ist,  so  iist  die  iSeitensunnne  des  abQ;e8chnittenen  Dreiecks  AQG 
gleich  der  gegenüberliegenden  katbete  BU, 

Der  Beweia  atimmt  ySllig  Uberdn  mit  dem  erateo  Thail  der 
gaomatriacben  Aoalyais. 

Die  t»eiden  Lehraltze  %  and  3.  laaaen  aicb  auch  folgeuder- 
roaaaen  auaaprecheo: 

Wenn  in  der  Ifypotenuse  Aß  (Taf.  L  F!f?.6.)  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  ABU  ein  Punkt  Q  so  lie^jt,  dass  die  Paral- 
lelen QG  und  ^7'  mit  den  beiden  Katheten  let/Jere  in  der  Art 
schneiden,  dass  für  die  sechs  entstehenden  Seitenabschnitte  — 
dieselben  votu  Theilpunkt  Q  der  Hypotenuse  aus  nach  der  einen 
oder  der  anderen  Richtung  ringsherum  mit  den  Ziffern  1,  2«  3, 
4,  5,  6  bezeichnet  —  der  Bedingung  entsprechen: 

1+2=5, 

80  folgt 

3  +  4  =  6, 

und  umgekehrt. 

Die  Sätze  2.  und  3.  lassen  sich  auch  durch  Rechnung  also 
beweisen. 

Man  aiahe  in  dem  Dreieck  ABB  noch  die  Pnraltele  QT  mit 
AU  und  nenne  die  aechs  Seitenahschnitte  vom  Theilongapankte 
Q  der  Hypetenuae  aoagehend  der  Reibe  nach  l,  m,  n,  p,  q,  r. 

Im  ersten  Lehrsatz  wird  vorausgesetzt  i'i'tn-tp  =  p-^q,  also 

t 
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ySe&^u  der  Aebnlicbkeit  der  Dreiecke  i.  und  11.  ist  /  =  ^  uod 

9 

m  =        also  ist  nach  der  Voraussetzung: 

9  9 

iKr +»)  =     =  r»-  ««  =  (r  +  it)(r-- 1»), 

Im  sireUen  Lehrsatz  wird  voraaageseUt: 
Wegen  der  AebnUcbkeit  der  Dreiecke  11.  und  1.  ist 


=  — also  ist  nach  der  Voraussetzung 
P 

I»  P 

=  1^  s    -  m«  =  (/+m)(l-m) , 

^sZ-l-fll'l-l'- 
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III. 

lieber  die  Linien^  welche  die  Tangenten  einer  Curve 
unter  constantem  Winkel  schneiden. 

Von 

.Herrn  Doctor  OUo  Böhlen 
in  Snis  8.  N*  im  KSnigraich  Wflrleaiberg. 


I. 

Wenn  miui  vuit  uhieni  Punkte  einer  Curve  («)  aus 
beliebig  viele  l-(inien  ziobt,  wovon  jede  sämnitlicbe 
Tangenten  von  (a)  unter  ei n eni  constau ten  Winkel  d iirch- 
kreuzt,  so  liegen  die  K  r  i'i  n>  m  ungamittet  p  unkte  dieser 
Linien,  welche  Jen  Durcbscbnittspunkten  derselben 
mit  einer  Tangente  voo(o)ebtsprecbeii|  aufder^^ormale 
von  (a). 

io  Taf.  I.  Fig.  7.  sei  AOf  eine  Linie,  welche  die  Taogeoten  der 
Corvc  (a)  oder  Amm*  unter  dem  Wiokel  a  durcfakreutt;  tn  und  t'n' 
siod  Normalen  von  AW.  Wegen  der  Gleichheit  der  W^inkel  bei 
I  und  f  ist  Igpt'  ein  Kreinviereck,  welchee  bei  unendlicher  Au- 
näherung  der  Punkte  m'  an  m  oder  f  an  t  in  einen  Kreis  über- 
geht, dessen  Durchmesser  fn  ist,  weil  dieser  Kreia  durch  m  gebt 
und  also  den  rechten  Winkei  bei  m  enthalten  muss.  Hierans 
geht  hervor,  daaa  n  der  Krünmungamittelpoekt  von  i  iat  u.  s.  f. 

die  W  inkel   bei  ;i   und  ii'  ebenfalls  ~a  sind   und  die 
Curve  7ni'  die  Evolute  von  AW  ist,  so  folgt  weiter  bieraus: 

Die  Evoluten  derjenigen  Linien«  welche  die  Tan« 
genteo  einer  Curve  unter  constanten  Winkel  durcii- 


einer  Curpe  unter  tonUaniem  WMei  tchneiden. 
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kreiseoy  schDeideti  Ihrerseits  die  Normalen  dieser 
Csr^e  unter  demselben  coostanten  Wiokel. 

Man  ziehe  tlurch  den  Krömniunfjsmittelpiinkt  <i  der  gegebenen 
Curve  eine  Gerade  senkrecht  aul  «m,  welche  ilie  ^oriuale  der 
Curve  nn'  in  o  schneidet,  so  iasst  sich  auf  analose  Art  schliessen, 
dass  o  der  Krümmuugsnuttelpuukt  von  nn'  i^t.  ilteraus  folgt  die 
Gleichung: 

am  =  ni .  cos  a  -f  0».  sin  «c , 

eder,  wenn  wir  die  KTfimmoogsbalbmesser  am,  nl,  o»  mit  9, 
9'  beteicbnen: 

Die  CoDtingeDxnlnkel  bei  i,  q  sind  alle  unter  einander  gleicb; 
beseiebenen  wir  also  die  Bogenelemente  in  diesen  Punliten  mit 
de,        d^t  so  ist: 

p :  ^' :     =  (Ig  :d<f'  i  d^, 

also  nach  1): 

de  =  d&  cos«  -f-  d^wnu, 

oder  durch  Integration,  da  a  constant  ist: 

^  SS  o'cosa-l-O^sioir, 

indem  man  isith  durch  Zurückgehen  auf  den  Punkt  A  leicht  ver- 
geMvissern  kann,  dass  die  Constante  gleich  0  ist.  g  i^t  die  Länge 
der  gegebenen  Curve  Am,  s'  ist  die  Länge  des  Bogens  At  von 
der  die  Tangenten  unter  dem  Winkel  «  dnrcbkreuzenden  Linie 
und  ist  die  Länge  des  Bogens  An  der  die  Normalen  unter  dem 
Wi'ofcef  «r  durcbsebneidenden  Cnrre. 

Betrachten  wir  dagegen  die  Corvo  At  als  gegeben,  und  mit- 
bin aocb  ihre  Evolute  An^  so  kaon  man  die  Curve  Am  als  die 
Eoveloppe  aller  derjenigen  Geraden  ansehen,  welche  durch  die 
einzelnen  Punkte  von  At  unter  constantero  Winkel  a  mit  den  Tan* 
genten  (oder  Normalen)  gezogen  sind.  FQr  jeden  besondern 
Werth  von  c  erhält  man  wieder  eine  andere  Curve  Am.  Die 
Endpunkte  m  dieser  Enveloppen  liegen  auf  dem  Kreis,  dessen 
Durchmesser  tn  ist.  Die  Normalen  in  den  Endpunkten  m  gehen 
ssämmtiich  rJnrrh  «Irrt  PunkJ  /i;  und  die  Kn'inimnn^smittelpnnkte 
a,  welche  (Uesen  Kndpunken  entsprechen,  liegen  auf  dem  Kreis« 
dessen  Durchmesser  on  ist.   Wir  haben  nun  folgenden  Öatz: 

A«r  einer  CorYe  sind  swei  feste  Punkte  gegeben; 
dnreb  alle  Punkte  der  Curve  swiseben  denselben  siebe 
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man  Gerade,  \\c\  v  fi  e  mit  der)  T  a  n  ir  e  n  t  e  n  einen  c  o  n  s  t  a  n  - 
ten  Winkel  a  bilden,  so  haben  die  l  tiveloppen  dieser 
Geraden»  wovon  jede  einem  bestimmten  Werth  \ou  a 
entspricbt,  foigeiide  Eigenschaften: 

a)  Ihre  En dpnakte  liegen  auf  eineiD  Kreise,  dessen 
DnrehBesser  der  Krttmmengshalbnesser  Im 

Endpunkte  der  gegebenen  Corve  ist; 

b)  die  ihren  I.  ri  d  p  u  n  k  t  e  n  e  n  t  s  |t  r  e  c  h  e  n  d  e  n  Kr  li  m  - 
m  u  Ii  gs  m  i  tt  e  I  p  u  II  k  t  e  licuen  eboiifallK  aiil  einem 
festen  kreise,  dessen  Durchmesser  der  Kröm- 
m  u  II  ^ s h  al  bmesser  im  Endpunkte  der  Evoiute  der 
gegebenen  Curve  ist; 

c)  ihre* Liegen    entspreehen  der  Gleiebnng: 

a=nr'  Cosa  -f  0^sb 

in  welcher  nnd  e*  die  constaaten  Bogen  der 
gegebenen  Garve  and  Ihrer  Evolute  sind. 


Schneiden  sich  die  anf  einander  folgenden  1  lächen- 
normalen,  deren  Fasspunkte  auf  einer  Krümmungsiinie 

liegen? 

Wenn  man  dercb  alle  Pnokte  einer  Krtamongsllnle  die  Mor^ 
malen  der  Fliehe  siebt«  so  bilden  diese  eine  entwiekelbare  Fliehe« 
und  sind  also«  wie  die  geradlinigen  Ersengenden  jeder  entwickele 
baren  Fliehe»  die  Tangenten  einer  doppelt  gekrilmmlen  Cnrre« 
welche  die  Rfickkehrkante  (ar^te  de  rebronssement)  der  entwickel- 
baren Fliehe  genannt  wird.  Diese  doppelt  gekrümmte  Cnrve  ist 
eine  geoditische  Linie  anf  der  Fliehe  der  Krimmengsmittelpnnkte. 
Sobald  man  also  sogibt  —  nnd  wer  sollte  diess  nicht?  —  dase 
die  anf  einander  folgenden  Tangenten  einer  doppelt  gekrümmten 
Cnrye  sich  Schneiden  (die  Dorchscfanlttspnnkte  sind  die  Punkte 
der  Curve),  so  muss  man  auch  sugeben«  dass  die  Fläcbennorma* 
len»  deren  Fuaspuokte  auf  einer  Krunimungslinie  liegen,  sich 
schneiden.  A  and  B  seien  zu  ei  Punkte  auf  einer  belieb^;en  Curve 
einer  Fliehe,  Aa  und  ßb  die  Normalen  der  Fläche,  und  swar 
sollen  a  und  6  diejenigen  Punkte  der  Normalen  sein,  welche  ihre 
kfirseste  Entfernung  angeben«  Bei  ueendÜcher  Annühernng  der 
Punkte  A  und  B  bilden  die  simmtllchen  anf  etnander  folgenden 


einer  Cum  unter  conUatUem  Winkel  scAneiden. 
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Flächennorroalen  Aa,  Bb,  Cc, deren  Fusspunkte  uut  der  Curve 
ABC...  liegen,  eine  windschiefe  Fläche,  deren  Striktionslinie 
(ligne  de  striction)  abc...  ist;  diese  Linie  wird  von  B.nmnitlichcn 
Normalen,  den  Frsr.euijenden  der  eotwiekelharen  Fläche,  geschnit- 
ten, und  zwar  niit(  r  einem  von  Null  verschiedenen  Winkel,  der 
bis  90^  steigen  kann ;  das  Verbältniss  der  beiden  unendlich  klei- 

BCD  LiBien       oder        hat  einen  voo  Null  verschtedenen»  aber 

zwi-ichen  0  und  1  liegenden  Werth.    Ist  dagegen  ABC   eine 

Kn'inimungslinie  auf  der  Flache,  so  ist  von  keiner  windschiefen 
Fläche  und  von  keiner  Striktionslinic  mehr  die  Rede,  sondern  die 
Normalen  Au,  Bb ^  Cc,....  mud  die  Tangenten  der  doppelt  ge- 

kraoiiBten  Carve  a6c....,  und  die  Grenae  de«  VerlilltDiaaea 

ist  =:0,  nun  nicht  mehr  eia  zwischen  ü  und  1  liegender 
Brach.  Wir  haben  alao  folgende  Charaktere: 

för  Nicht  -  KrOmmongslinien :  lim      ^  ^       ^  ^  * 

off 

für  IkrümmungidiDiea :  lim-^^=0> 

Hiernach  moditic  irt  su-h  die  Ansicht  von  Moigno  (34.  TUeil  des 
Archivs,  Seite  2>0),  weh  he  übrigens  auf  eine  altere,  tief  im  ün- 
entlUrhklelnen  .steckende,  uf)d  die  Grenzverhältnisse  nicht  gehörig 
beachten  ]p  \l)handlung  Poisson  s  (Journal  de  l'ecole  poly- 
tecboique,  cab.  21.,  p.  205)  zu  basiren  scheint. 


Ihtil  XUII.  2 
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1¥. 

lieber  die  WinkeJsuaime  in  Dreiecken,  gebildet  aas 

Linien  des  Systems  (a)  oder  aus  geodätischen  Linien. 

Von 

Herrn  Docior  O.  Bökleuy 
IQ  SqIs  n.  N.  im  Kdnigreleh  Würtemberg. 


Wenn  roau  die  Oberfläche  einer  Kugel,  deren  Halbmesser 
=  1,  in  720  gleiche  Thelle  theiit,  so  ist  die  Anzahl  solcher  Theite, 
welche  eine  sphärische  Figur  enthält,  ihr  Inhalt.  Theilt  man 
einen  grössten  Kreis  einer  Kugel  in  360  gleiche  Theile  oder  Grade, 
60  ist  tVic  Anzahl  solcher  Theile,  welche  eine  sphärische  Lirfie 
entl^ält,  ihre  Lange,  oder  bei  einrr  iresrhlossencn  sphnrii^cheii 
Linie  ihr  Umfang.   Diess  vorausgesetzt,  haben  wir  folgenden  Satzs 

1.  Der  Inhalt  einer  spbiriaciien  Figur,  ?erroehft 
um  den  Umfang  Ihrer  Polarfigur,  ist  s300,  oder  am- 
gekehrt,  der  Umfang  der  ersteren  plus  demMnbalt  der 
letsteren  ist  =360. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  die  sphärische  Figur  habe  keine 
einspringenden  Theile* 

Der  Pol  eines  grossten  Kreises  ist  der  Endpunkt  des  auf 
demselben  senkrechten  Kagelhalbmessers.  Die  Pole  sftmmtitcher 
grOssten  Kreise,  welche  eine  sphKrIsche  Fignr  berflhreo,  bilden 
die  Polarfigur.  Beselcbnet  man  die  Winkelsnmme  eines  sphlrl* 
sehen  Dreiecks,  d.  h.  die  Anzahl  Grade^  welche  die  drei  Wiokel 
sQsammen  enthalten,  mit  f,  so  ist  dessen  Inhalt  ss«^180;  theilt 
ein  sphSrisches  Vieleck  durch  Bogen  grOsster  Kreise,  die  Von 
einer  Ecke  ausgeben,  in  n— 2  Dreiecke,  so  ist  demgemäss  dessen 
lohalt 

=  «.(11^2). 180; 

mit  iS  bezeichnen  wir  die  Winkelsumme  des  Vielecks.  ÄBCDB.^ 


Unie»  des  SpstemM  (n)  oder  aus  gtoddtiseken  Unien,  19 


sei  das  Vieleck;  ein  grusster  Kreis  be^c^p  sich  so,  dasa  er 
mel  and  nach  durch  alle  Seiten  des  Vielecks  c:eht,  oder  sieb 
oscfi  und  nach  um  alle  Reken  desselben  dreht.  Beim  Uebergang 
von  der  Seite  AB  zur  Seite  BC,  oder  bei  der  Drehung  am  die 
Ecke  B,  beschreibt  z.  H.  der  l^oi  des  grössten  Kreises  einen 
Bogen,  dessen  LSn^e  —  180  —  B  Grade  ist;  wenn  der  grusste 
Kreis  sich  um  alle  F^clveii  uedreht  hat  und  wieder  in  seine  ur* 
sprünglichc  Lü£;e  zurückgekehrt  ist,  so  hat  der  Pol  das  PoUr- 
Vieleck  bescbrieben,  dessen  ünifaDg  somit 

=  it.l80-(.4  +  i?  +  C...)  =«180-.S 

ist. 

Wir  erhalten  also  für  die  Sanmie  des  Inhalts  eines  sphäri* 
sehen  Vieiccka  aod  des  Umiangs  seines  Polar* Vielecks  die  Zahl 

Dieser  Satz  gilt,  wie  ^ross  auch  ft  ist;  beschreibt  man  also 
io  eine  sphärische  Figur  ein  Vieleck  von  onendlich  vielen  Seiten, 
gilt  er  für  dasselbe  oder  für  die  Figur  selbst.  Somit  i^t  der  erste 
Theil  des  Satzes  1.  bewiesen;  die  Unikehrung  folgt  daraas,  dass 
eine  spbirisebe  Fignr  die  Polarfigur  ihrer  eigenen  Polarfigur  ist. 

Wenn  aber  das  aus  Bögen  giüs.ster  Kreise  gebildete  Vieleck 
auf  der  Kugel  einspringende  Winkel  bat,  so  gilt  die  vorstehende 
Be>ve'isführung  ebenfalls,  nur  muss  derjenige  Theil  des  Umfangs 
der  Polarfigur,  welcher  dnrch  eine  rückläuüge  Belegung  des 
Pete  eneogt  wird,  subtraktiv  genommen  werden.  Wir  wollen 
aanekroen,  ABCDEFG  sei  das  Vieleck  und  E  der  einspringende 
Winkel.  Während  sich  der  nach  und  nach  durch  alle  Seiten 
gehende  grSsste  Kreis  om  die  Nebenwinkel  von  At  C,  D  dreht, 
geschieht  die  Drehung  Immer  in  gleichem  Sinne,  s.  D.  von  recht« 
auch  links  (man  denke  sieh  so  In  der  Richtung  von  den  durch 
die  Ecken  B,C..*  gehenden  Kugelhaihmeeaern  stehend,  daee 
die  Ftoe  im  Mittelpunkte  der  Kugel  sind,  der  Kopf  in  den 
Eckco  AfB,,*  und  das«  man  mit  dem  Geeicht  gegen  den  Pol 
de«  grSsaten  Kreises  gekehrt  ist).  In  der  Ecke  E,  beim  Ueber- 
gang  ron  der  Seite  DE  sur  Seite  EF  dreht  sich  der  grOeate 
Kreta  von  links  nach  rechts  um  einen  Winkel  ss  £ — 180 
ttod  der  Pol  macht  also  eine  rdcklSufige  Bewegung;  in  F  und 
G  findet  dagegen  wieder  wie  früher  eine  Drehung  von  rechte  nach 
linkü  statt   Betrachten  wir  nun  denjenigen  Tbeil  des  Umfange 

Polarfigor,  wo  der  Pol  eine  HicklSufige  Bewegung  gemacht 
hat,  als  negativ,  ae  haben  wir  flir  diesen  Umfang 

6. 180—  (i<  +  B  +  C+ 1>  +  jT -f  6)  -  (E 180)  =  7 . 180— 
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wenii  S  4\t  Somma  der  VieUektfwiokel  ist.  Der  lobftlt  des  Viel- 
ecke Ut  wie  oben  =  jS— 5.180;  eomit  lef,  «vie  obeo,  die  Summe 
des  leiisUs  nsd  des  Uufangs  der  Polarfigur  =360.  Wenn  des 
Vieleck  ensser  E  noch  raebrere  einspringende  Winkel  enthielte» 
so  Warden  bei  jedem  derselben  die  gleichen  Scbiusefolgernngen 
so  sieben  sein.  Ist  die  spbftriscbe  Figur  krummlinig  mit  elnsprio» 
geoden  Tbeilen>  so  gilt  der  Sets  1.  unter  der  Voraussetsung, 
dsss  bmm  Umfang  der  Polarfigor  diejenigen  Tbeile^  welche  der 
Pol  in  rflcklftnllger  Bewegol^s  beschrieben  bal^  subtraktiir  genom* 
neo  werden. 

Gee»*'»cn  ist  eint'  heliebi^r  l/mi«'  auf  ir*4('ii<l  rifier  Fläche. 
Wir  Eiehefi  tiureli  jedeJi  PtinLf  «lei  Linie  erütens  illc  Fl.'iehen- 
Normale,  eitons  die  konjugirte  Tauccnte  der  Linie  (Durchschnitt 
der  durch  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der  Linie  gebenden  Tan- 
genttaUEbenen);  wir  ziehen  ferner  mit  allen  Flächen -Normalen 
sowie  mit  allen  konjugirten  Tan!»en(cn  parallele  KuaeUi.ilijniesser, 
so  erhalten  wir  zwei  sphärisclie  Figuren,  wovon  die  Line  die 
Poiarfigur  der  andern  ist;  somit  halten  wir  folgeodea  Sats: 

2.  Der  Inhalt  der  den  Flächen -Normalen  einer 
Linie  auf  einer  Fläche  korrespondirenden  spbSrischen 
Figur»  vermehrt  uro  den  Uml'ang  der  den  konjugirten 
Tangenten  dieser  Linie  korrespondlrenden  sphfiri« 
sehen  Figur,  ist  gleich  360«  und  umgokebrt,  der  Um* 
fang  der  ersteren  pIns  dem  Inhalt  der  letzteren  ist 
gleich  300.  Wenn  die  erste  spbSnscbe  Figur  ein^ipringende 
Tbeile  bat«  so  sind  die,  durch  eine  räcklftufige  Bewegung  des 
Pols  entstandenen  Theüe  vom  Umfang  der  Poiarfigur  subtraktiY 
SU  nehmen. 

Der  ümfiinc  der  den  konjugirten  Tangenten  einer  Linie  auf 
einer  FlSche  korre.spondirenden  sphärischen  Fii»or  i«t  gleich  der 
Summe  der  Drehnnqmvinkel ,  iveh^fic  die  konjugirte  Tangente  be- 
schreibt, wenn  sie  nach  und  nach  liher  alle  Punkte  der  l^inie  auf  der 

Fläche  kommt.  Sind  nämlich  a^ß,  y,  d,  s        unendlich  nahe  Punkte 

einer  solchen  Linie,  sind,  nie  hekannt,  aß,  ßy,  yÖ  Tangenten- 
Richtungen.  Die  k()n  jui;irte  Tangente  des  LIementü  aß  ist  der  Durch- 
schnitt i'on  %%vei  Ebenen,  welche  die  Flüche  in  cMind  ß  berühren; 
liieser  Durchschnitt  steht  also  senkreclit  auf  derjenigen  Lbene,  welche 
den  bellten  durch  «  und  ß  liebenden  Flächen  -  Normalen  parallel 
ist.  FJieniso  ist  die  koiiju^irte  Tangente  von  ßy  der  Dtirrhschnitt 
von  zwei  Ebenen,  welche  li^^  Fläche  in  ß  und  y  berühren  u.s.tv. 
Beu<  Lif  sich  nun  eine  (»eutile  so,  dass  sie  nach  und  nach  mit 
allen  konjugirten  Tangenten  der  Elemente  €tß,  ßy,  yÖ^  d(  u.  s.  w. 


j  i^cd  by  GüOgl 
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?«san!menfriflrt,  so  ist  die  Summe  der  Ürehiiniiswinkel , *welche 
bie  bei  dieser  Bewegung  l>esclireil)t,  gleich  dem  l'mlauce  der  den 
i'oojogirten  Tangenten  der  Linie  ttßyöi...  l:(>ric>j>un(!ir<>iulen  spbä- 
rtseheo  Figur.  Die  Summe  dieser  Oreiiungsivinkei  iäast  sich 
nuo  iD  zwei  spezielJen  Fallen  leicht  bestimmen. 

{.  I.  Die  Linien  d«8  Systcnis  (<i). 

Solche  Linie»  anl  ileii  Flächen,  uelclie  die  Ligenschafl  haben, 
lia^  die  durch  ihre  ein/«  Inen  Punkte  ^^elienden  Flächen-Normalen 
Einer  Ebene  parallel  {<iiid ,  nenne  ich,  \\\e  früher*),  Liniendes  Sy- 
stems (a)  oder  bloss  Linien  (a).  .Nach  dem  Obigen  Ist  also  die 
den  Fl5chen-Normafen  einer  Linie  (n)  korre** j»nndiren(ie  sphärische 
Lioie  ein  grösstt  r  Kreis;  urni  den  knnjuijirten  Tangenten,  ivelche 
ooter  sich  parallel  sind,  entj^priclit  anl'  der  kuL;eloberflachc  ein 
Punkt.  Eine  Linie  (u)  i>t  >omil  die  lieruluiincscurve  der  Flächu 
mit  eioem  umschrieljcnen  (  .  linder :  hei  den  I  lachen  zweiten  (»ra- 
des  sind  die  Linien  («)  Sohnittu  von  Klienen.  welche  bei  dem 
Ellipsoid  oder  den  Hyperboluiden  dirreh  den  Mit((  l|ninkt  gehen,  und 
dem^eiiiäss  Centralschnitte  oder  auch  Diametraiscbnilte  beissen, 
ond  beiiu  Parabuloid  der  Axc  parullcl  bind. 

aßy  sei  ein  Dreiecli  auü  Linien  {n)  auf  einer  Fläche.  Wenn 
die  künjug4fte  Tangente  von  a  nach  ß  gebt,  bleibt  sie  sich  stete 
parallel:  ihr  Drehungswinkel  ist  also  gleich  0.  Beim  Uebergang 
im  Punkte  ß  in  die  Lege  der  konjugirten  Tangente  der  Seite  ßy 
beschreibt  sie  einen  i^e wissen  Winkel  J80 — ß'\  von  hier  bis  nach 
y  ist  die  Drebang  wieder  gleich  0;  beim  Uebergang  In  y  in  die 
Lage  der  konjugirten  Tangente  der  Seite  ya  liescbreibt  die  be* 
weghebe  Linie  wieder  einen  Winkel  ifiO — y'\  von  da  bis  nach  u 
ist  die  Orebiing  gleich  0;  beim  Uebergang  in  a  in  die  ursprüng- 
liche Lage  beschreibt  die  Linie  einen  dritten  Winkel  180— o'; 
also  ist  die  Summe  der  Drehungswinkel,  welche  die  konjugirte 
Tangente  beschrieben  hat,  bei  ihrer  Bewegung  aaf  dem  Umfang 
den  Dreiecka  aßy 

540-(«'  +  ß'+r'); 

o't  ß\  y  •'»'"^  II  Lei  zwischen  je  z*vei  konjugirten  Tangenten 

iß  den  Ecken  des  l)iel'  (  Ls.  Es  ist  aber,  um  eine  Verwechselung 
dieser  Winkel  mit  iiiren  iNebenuinkeln  zu  vermeiden,  Folgendes 
zu  bemerken:  Dreht  sich  in  der  Ecke  «  des  Dreiecks  aßy  eine  <»e- 
rade  so  von  der  Richtung  der  Tangente  der  Seile  uß  zur  Rieh- 
tUDg  der  Tangente  der  Seite  ay ,  dass  sie  den  Dreiecksuinkel  a 

*)  ThI,  WWX^  S.  214. 
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selbst  %iid  nicht  dessen  NebeDwinkcl  beschreibt,  so  wird  sieb 
auch  die  Iconjugirte*  Tangente  um  einen  gewissen  Winkel  drehen, 
den  wir  a'  nennen.  Ebenso  sind  ß'  und  y'  die  Winkel,  um  welche 
sieh  die  konjugirte  Tangente  in  den  Punkten  ß  und  y  dreht, 
wenn  die  Tangente  iu  diesen  Punkten  die  betreffenden  Dreiecke» 
Winkel  beschreibt. 

Nun  ist  nach  Satz  1.  die  Summe  der  Drehungswinkel 
540 — (tt' *f  jS' 4- /)•  oder  der  Umfang  der  den  konjugirten  Tangen- 
ten  von  ttßy  korrespondlrenden  sphärischen  l'iqtir,  ^'ermebrt  um 
den  Inhalt  der  den  Flächen-Noi malen  von  aßy  korrespondirendes 
sphärischen  Fignr,  =3(H).  Letztere  ist  aber  ein  gewuhnlicbes 
aus  Bügen  grüsster  Kreise  bestehendes  l>reieck;  beseichnen  wir 
dessen  Inhalt  mit  i  (diess  ist  nach  unserer  Erklärung  eine  Zahl, 
welche  angiebt,  wie  viel  von  den  7*20  gleichen  Theilen  der  Kugel- 
Oberfläche  auf  dieses  sphärische  Dreieck  kommen),  so  ist: 

640— jS +y')  +  i  =  360. 

oder : 

In  dieser  Gleichung  ist  rdgender  Satz  enthalten: 

it.  a.  Oer  Ueberschoss  der  Summe  von  denVViokelo 
xwisehen  je  swei  konj  ugirten  Tangenten  in  den  Ecken 
eines  Dreiecks  aus  Linien  (a)  auf  einer  gleichartig  ge- 
krttmmten  Fläche  Aber  180»  ist  gleich  dem  Inhalt  des 
den  Flächeu'Normalen  dieses  Dreiecks  korrespoodi- 
renden  sphärischen  Dreiecks. 

Bei  der  Anwendung  dieses  Satzes  auf  das  Ellipsoid,  zwei- 
niantlige  Hyperboloid  oder  elliptische  Paraboloid  setzt  man  statt 
»«Linien  (a)"  Ceiitraischuilte^oder  der  Axe  parallele  Schnitte. 

Bei  einer  ungleichartig  gekrfimmten  Fläche  dagegen  ist  die 
Summe  der  Drehungswinkel,  welche  die  konjugirte  Tangente  be* 
schreibt,  indem  sie  oach  und  nach  Aber  alle  Punkte  des  Dreiecks 
ttßy  hingleitet  und  schliesslich  wieder  In  ihre  ursprAngllebe  Lage 
in  «  snrfickkehrt, 

=  l80  +  a'  +  ^'  +  y'. 

Somit  ist: 

l«ü  +  «'+/3'  +  y'  +  i  =  ;ifiO. 
Wir  haben  also  folgenden  Sats: 

a.b.  Der  Ueberschttss  von  \W  aber  die  Winkeh 
summe  von  je  swei  konjugirten  Tangenten  in  den  Ecken 
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eioe«  Dreiecks  au«  Linieo  (a)  auf  einer  ungleichartij^ 
gekrAmmteii  Fläche  ist  gleich  dem  Inhalt  des  deo 
filcheo-Norroaleu  diesesUreiecIcs  korrespoodireuden 
•phftriseben  Dreiecks. 

Bei  der  Anwendung  dieses  Satzes  auf  das  einmantttg^  Hyper- 
boloid oder  hyperbolische  Paraholoid  setzt  man  statt  „Linien  (a)** 
Ceotralscboitte  oder  der  Axe  parallele  Schnitte. 

{.  2.   Dreiecke  ans  geodätiscbeo  Linien. 

In  Taf.  I.  Fig.  8.  sei  tt!^  eine  geodätische  Linie  auf  einer  he- 
Uebigen  Fläche.  In  allen  Ponkten  derselben  von  o  bis  |3  denken 
wir  nos  die  koojugirten  Tangenten  der  einzelnen  Elemente  der 
Linie  gezogen;  diese  werden  eine  entwickelhare  Fläche  bilden, 
welche  sich  in  einer  Ebene  ausbreiten  oder  abwickeln  lässt;  da- 
dnrch  verwandelt  sich,  wie  bekannt,  die  geodätische  Linie  cr/S  in 
eine  Gerade  AB,  und  die  konjugirten  Tangenten  in  u.  und  wer* 
den  bei  der  Abwicklong  swei  durch  A  und  B  gehende  Gerade 
aeb,  die  sich  in  C  schneiden.  Da  die  Winkel  iwischeu  jedem 
Element  Ten  aj}  und  seiner  conjugirten  Tangente  während  der 
Abwicklong  kenstant  bleibee,  so  ist  der  Winkel,  welchen  die 
beiden  (sich  nicht  schneidenden)  durch  «  und  gehenden  kon> 
jngirten  Tangenten  der  geoHätischen  Linie  a/3  mit  einander  bilden, 
nnd  den  wir  c  nennen  sollen,  gleich  dem  Winkel  C  in  dem 
gendtinigen  Dreieck  ABC\  C  ist  aber  gleich  \m  —  A-'B\  oder 
gleich  m  —  mf,  wenn  wir  mit  m  den  Winkel  bezeichnen,  welchen 
die  konjugirte  Tangente  in  u  mit  der  Verlängerung  der  geodäti- 
schen Linie  über  a  hinaus  bildet,  und  mit  m'  den  Winkel  zui- 
sehen  der  konjugirten  Tangente  in  (i  mit  der  geodätischen  Linie 
/daselbst,  also  ist  c  =  7n  — in'.  Nun  sei  ßy  eine  zweite  geodä- 
tische Linie  auf  der  Fliehe,  und  der  Winkel  zwischen  den  kon- 
jugirten Tangenten  ihrer  Elemente  in  ß  und  /  =s  a,  so  wird,  wie 
▼orhin,  bewiesen,  dass  11  =  0  —  0'  ist,  wenn  mit  o  der  Winkel 
zwischen  der  konjugirten  Tangente  in  ß  und  der  Verlängerung 
der  geodätischen  Linie  yß  über  ß  hinaus  und  mit  o'  der  Winkel 
zwischen  der  konjugirten  Tangente  in  y  und  der  geodätischen 
Linie  yß  selbst  bezeichnet  uirtl.  Ganz  aul  dieselbe  Weise  und 
bei  analoger  Hezeichtiufie;  finden  wir  für  die  dritte  ireodatische 
Linie  die  lileiebung  b  —  n  —  ti' \  h  ist  der  Witik«!  /wi^f.ben 
den  durrh  y  untl  «  drehenden  kon jn|;irteii  T.itt^enteri  *ier  neodiiti- 
sehen  Linie  ya\  n  «ler  \Nink<*l,  wcichfn  die  erste  dieser  Linien 
in  y  mit  der  \  erlnriiierunp  von  ay  über  y  Iiiisuis  und  n'  der  Win- 
kel, ivelcben  dir  zweite  dieser  Linien  in  a  mit  der  geodätischen 
Linie  ay  selbst  bildet. 
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Besetchnen  wir  die  Winkel  des  geodätischen  Dreiecks  aßy 
mit  a,ß,Yi  die  Winkel,  «reiche  je  zwei  konjugirte  Tangenten  in 
den  Ecken  ßy  y  mit  einander  bilden,  durch  a',  ß'y  /;  nun  ist 
einerseits  die  Summe  der  Drehungen,  welche  die  konjagirte  Tan* 
gente  des  geodätiacben'Dreiecke  macht,  indem  sie,  ?on  a  ausge« 
band,  über  die  Seiten  aß,  ßy,  yu  geht  and  in  ihre  urspiünglicbe 
Lage  in  a  suruckkehrt, 

=  a  +  6  +  c  +  540  -  «'  -  ^  -  y' , 

oder,  da 

ü  =  o—o',    6  =  n^n'    and  es^m—m' 

«t, 

=  640  +  w—ni' +  «—fi'  + o IJ*— y'; 
anderaeits  ist: 

«('— m-l-it' =  «,  ' 
/— n  +  o'  =  y; 

somit  ist  die  genannte  Summe  von  Drehungen,  oder  der  Umfang 
der  den  konjugirteii  Tangenten  des  geod&tischen  Dreiecks  ntßy 
entsprechenden  sphärischen  Figur, 

=  540-(«+^+y). 

Bezeichnen  vrir  den  Inhalt  der  den  Flächennormalen  von  aßy 
korrespottdirenden  sphärischen  Figur  mit  i,  so  ist  nach  Sats  2; 

540-(a  +  /5+y)  +  i  =  a60, 

Diesu  Gleichung  enthäU  folgenden  Satz: 

4.  a.  Der  Ueberscbuss  der  Winkelsumme  eines  geo- 
dätischen Dreieciis  auf  einer  Fläche  über  IhO»  ist  gleich 
der  den  Flächennormalen  des  Dreiecks  korrespoodi* 
reoden  sphärischen  Figar. 

Taf.  I.  Fig.  9.  Bei  einer  ungleichartig;  gekrümmten  Fläche, 
wie  z.  Ii.  dem  ci^mantIi^en  Hyperboloid,  ist  die  Summe  der  Dre- 
hungen,  welche  die  konjugirte  Tangente  beschreibt,  indem  sie 
über  das  Dreieck  hingleitet,  und,  von  der  Ecke  a  ausgehciui,  tvie* 
der  io  ihre  ursprüngliche  Lage  in  0  zurückkehrt, 

=  a + 6  +  c— iJ'  -y* + IbO, 

oder,  weil 


Me»  des  SpMiems  (a)  oder  mts  ^geoäätiieke»  Lfuien*  25 


=  180  +  na —1»'+ Ii  - »'+ o -  o' -      /3' — y*. 
Foner  isC: 

m  —  a'  =  a, 

o'— »  — y'  =  y;  ^ 

somit  ist  die  Samilie  der  Drehongen,  oder  der  Unirang  dea  den 
konjugirteo  Tangenten  des  geodätischen  Dreieeke  aß^  entspre- 
chenden sphärischen  Dreieeks, 

Also  ist  nach  Satz  %i 

=  180- + y), 

4.  b  Der  Ueberschuss  von  IbO  (irad  über  die  Win- 
litiUunime  eines  s^eodätiöchen  Dreiecks  auf  ei  «er  un- 
gleichartig gekrüinnifen  Flciche  ist  gleich  dem  Inhalt 
der  den  Flächen-rSiormaien  des  Dreiecks  korrespon^di- 
reodeo  sphärischen  Figur. 

Die  heiden  Sätse  4  a.  und  4  b.  sind  von  Gauss  (Disq.  circa 
floperf.  canras). 
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V. 

Uebei;  die  Aufgabe:  Durch  eioen  gegebeuea  Punkt  in 
der  Ebene  eines  KegelschnitU  Kormalen  an  denselben 

zu  ziehen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


$.  L 

Mit  der  berfihmteii  Aufgabe: 

Durch  einen  gegebeoen  Punkt  in  der  Ebene  eines 
Kegelecbnitts  Normalen  an  denaelben  su  sieben, 

bat  sich  bekanntlich  schon  Apollonius  in  dem  fünften  Buche 
seines  Werkes  über  die  Kegelschnitte  beschfiftigt,  und  seine  Un- 
tersuchung wird  allgemein  tlQr  eine  der  feinsten  in  der  alten  Oeo* 
metrie  gehalten.  Er  eonatruirt  die  gesuchten  Normalen  dureb  die 
Durchschnitte  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  dem  gegebenen 
Kegelschnitte.  Dasselbe  habe  ich  In  der  Abhandhing  ThLXXXlI. 
Nr.  XIII.  gethan,  "auf  analytischem  Wege«  und  namentlich  den 
Beweis  geltihrt,  dass  die  conatrnirende  Hyperbel  eine  gleichseitige 
ist  £s  hat  aber  schon  de  la  Hire  gezeigt,  dass  die  gesuchten 
Normalen  sieb  auch  durch  die  Durchschnitte*  eines  Kreises  mit 
dem  gegebenen  Kegelschnitte  constmiren  lassen.  Eine  andere 
Construction  mittelst  eines  Kreises  hat  Joachimsthal  gegeben  In 
Creile's  Jonrnal.  Tbl.  XLVIll.  Nr.d3.;und  zwar  mit  Hfilfe 
von  swet  von  ihm  gefundenen  allgemeinen  Sätzen  (m,  s.  unten  }.3. 
und  }.  4.)  von  den  Kegelschnitten,  wobei  jedoch  zu  bemerken 
Ist,  dass  wenigstens  den  ersten  dieser  beiden  Sfitze  (m.  s.  unten 
§.3.)  schon  froher  Herr  Fortunate  Padula  in  Neapel  gefunden 
hat  *),  dem  also  jedenfalls  die  Priorität  der  Erfindung  gebfihrt  Oehri- 
gens  erklärt  Joacbirosthal  selbst  seine  Construction  nur  fiir 
eine  vorläufige**),  jedenfalls  deshalb,  weil  er  bei  der  Construction 

*)  M.  s.  Llciiienti  d i  Gcanictrin  anal^  ticu  |>er  U.  Rubini. 
Nr  polt.    1864.    p.  468. 

Er  «ugl  von  «einer  Con«traction  $.  377.:  ,,quoifu'cUo  ne  «oit  pa« 
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des  die  Aufgalte  lösenden  Kreises  der  zweiten  Coordioate  des 
UiUelponkts  dieses  Kreises  bedarf,  die  er  aber  nieht  construirt» 
sondern  nur  durch  eine  Formel  bestimmt,  wogegen  der  übrige 
Theil  der  Cooatruction  in  der  Tbat  ganz  rein  geometrisch 
ist.  Ansaerdenn  shid  bei  der  Losung  des  Problems  nach  roeiri%r 
HeiDttog  noch  eioige  andere  Punkte  211  berücksichtigen  und  zo 
erledigen,  so  dass  ich  mir  erlauben  werde,  im  Folgenden  eine 
neae  Lösung  desselben  zu  geben,  mit , einer  Cooetruction ,  die 
«ich  nur  der  geraden  Linie  und  des  Kreises,  oder  den  Lineals 
und  des  Zirkels  bedient.  Ich  uerde  diese  Lösung  ganz  auf  die 
in  meiner  Alihandiung  ,, Theorie  der  Kegelschnitte  nach 
einerneuen  Methode  analytisch  enttvickelt  (Tbl.  XXXI. 
Nr.  XIIIV  entwickelten  Formeln  gründen,  welche  Abhandlung 
ich  daher  liier  u)  ihrer  ganzen  Ausdehnung  als  bekannt  voraus- 
setzen und  im  Folgenrien  hei  den  Verweisungen  auf  dieselbe  kurz 
ilurch  N.  T.  d.  K.  bezeichnen  u  t  rrle.  Ueber  die  Aii/ahl  der  Nor- 
iMien,  welche  sieb  aus  einem  ge^t  Ix  iien  i'nnkte  an  einen  kegel" 
schnitt  ziehen  lassen,  s.  ra.  die  Abbaudluug  Xhl.  VI.  ^ir.  XX. 

Wir  denken  ans,  wie  in  unserer  N.  T.  d.  K.,  den  gegebenen 
Kegelschnitt  aus  einem  Brennpunkte  und  einer  Directrix  mit- 
telst der  Charakteristik  n  construirt,  und  nehmen  die  durch 
den  Brennpunkt  senkrecht  gegen  die  Directrix  gelegte  Axe  und 
die  Directrix  als  die  Axen  der  o:'  und  y'  eines  rechtwinkü^en  Coor- 
dinatciisvstems  der  a:' y'  an.  Die  Coordinaten  des  Llr^Minpunkts 
in  diesem  Svsten^e  bezeichnen  wir  dun  h  f,  0;  die  Coordinaten 
des  den»  Brennpunkt*'  zunächst  liegenden  Scheitels  des  Kegel- 
schoitta  durch      0.    Üie  Gleichung  der  Directrix  ist 

nnd  denken  wir  uns  dieselbe  also  im  Allgemeinen  durch 

A'x'  +  B'y'  +  C  =  0 

bezeichnet,  so  ist: 

A*z=zi,  C'  =  05 

folglich  nach  den  allgemeinen  Formeln  M.  T.  d.  K.  &  97.  §.  13. 
Nr.  14*): 

nP  F' 

Mcore  nne  solation  ddAaitiTe^S  Die  Purwel  für  die  a weite  Coordinate 
if  Mitlelfnnkts  dee  au  constroireaden  Kreises  «.ni.S.379*  Nr. 8)  a.a.O. 
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Legvn  wir  nun  dorcb  den  Scheitel  ein  tiem  Systeme  der  x'^ 
parallele«!  CoordiflateDsyatem  der  xy,  and  beseichnen  die  CoerdI* 
nateii  dea  Brennpaakta  io  dieaem  Syateme  darcb  /,0;  ao  iat; 

alao  Dach  dem  Obigen: 
fölgitcb ; 

nnd  daher  naeh  dem  Obigen: 

die  GleichuiiLj  der  Directrix  in  dvni  SvKfeme  <ier  .rtf.  lic/picluien 
wir  also  in  diei>eiu  Syateme  die  GleicbuQg  der  Uirectrix  im  All* 
gemeioea  durch 

ao  iat: 

it' ' 

alao  nach  N.T.d.K.  S.79.  Nr. 3)  die  Gleichnog  dea  KegeUHshnitIa: 

1)  «*(«+in*=(*-/)*+^, 

oder: 

2)  ^  =  (««— l)««+a(ii + l)fs, 

lat  (uo)  ein  beliebiger  Piankt  den  Kegebebnitts,  so  iat  nach 
N.  T.  d.  K.  S.  133.  {.  27,  Nr,  2)  die  Gleichung  der  Normale  dea 
Kegelacbnitta  in  diesem  Pankte: 

9     e  8  j— ^  «), 

oder«  wie  man  leicht  findet: 

3)  .  .  .  .  ffr-v  f=  -  (#  -  «). 

Die  Gleichnng  der  durch  den  Sdieitel  aenkrecht  gegen  dleae 
Normale  gesogenen  Geraden  iat  nach  den  Lehren  der  analytiacheo 
Geometrie: 

A\  -  -  (»->-^)K«-l)tif /I. 


ätr  Eä€M  eines  HegeUcknitts  Xormaien  <m  äenselden  zu  zieAeu*  29 

lüt  jetzt  (aß)  ein  bestimmter  oder  gegebener,  unverSnderiicher 
Punkt,  ilurcli  irelchen  die  *lea  Kegelschnitt  io  («r)  treffende  Nor- 
male  gezogen  worden,  nnd  wird  (xi/)  gleichfalls  als  irgend  ein 
bestininiter  Punkt  'm  <ier  dutcb  den  Seheitel  «senkrecht  gegen  die 
Normale  gezogenen  licradon  aufgefa^ät,  so  haben  wir  nach  2),  3), 
4)  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

«(««-1)1^  + 2(11+ 1)/m, 

 (Ii +  1)1(1«- 1)«+/}^. 

mm     w  wir  ]eUt     9  gani  •linfaiireii  wolteiip  nm  tine  U 
twMicB  f  »  9  «od  bekanDtoo  GrOM^n  u  erhalten. 

Aus  der  dritten  der  drei  verstehenden  Gleichungeo  folgt: 

 o.. 

Setzt  man  die«  io  die  x^eiie  Gleichung  und  bestimmt  «o 
erhiit  man: 


daker  naali  de«  roretobenden  Aeadreeke  too  e: 
wir  «lao  ftr     I»  die  folgeadea  Anadridte  habea: 


^  _  («  +  DK«-  J  )(^^ r +/3«)  +  AI 


Fünf  MB  dieae  Aaadrileke  von  «»  o  la  die  arate  der  drei 
5)  eia»  ae  ariiilt  mu  naeb  atolgea  leMtea  Redu- 
dto  GleMaagi 


7)  (11+      « !  («  —        +  ßif)-^fa:  1« 


30  Gruner t:  VeberdieAufgalte:  üurcä  einen  gegebenen  Punkt  iu 
FeroOT  Hallet  msn  l«iebt; 

t«a?  +  /Jy  -  (n  +  \)fa:]  |(ft-- l)(«ar  +  ßg)  +  («t  4.  ly^j 

und  bat  alsu  die  Gleichung: 

welcbe  mao  lekbt  auf  die  foigende  Form  briogt: 

8)  (n- 1%*— («•-        (aar  +  /Sj^)»  v 

+         2(^2  _  („2 _  1  ^^j.2j  ^     J  ^  Q 

BeMicbnet  nan  aber  («y)  den  zweften  Dorchechnittapiiulct  der 
diifcb  de»  Sebeitei  «enkrecbt  gegen  die  Normale  gesogenen  Ge- 
raden mit  dem  Kegelechnitte^  so  ?erscbvrindet  iro  Allgemebiett  w 
nicht,  vnd  nacb  2)  iat: 

also  nacb  8): 

(«— l).A^^  +  l)A'.(aar+/3y)«  . 

oder,  H'eil  ic  nicht  verschwindet: 

2(ji-.|)(«r+/Jy>«  j 

.      +4/a-(of.r+^.y)  (  =  0, 

aleo: 

und  tolglicb,  weil 

y«  =  (i|t^l)-i,t48(«  +  l)/* 

ist: 

+2(it-l)/J«Kii»-I)a:H2(«+l)A)  I  =  0, 
4^4/4:(aar  +  ^y)-l(na+J)yHa^l/*  ' 


4iT  £ätMe  Cimet  Xigelsckaitts  Normaim  an  äiusetdeu  %u  ziehen,  31 
otJer>  «Venn  mau  wieder  durch  das  nicht  versi^ii windende  ;r  dividirt: 

+2(n  -  l)j9«t  +  2(n  +        (  =  ü. 

Dtber  h«t  nan  jetzt  die  b^en  folfnideii  Gleiehnngen: 

mi  irhitt  dwdi  dettn  Addltton  dto  Gieieimiig: 

=  2(«-  IK« +  2(«  - 1  )|^|  (n«- 1)*  +  3(11+ 1)^1 

SS  S(«  ^       +  (II*-!)/«*  +2/t2«-(«  +  lyi« 
+  4^|(n-1)«+/^,+4(1••-W 

4  4|3{(n-I)a  +  /U/  1 
=  2l«(  {«  - 1  )a + 2/]  +  (n  +  I )  ( ( w  -        -  n  I* 
+  4^|(ii-l)«+/^ly+4(it«-l)^/, 

lUo  ilie  Gleichung: 

H)  «»+y« 


«kr,  wie  «ogleicfc  «rbtll^t: 

10) 


1^  «r(ti-i)«+yi+(>i^ii)[(>t-j)y-/^]^^  \^^m!ti:^±ü^ 


32  Grunerl:  Veber  die  Aufgabe:  Durch  einen  gegebenen  tunkt  in 

^  4^i[(it-i)«4n«+it»(it»--i)r'> 

oder  Mch: 

12) 

  u^f  i  U^'         iiv  l 

Die  Natur  <ler  durch  diese  Gleichungen  charakterisirten  ('urve 
•oll  nuD  im  folgeoden  Paragra{>beii  genau  ermittelt  werden. 


{.  3. 

Wenn  der  gecrohetie  Ko2;eI-;chnitt  eine  Parabel  und  tolglieli 
R  =  1  ist,  SO  wird  die  Gleichung  10)»  wie  man  ieicbt  Üadet: 

13) 

Die  durch  die  Gleichungen  10),  11),  12)  dargestellte  Curve 
ist  also  ein  Kreis.  Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  4^  Mittel- 
punkts diosos  KreisM  dnroh  ^  und  neino  HalboiMer  durch 
r,  so  Ist: 


\Neil  ilie  Gleichunj;  13)  durch  =  0,  y  —  {)  erlülit  wird,  ho 
geht  diesei  kreis  iniiner  durch  dfn  Scheitel  der  Parabel»  und  es 
ist,  wie  auch  aas  den  vorstehend en  Formeln  sogleich  erhellel: 


der  Ebene  eines  A'egelscftniils  Sormalen  an  denseiben  zu  zieAe/t'  33 

16)  f^^p^^f,*. 

Wann  der  getrcbenc  KegeUchuiU  eine  Hyperbel  and  folglich 
e  >  1  ist»  so  iat  die  Gröaee 

ttßd  folglich  auch  «lie  Grösse  auf  der  rechten  Seite  der  Gleicbun* 
?ea  10^  Ii),  l'i)  positiv.  I>ie  durch  diese  Gleichungen  darge- 
»teilte  r wrve  i^^t  rjlso  auch  in  (li<'s('ni  Falle  ein  Kreis.  Bezeichnen 
wir  wie  vorher  die  ('oor<15Tinfrii  Av-i  Mi(f**l|turvkts  «liebes-  Kreises 
derch       g  und  seinen  Uaibme^aer  durch  r;  so  ist  nacii  10),  II): 

ip«  5Y  > 

W)  { 


(   nV  • 


17)  


edet : 

+  ^ 

H'enn  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse  und  folglich 
•  <  1  ist,  so  ist  eine  bcsonifere  Dataranehung  nüthig  über  die 
aar  der  rechten  Seite  der  (>leichiingeo  10),  11),  12)  atehande 
GrSaae  rOckaichtneh  ihrea  Venekhena,  «reiche  Gritaae  wir  dorch 
C  haekhaen,  «ad  daher  nach  19): 

j       (»-■»)«]  4(1  +  »)I(«-?)l£rö  I  * 

4«<ae»  woUeo.  8etaen  «rlr  aber  der  Kfirze  wegen  nach: 

r  =  öj2/"-(|_„)„|  Kl  f  «)|(1— n)«j3«— /^;, 
W  =  |/--(1  -»)«|»-.ji«(l  -  n«)/^; 


^€rum9ri:  Oibit  dii  Auf^^e:  Durch  Hiten  gege^aum  Punkt  in 
aUo.: 

Dar  Einfachheit  negen  wollen  wir  von  jetzt  an,  was  offenbar 
▼emtattet  tat  und  der  Allgemetttbeit  keinen  Eintrag  thnt,  die 
GrSfse  f  aia  poaiti?  annehmen. 

Weil  nnn 

11)0}«  -  ««(l  — n«)^  ^ 
=  ll— i»*(l~it«)|/^+  (I— n)«a«— 2(1— 
ist,  nnd  flir  II  <  1  die  Grltoeen 

1  — ««(l— ««)  uod  1— II 

offenbar  positiv  sind ;  so  ist  filr  ein  verschwindendes  und  ein  nega- 
'  tivee  u  angenscheiniich  die  GrOsae  W,  folglich  nach  den  Obigen 

aech  die  Grösse  V,  positiv.    Für  a  ^  Ü  ist  also  (7  pnsitiv,  uod 

wir  braueben  daher  von  jetzt  an  nnr  den  Fall  eines  poaitiven  u 
an  betrachten  oder  «  ala  positiv  anaunehmen. 

Nach  N.  T.  d.  R.  S<  99.  {.  IS.  Nr.  IQ  ist«  wenn  a  seine  he* 
kannte  Bedeutung  hat: 

ist]: 

also  (l-«)«-/^/'5 

also»  weil  hiernach 

natürlich  positiv  ist»  auch: 

|(l_„;«_/'«2  =  /'«  oder  A 

folglich: 


ar  Alicw  Hnn  M§§§U€lMia  Jf&rmalen  m  äemtlken  %h  %ieken.  36 
nadi  4m  Obigen  s 

ui  Mm  offenbar  IF,  nino  noch  C/«  poaltiv. 

Nach  dem  Vorbergelienden  int  nino  ü  positiv  fflr 

_  =2/* 
o  ^  0  nnd  Ar  tt  w  -s— ^  , 

«dei  für  o  3  0  uud  für  et  ZT  2a. 
Fir 


(i-ii)«^/^-iiV^rr;?./; 

|/-(l-li)ap=ii«(l-llV** 

niebt  to  Sbemebo«  bnf»  dann  nach  Vornlebondem»  no 

wio  «VI  -  II«./;  aucli  /--(l-n)«  natOrtlch  ponitfr  Int;  also 

iat  »r^O  nnd  reiflich  V  positiv. 

— rr;; — f 

Int: 

UI-ii)«-/T«5ii«(l-««)A*, 

tf-(l-«)«p=l*»(l -*»)/•, 


^ßrunert:  Veäer  iüe  Aufgaöe :  Ourtk  einen  gegebene»  Pn»ki  in 

wobei  man  wiederam  nickt  in  fibeneheo  hat,  daas  nach  Vorale- 

hendem,  so  wie  nSTl—n^.ff  auch  (1  —  n)a — /positiv  ist;  also 

ist  W^O,  und  folglich  ü  poaitiv. 

Für 

«< — ms — f  "'"1  «> — — f 

ist  also  U  positiv j  und  es  bleibt  folglich  uur  oocb  das  Intervall 

— irs — f<«< — m — f 

BU  ttoteraochen  ährig,  welclMa  wir  in  die  beiden  Intervalle 

 Tz:^     AN«^  i  — 

und 

lerlegeat  und  jedes  dieser  beiden  Intervalle  einer  lieaonderen  Uu' 
terauchang  unterwerlen  wollen. 

Für 


iat: 


{t^nVJ^)f<,ii''n)a,   (1-«)«  =  /^; 
/«»VTLl?. /<(!-«)«. 

/-(l-ii)«<iiVT^.A        (!-«)«  >0; 
l/'-(l-ii)«|*<n»(l -««)/*, 

alao  W  negativ. 
Ftfr 

mi  <«< — — f 

ist: 


tkT  ^ene  eines  hegetschnltts  Normalen  au  tkHseiben  %u  ziehen, 

/'^(i-ji)«.  (i-ii)«</^+iiVT::::i?-A 

I/- (1  -       —  »»(1 0; 

aJ«o  H'  negativ. 

£•  ist  folglich  In  dem  gaoiaa  lBt«rvaUe 


1— «Vl-ii*^ 


«e  Gttoe  W  Mgatlv,  also  die  GrSaee 

Betracliteo  ivir  nuu  die  lxröt>e>« 
Pir   

ist  der  Wertb  dieser  Grtoe: 

i\^nVT:^n-)a^n\i:-n*)^  ^^^^^ 

 '^^r^'^' 


Fir 


kt  der  Weriii  obiger  Grösse: 


ilee  positiv. 

Jf  ur 


^Gruneri:  Oeäer  äi§  Aufiab$ :  Durch  tkten  ff^ehtnen  PtmMi  Im 


VI_„« 


ist  der  Werth  obiger  lirösse: 


q-f  «Vl-n^)(l-nV  t-^n^)^  ^^^^ 
-  i-n  ^  "  l-»'  ' 

aUo  positiv. 

Db8  Differential  von '  T  in  Besog  auf  u  als  verinderlielie 
Grosse  ist: 

Unter  der  Voravssetiang,  dass  da  poidflv  sei,  ist  folgltch 

.„positiv 

negaH.  / 

Lit6«t  luaii  also  a  von 

1—71        '  I  —  n 

wachsen ,  so  wächst  T  fortw&brend,  ood  ist  also  stets  positiv, 
weil  T  positiv  ist  für 

«  =  S  ^ 

.  Lisst  man  «  von 

rfn;  — r^ii — f 

wachsen,  so  niiamt  T  rortvvabreiid  ab,  uuii  mi  also  stets  positiv, 
weil  für 

1  —ff  1  — fi  ' 

diese  rirusse  nach  titMii  Obii^ei»  positiv  \M;  denn  sollte  T  in  dem 
in  Kedü  stehenden  Intervall  irgend  einmal  negativ  werden,  so 
mnsste  e.<;  ir^^end  ctfitnal  wieder  wachsen»  um  zu  dem  positiven 
Werthc  zu  gelanj^en,  welchen  es  fflr 

I  I  nVU^^  ' 
— TT^  f 

erli&ltj  was  dem  widerspricht,  dass  T  stets  abnimmt,  wenn 
man  tt  von 


.  .d  by  Googl 


äer  JUciM  «teer  hegßhehnlUB  Normaien  an  dfnuetktn  %u  tieken,  39 

wachet»  li«it' 

HSemach  tot  aUo  T  io  dem  ganzen  InterTalle  von 

 ^  lilg  n--  f 

•Icie  poeitir.   Atoe  ist  avcb  die  GrQsee 

r  ^  u\9f^  (1        a }  4  (1  ^.  „)  1(1  _  „)» |5«  _ 

=  a  \  'lf^{\ -  w)«]  -  (1  i  +  (1  +  «)  (1  -  it)«|3« 

=  7'-!-  (l       (1  — 
In  diesem  ganzen  Intervalle  eteU  positiv. 
Weil 

e)2/-(l-ii)«)^  (t  ^n)/^  K  (1  +  «)  (I 

—  2  V'(J  +  «)  0  - «)« /S« .  I  a  [2/--  ( I  -  n)  a]  -  (1  +  «)  /^| 

=  I V  «pr- (I  -«)«]  -.(!+»)/•  ^  V  (I +«) 
iit»  iet: 

a\2f-{\^jija\  -  (I  f  «)/^  +  (l        (l  _ 

oder: 

«J2/-(1  -»)«!  -  (1  +«)/^  +  (I  +»> 

y  i  2^     (H «)  (1         I  a [2/--.  (l-  I.H  ~  ("1  +  n)n. 

das  efcwe  oder  antere  Zeichen  geaoiiiDen,  jeeaelideiii  ß  positiv 
oder  Mgatir  Ist 

Die  Bedm^ng 

(1+»)  (l--/i)*{öl2/'-(l-ii)aJ  -(I  ^n)f*\ 

wo  fiiese  letitere  Grosse  nach  dem  Obigen  positiv  ist»  iet  erftlUt» 
die  foigeede  Bediogengi 

^(l-ii«)tji«  +  (l-it*>i/« 


40  Ctuueri:  Veber  die  Aufgabt:  Durch  einen  gegebenen  l*unk(  in 
erfülit  bt.  Für 


n 


SmX,  wie  man  sogleich  0bersiebt: 

(1  +«)  (l  -«j»ai2/--(l-ji)aj  +  |/--(J-»)«i« 

=  (!+»)  (1-«)»         =  (i-»*)/*. 

Daa  Uiffereotial  von 

oacb  o  Ut: 

2(1  +«)(!— «)»l/'-(l-n)«)a«—«(l—ii)  {  /•-(!  -fi)«ta« 

=  2(1  -w)  -  I  \\f—{\ -n)aia« 

f 

LlMt  man  nun  a  von  |~-   an  abnebnicn  oder  attnobmon»  ao  iat 

1  — w 

dieses  Differential  In  beiden  Fällen  positiv,  und  es  nimmt  also 
die  Grosse 

(1+11)  (l  ^fi)*««2/-.  (l-ii)«i  + 

io  beiden  Fällen  fortwäbrend  zu;  es  ist  also  immer: 

(i  +«)  (1        a/-(i       +  lA'-d  -  «) 

und  also  uacb  dem  Ubigeu,  nämlicb  io  dem  Intervalle 

I,—  1 —  f  bia  «SB  «  r, 

aucb  immer: 

(1  +  „)  (1  _ „)•  j  „ [2/-- (I -„) a]  - (1 -I- 

folgllcb  nach  dem  Obigen  aach  Immert 

« 1 2/- (I - ») a I  -  (1  +  »)  /»  +  (l  +  tt) (l - Ji)«/S* 


der  Ebene  fine!^  hegeUchniUs  Svf  malen  an  demeiden  %u  zieAtn,  41 
oder: 

a  ( 2/--  (1  -«) « I  +  (I  +  «)  1(1 — „)2p«  _/ * I 

•    ^  db2^V»«(l-n«)/«^i/-<I-«)a)«, 
liie  Zeichen  wie  oben  geiionmieD»  also 

folglieb  in  den  obigen  Beseichnongen : 
und  daher 

F«  -f  4/3-^  VV 

aach  lo  dem  Intervalle 

— Tirir"  /  ^ « <  — rzi—/^ 

atets  positiv. 

Hiernit  ist  nuo  beirieaen,  daas  auch  in  dem  Falle  der  Ellipse 
die  Grßcse 

«leta  positiv,  folglich  auch  In  diesem  Falle  die  durch  die  Glei- 
chaogen  10),  II),  12)  charakterlsirtc  Curve  ein  Kreis  ist.  Be- 
seieboet  man  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieses  Kreises  durch 
q  and  aeinen  Halbmesser  daich  r;  ao  ist  nach  10),  12):  ' 


and; 


(        a{y-{\^n)a\-\-  (1  -f  yi)  ((1  -»/^^--/t) 

iTy:  


42  GruHcrt:  Leber  die  Aufgabe :  Dunk  einen  gegebenen  tunkt  in 

m  ^^p*^f.Q^py 

♦  oder:  _ 


Die  durch  die  Gleiebungen  IQ),  II),  12)  eharakterisirto Carte  ist 
folglich  in  alle»  Flllea  clo  Krtie,  deaeeo  Mittelpankt  {pq)  uod 
Ualbmeeeer  r  ganx  im  Allgemeinen  dnrch  die  Formeln : 


«12/4- -f  {n\i)\{,n-\fß^^r[ 


22) 


und: 


2i?|/'-Ktt-l)g| 


oder: 

bestiuuui  werden i  und  aiu»  dem  Vorbergebeodeo  ergiebt  »ich  der 
folgende 

S  a  i  X. 

Die  von  einem  Scheitel  eines  Kegelschnitts  nui  die 
an  denselben  durch  ein  und  denselben  «gegebenen  oder 
bestimmten  Punkt  gezogenen  Normalen  gefällteu  Per- 
pendikel treffen  den  Kegelschnitt  zum  zweiten  Male 
in  Punktes,  welche  sämrotiich  in  einem  und  demselben, 
dnrch  die  obigen  Formeln  vollatfindig  bQstiroroten 
Kroine  liegen. 


§.  4. 

Wenn  der  gegebeae  Kegelechoitt  eine  Ellipee  oder  eine  Hy- 
p«fM  iet»  und  also  einen  Mlttetpankt  bat,  trollen  wir  die  Cm- 


4er  Eöene  eines  KegeUcUnHHt  Aormaien  an  äeiisetHu  %u  ziehen.  43 

AaatMi  de«  Mttletpmikte  doreh  G  beieiclmeD ;  dann  ist  nach 
K.  T.  <I.'K.  S.     {.  II.  Nr.  3)s 

'       «* — l        n — 1 

wir  nun  durch  den  trp^^cbenen  Punkt  (a^  eioen  Uarch* 
de«  K^gdscbnitto,  ao  ist  deaaeo  (aleidiong: 

oder: 

«dar»  atwaa  aodera  geachrieben: 

Ziehen  wir  durcb  den  Srlu  it(  l  (UQ)  eine  K$enkrecble  auf  diesen 
,  aa  iat  deren  üleicbung: 


oad  wenn  oan  dif'  rnnrdiTmten  des  zweiten  niirehsclniitts- 

ponktf:  cJie.Her  Sptilirrchteu  mit  dem  Kegelschnitte  bexeicbnen,  ao 
fcahaa  wir  ao  deren  üeatimmuug  die  (ileicbuugeu : 

ii»=(ii«-l)^  +  2(fi  +  l)A. 

Dvrch  AüflOassg  ditaer  beiden  Glaichnngen  arbllt  man  aehr  leicht: 

2(n4-1)(it-I)'/y  

K«-»)«+/i*--(«'-i)«(ii«-i)P' 

^  i)o  +/*!«  —  («—  Xf-  (n*- 

Ourch  Heiv  Punl^i  (51^)  legen  w  ir  jetzt  an  den  hkegelschoiU  eine 
Berührende,  40  iat  nach  N.  T.  d.  K.  S.  132.  %,  27.  Nr.  I)  deren 
Gletcbftftg  t 


^eruneri:  Oeber  die  Aufgab:  Dnreh  einen  gegebehen  Punki  in 

V     =  ^  (*-^ 

also»  weil  man  oiitteltt  dar  abigea  Anadrilcke  tod  |,  17  leicht 

liodet : 

^  2(11— I>/Ji(»-1)«+/|  ^' 

wo  man  nun  noch  för  |,  ihre  obigen  Ausdrucke  einführeo  niiiaa; 
dadurch  erhfilt  man  mittelat  leichter  Rechnung  die  folgende  tOI> 
lig  entwickelte  Gleichung  der  In  Rede  atebenden  Berührenden  s 

_    ((n— l)a-|-/'l^-f  (n  -  ])Vn-'-i)ß^  (n*-l)fß 

Beschreibt  man  über  2a  ala  Durchmesser  einen  Kreis,  ao 
ist  dessen  Gleicbunp;: 

also,  well  nach  dem  Obigen 

und  nach  N.  T.  d.  K.  S.  U9.  {.  13.  Nr.  18).  Nr.  IS);  aUgcmeio : 
iat: 

oder,  wie  man  hletaas  leicht  findet} 

Für  die  gemeinschaftliche  Sehne  dieses  Kreises  and  des 
durch  die  Gleichnng  9)  bestimmten  Kreises  finden  die  .beiden 
Gleicbiingen: 


^  +  r-2  ^  ^ 

nV  ^+ 

aus  ileneri  man  ai.s  (»leiihuiii^  der  in  Hede  steheiideii  ge- 
oieiiiödiattltcheii  Seime  durch  Stibtraclion  (!ie  fulgeiide  erbäh: 


2|!i(T|-l)tt-h/|J  ^ 

•dtr,  «ie  num  laicht  Ümlet«  die  folgeade: 

K»-I)»f/l«>K«-l)«(n«~l)/3«_  .  2ß\in-\)a-^f\  _  8(it«>-l)y 

««(ii-i)/-  iV     3^ —    «•  • 


_  t(n^})a^  f  i»  \  (n-l)«(f/'^  lt)gf 

«(II  -  DiJ  K«— l)a  +  /  l  Da  +  /  • 

»dck«  €Mchmg  gam  mit  der  Glelehtiog  der  abigen  Berabreii' 
hm  iberelftsteat;  daran«  crgfebt  sieh  der  folgende 


Wenn  man  durch  den  Scheitel  des  KegelacboittM 
auf  <!en  durch  den  Punkt  («r/3)  gezogenen  Durchmesser 
Ipssflben  eine  Senkrechte  sieht,  und  durch  den  ztvei- 
(en  Durcbsch  ni  tts  p  u  nk  f  dieser  Senkreehten  mit  dem 
kcjj  elKch  n  i  1 1  e  an  diesen  eine  berührende  legt;  so  ist 
'liese  Heriihrende  die  s;  c  ni  ei  n  s  e  h  a  f  t  Ii  c  h  e  Sehne  dex 
'Ifier  der  Hnuptaxe  *io  als  I)  11  re  h  ni  e  8  s  e  r  h  es  ch  r  i  e  h  ene  ti 
kreiseii  u  tkI  des  dun  f»  die  Formeln  de«  V  or  bergeb  en - 
il«o  Faragrapbeo  befitimmteu  Kreises. 

(.  5. 

In  (fem  Falle  der  El!ip.<«e  und  Hyperbel  wollen  viir  jetzt  durch 

.Miftelpiinkt  des  KesieLschnitts  als  Anfang  ein  dem  primitiven 
"»fsteme  der  jcij  paralleles  ronrdinaterisvsten»  der  .r'y'  legen,  und 
*  iffej>erii  .Systeme  die  Coordinaten  der  l'nnkte  (/()),  ipf^) 
««pe<ttve  durch       0;  o',  ^' \  p' ,  9'  bezeicbnen       Üaiin  ist: 

*  t  J>rta<«  tici  atiHohite  Werth  von  f'  in  (fer  (^cwuiinlichea  ll«s«icJt- 
>^  die  Gr«*M«  e  itt,  ▼er«teli(  «ich  vt»u  «elitsL 
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aUoj  »eii  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 
ist: 

/«r^+/';  «=r^+«';  p-,4„+p'; 

Folglich  ist: 

Femer  ist: 

Nach  ist: 

p  =    , 

^=       ^  — , 

also,  wie  man  leicht  findet: 

'  (1  jQjj  ^_a-")«iy-(»-»')«i+(i-*)'o-n»)<»*-/» 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

also: 

folglich : 

{i-«)p-/=-^— j  — V"  • 


und  daher; 


1— „  ^'1 




oder,  wenn  man  nach  dem  Obigen 

iy-n)f' 

i  M  ■ 


Wetter  ist: 

»   sy^* 

■ad.  <r«oD  MM  wieder 

(i-n)r 


At&o  hat  luau  für        q'  die  fnlgendeo  Auedrücke: 

5r   T  ' 

 St-» 

und  nach  dem  Obigen: 

/'  4(1— n«)i3'« 

MgQcb  oech  «): 

97) 


«9  ^«j«2zili^g2z£2|%  102=^.0. 


Die  In       Toriwigeheedee  Pmgraplien  bewieeeaee  Femetn 
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und  Sätze  wollen  wir  nun  zur  Constroction  der  durch  einen  gege- 
benen Punkt  gebenden  Normalen  eines  gegebenen  Kegelschnitts 
anwenden^  indem  nir  jetst  suerat  anoebnen«  daaa  dieaer  Kegel- 
acbnitt  eine  Parabel  aei. 

In  der  im  (ianzcn  gewiss  ohne  weitere  Erläuterung  völlig  ver- 
ständlichen Taf.  11.  Fig.  i.  sei  P  der  gegebene  Paokt«  durch  wel- 
ch eo  Normalen  an  die  gegebene  Parabel  gesogen  «rerdeo  aollen» 
alao: 

I)i(>  (  ootdtnaten  des  Mittelpunkts  des  In  §.  3.  bestimmten  Krei* 
ses  sind  in  diesem  Falle  nach  14): 

Da  nun  f  — AF  und  a  —  f  —  AQ  —  AF -sz  FQ  iü.t,  so  mache 
man  AD  -^2.  FQ  und»  nachdem  man  in  />  auf  die  Axe  der  Para- 
llel eit»  l*er|)eiMiikeI  errichtot,  CD  =  2,  PQ,  u  uduit  li  cier  Punkt 
C  erhalten  uird,  \veicher  (»üeitbar  der  Mittelpunkt  des  zu  bestim- 
menden Kreisies  ist^  weil  seine  Ooordinateu 

sind.  Da  nun  nach  §.  3.  dieser  Kreis  immer  durch  tien  Scheitel 
A  der  Parabel  ueht,  ko  wird  derselbe  erhalten,  wenn  man  ans 
dem  bekannten  Punkte  C  einen  durt  )i  den  Scheitel  A  der  Pnrn- 
bel  gehenden  Kreis  beschreibt,  welcher  im  v(>rlie*;enden  l  alle  die 
P.irjibel,  au8Her  in  ileni  Scheitel  A,  in  den  drei  Punkten  E,  F' ,  E" 
schneidet.  Zieht  n»an  jetzt  die  (iernden  AE,  AE' ,  AE"  und 
leu't  durrli  den  geueljenen  Punkt  P  die  in  «ler  Fii^ur  durch  stÄr- 
kere  Linn  n  ansijezeichnelen  (Jeraden,  welche  auf  AE,  AE\  AE*' 
senkrecht  stehen,  so  sind  diese  Senkrerlifen  die  gesuchten  Nor- 
malen, wie  aus  dem  in  §,  3.  bewiesenen  äatze  auf  der  Stelle 
erhellet. 

Uass  man  in  allen  Fällen  bei  der  Ans^nhru^^  dieser  Constru- 
ction  auf  die  \  or/eirben  ^eböri«?  I'ücksicht  zu  nehmen  hat,  welche 
allen  zur  An^ieiHlnii'j:  kfniiiiicnil«'!!  (ii  oj^son  in  Folge  des  ZU  Grande 
geleimten  ( oordinatensysti'nis  /.ukoiiuu*  t!  versteht  sich  «;anz  von 
selbst  nn<l  bedarf  kaum  noch  einer  besonderen  Bemerkung,  gilt 
aber  auch  für  das  Folgende. 


§.  7. 

Im  Falle  der  beiden  anderen  Kegetnclinitto  wird  ea  hier  vOU 


der  EktmM  «Aw«  K999Mmaf  SwmaUm     dimelöen  s«  %iekeu,  49 


Kg  %m§gtm>  die  AotAlmiiig  der  Constiuction  der  Normalen  Dor 

ftir  einen  dcrselbee,  etwa  für  die  Ellipse,  zu  zeigeo,  weil  Iflr 
die  Hyperbel  die  antnwendeiide  Methode  im  WeseotKchon  voll* 
etfMiig  dieselbe  iot 

Zm'ordcrst  ist  /u  brmerken,  «lass  im  •  oriieLiL'ii(i»  ii  I  alle  die 
Charaivtoristik  i;ei:el)ori  sei»  niusy.  Soll  aber  die  Construction 
den  Namen  einer  rein  geometrischen  verdienen,  darf  7/  nicht 
äU  eine  Zahl  gegeben  sein,  «veil  ja  die^e  Zahl  auch  eine  Ina- 
tionalzaid  sein  konnte.  Es  muss  vielmehr  n  durch  das  \  erhalt- 
niss  zweier  bestimmten  Geradeo  ansgedrucltt  gedacht  tverdeii. 
Bezeichnen  wir  aber  die  lineare  Entfernoug  des  Scheitels  vom 
Brenopiiokte  tt  ie  friilier  durch  f,  ferner  die  lineare  Entfernung  des 
ScheiteU  woo  der  Direcfrbi  darch  X;  eo  iet  naeh  N.  T.  d.  K. 

.={• 

Aach  ist  nach  IN.  T.  d.  K.  8.  99.  12.  Nr.  20),  Nr.  21),  wenn  a  und 
g  Ihre  bekaaale  Bedeeteng  haben: 

e 
a 

«d  aian  steht  also,  dass  man  imioer  ansanebmen  betecbligt  ist, 
dass  die  Charakteriatlk  n  in  der  ron  einer  rein  geometrischen 
CosAtruction  in  Aoepracb  genommenen  Weise  anegedrflckt,  dar* 
geeleilt  oder  gegeben  aei. 

lo  der  wieder  ohne  weitere  Erlänterung  im  (lanzcn  gewiss 
völlig  verständlichen  Taf.  III.  Fig.  II.  sei  ans  dem  Mittelpunkte 
O  eine  Ellipse  beschrieben ,  und  P  sei  der  gegtheue  Ponkt,  dnreh 
wefebeo  an  dieadbe  Normalen  gesogen  werden  aollen,  so  daae 


■nd  fsz^OF  iet.  Naeb  86)  ist: 

at»o ,  w  eil 


Thtil  3L1JII, 


4 
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irobei  man  des  FotgwdMi  wegen  zu  beachten  iMt,  dasa  im  vor- 
Itogenden  Falle  q'  negativ  ist.  In  dem  Brennpunkte  F*  errichte 
man  auf  die  Axe  AA'  ein  Perpendikel  F'RsssPQ^  nttd  sieb«  die 
Gerade  OR,  welche  PQ  in  S  schneidet;  so  ist: 

OF':OQ  =  F'R:SQ, 

also: 

_  QQ.  F  R  _  OQ.PQ  _  a^ß' 
»V—    OF'  ÖF    ~~  f  ' 

Dnrcb  8  siebe  man  mit  AA'  eine  Parallele,  weiche  F'R  in  T 
schneidet  und  siebe  die  Gerade  OT,  welche  die  In  A*  snf  AA' 
errichtete  Senkrecht»  in  ü  echoeidet;  so  ist: 

OF'  iO^^F'T;A'  V, 

also: 

^  OF^  ^  OF^^^'~~  e'  f  • 

loiglicb  nacb  dem  Obigen  t 


Macht  man  nun  A'  V^'i.A'  so  iat  if*  =  ~-A'V,  um\  wenn 
iiiaii  j«'t/t  durch  V  mit  /l.-l'  eino  Parallele  GU  zieht,  so  rouas 
der  IVliÜL'lpunkt  des  nach  §.  3.  zu  beschreibenden  Kreises  in  der 
Geraden  GH  liegen.  INun  ziehe  man  durch  den  gegebenen  Puolit 
P  den  Durchmesser  OP  der  Ellipse,  fölle  auf  denselben  von 
dem  Scheitel  A  eioe  Senkrechte,  welche  die  Ellipse  anm  swdten 
Male  iß  K  schneidet,  und  lege  auf  bekaonte  Welse  dnrcb  K  an 
die  Ellipse  die  Berdhrende  MtN.  Bescbteibt  man  jetst  über  AA' 
als  Dnrebmesser  einen  Kreis,  welcher  die  BeHlbrende  MN  in  den 
Pnokten  J  nnd  L  schnddet,  so  sind  diese  beiden  Punkte  nadi 
dem  in  {.  4.  bewiesenen  Satse  ancb  Pnnkte  des  nach  §.  3.  an 
beschreibendes  Kreises,  oder  JL  ist  eine  Sehne  dieses  Kroieee* 
Errichtet  man  Jetit  auf  JL  in  Ihrer  Milte  eine  Senkrechte,  so  Ist 
deren  Dorebsebntttspnnkt  C  mit  der  Geraden  GB  der  MIttelpankl 
des  nacb  }.  3.  an  beschreibenden  Kreiaes,  weicher  alao  nun  t^bt 
bescbrieben  werden  kann,  wenn  man  aim  C  als  Mittelpunkt  darcb 
einen  der  beiden  von  C  gleich  weit  entfernten  Pankto  /  nnd  L 
einen  Kreis  beschreibt,  der  dann  natdrlich  ancb  dnrcb  den  ande* 
ren  Punkt  gehen  mnas.  Zieht  man  Aua  von  dem  Scheitel  A  nacb 
den  Durchschnittspunklen  E  und  E*  dieses  letateren  Kreises  mit 
der  Ellipse  die  Geraden  AE  und  AE',  und  n&ltt  auf  dieselben  von 
dem  Punkte  P  die  in  der  Figur  dareb  etirkere  Linien  nnsgeaelclH 


.  .d  by  Googl 
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ii«teii  Senkreebte»,  so  aioil  dieie  Senkrechten»  wie  anmlttelbar 
au  dem  io  {.  3.  bewieseiieD  Satie  folgt»  die  geencbtea  Noraialen. 

{.  8. 

Aber  auch  ohne  Anwendang  des  in  J.  4.  bewiesenen  Satsee 
Ittseen  eicli  die  Normalen  conatruiren»  wie  jelat  noch  geieigt 
werden  aoll. 

Nach  25}  und  23)  ist: 

^     1       — (l_n«)jS'»      ,     2  a'ß* 

p=i         ji— — »  »=ü  TT 

ited: 

Also  ist: 

folgllcb,  weil 

e       I  a 

iet: 

,      <i  a'»     c  a  /3'«      .  .     a  a'ß' 

P  ^Vjr-^ä  Y^'^'T*  ^^e'T' 

In  Taf.  III.  I<lg.  ni.  aind  die  Linien  Oitf,  Oi?  ao  aufgetragen 
worden»  daaa 

Oilf:0/Vse:Q 

iat»  und  ea  ist  aUo; 

,    Oir  n*«  .  Oilf         OZV  ,  ,     ON  i^fir 

Mao  mache  nun 

OB  =  0<^.  OD~PQ 

und  beschreibe  zwei  durch  F,  ^  und  F,  Z>  gebende  Kreiae* 
deren  Mittelpunkte  in  AA*  liegen ,  wie  die  Figor  zeigt ,  und  deren 
Dorchachnittaponkte  mit  AA*  die  Ponkte  H,  S  sind;  dann  iat 
efleobar: 

4* 
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JSkn»t  lieh«  mao  MR  and  mit  deraelbeo  dateh  19  die  Parallele 
NT,  welche  Jil'  in  T  aehneidet,  ao  iat: 

Feroer  siehe  man  ifS  aad  idU  deraelben  darch  die  Parallele 
NU»  welche  Ad*  ia  ü  achneidet,  ao  lat: 

^^-ojn'^^  Um  r' 

Endlich  aiehe  man  N8  und  mit  deraeibeo  durch  M  die  Parallele 
UtF,  welche  AA'  in  F  aehoeidet,  ao  tat; 

Alao  iat  nach  dem  Obigen: 

p'     -  OT--OF Oü ^  OÜ-iOT-t  OF), 
Macht  man  non 

ao  iat  offenbar 

OXziOÜ''(aT'^OF), 

alao: 

Ganz  wie  im  vorhergehemlen  Paragraphen  construirf  man,  wie 
auch  in  Taf.  IM.  Fig.  III.  ohne  lieifügunG:  von  lim  }L^(al)cii  an»5e- 
deutet  worden  ist,  die  ('oordinate  q\  uiu!  Ijcstiiinnt  ;il.s(i  min  leicht 
den  Mittelpunkt  C  des  nach  §•  »3.  zu  beschreibenden  Kreises. 

Cm  nun  ferner  den  Halbmesser  r  dieses  Kroiaea  an  coaatmi« 
ren,  bemerke  man,  dass  oacb  dem  Obigen: 


alao 


oder : 


iat.  Man  mache  ono  OTss^.PQs:2ß' ,  ziehe  die  Gerade  MF 


der  Ebene  eines  h'egeisehnitis  Kormaten  an  densdlUn  %u  %ieken.  53 

md  m\t  dmelben  durch  N  die  Parallele  NZ,  irelcb«  AA*  in  Z 
jchoetdet,  so  Ist: 

OiV    -    Oill  * 

fr 

Hierauf  beacbielbe  man  über  OZ  ala  Dnrcbnieaaer  einen  Krele» 
trage  in  denaelben  OG^OY^^y  ein  und  siebe  GZ,  an  tat: 

Gz^^oz^^  0G»=  (^^-)'  -  m\ 

folglich  nach  dem  Obigen: 

?ion  siebe  man  AC,  beschreibe  Ober  dieser  Geraden  als  Dttreh* 
nie^ser  einen  Kreis,  trage  in  denselben  AH^GZ  ein  und  siebe 
CH,  so  ist: 

also  offenbar 

und  daher  nach  dem  Obii^en  r=.CU.  Man  beschrtiht  also  nun 
aus  C  als  i\liftelpunl(t  mit  67/  al«  Halbmesser  einen  Kreis,  wel- 
cher in  diesem  Falle  die  gegebene  Ellipse  in  den  zwei  Punlcten 
£  und  K'  «schneidet;  dann  zieht  man  AE,  und  AE'  nnd  flKlIt  von 
P  auf  AK  und  AE'  Perpendiicel,  welche  in  Taf  III.  1  ig.  ilf.  durch 
stjirkere  Linien  vor  den  übrigen  ausgezeichnet  worden  sind,  so 
ßiod  dio»'  iVrpendikel  die  q;esiicli(on  !\<»rmalen. 

fJic  volLständigf»  r^ohereinstimmung  der  durcfi  die  beiden  in 
Taf.  Hi.  Fig  II.  und  Ja  f.  III.  Fig.  III.  ausgeführten  Constrnrtinnen 
erhaltenen  Resultate  ntit  einander  wird  mau  sogleich  bemericen. 

Für  die  Hyperbel  ist  die  Construction  von  den  hier  für  die 
Ellipse  ausgefabrten  Constructionen  nicht  wesentlich  verschieden, 
wie  schon  bemerkt  worden  ist. 

0ie  gerade  Linie  und  der  Kreis  reichen  also  in  allen  FSlIen 
voUstSndig  bin,  um  die  berfibmte  Aufgabe  su  losen. 


Bemericiiog. 

Es  iat  in  diesem  Aufsatse  durchaus  nur  meine  Absiebt  gewe- 
sen,  das  berühmte  Problem  von  den  durch  einen  gegebenen  Punkt 


*)  Ba  wird  baam  a6tbig  sela»  daran  au  arianera,  daM  qs^q*  \%\ 
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an  einen  Kegelacbnitt  zu  «lebenden  Normalen  bloaa  durch  die 
Gerade  und  den  Kreis  io  völliger  Allgemeinheit  za  lusen, 
und  ich  lasse  mich  der  Kfirse  wegen  anf  gewisse  besondere  Fälle, 
in  denen  sich  einfachere  Constmcfionen  geben  lassen,  fttr  jetst 
gar  nicht  ein,  hoffe  aber  auf  Fälle  dieser  Art  spKte?  zoriiekBii« 
kommen.  Dass  auch  die  im  Obigen  gegebenen  ganz  allgemeinen 
Formeln  in  solchen  besonderen  Fällen  oft  bedeutend  einfacher 
ausfallen,  versteht  sich  von  selbst.  Liegt  etwa  der  gegebene 
Pnnkt  P  im  Falle  der  Ellipse  in  der  Nebenaxe  derselben,  so  ist 
ce'ssO,  and  folglich  nach  dem  Obigen  in  {.8.: 


Liegt  in  demselben  Falle  der  Punkt  P  in  der  Hauptaze«  so  iat 
/S'sO,  also  nach  dem  Obigen  in  {. 


Das  weitere  Eingehen  auf  solche  besondere  Fälle  liegt  aber,  wie 
schon  erinnert,  hier  für  jetzt  gar  nicht  in  meiner  Absicht 


So  wie  der  Kreis  der  nenn  Punkte  hat  in  neuester  Zeit  auch 
der  Kegelschnitt  der  nenn  Punkte  die  Aufmerksamkeit  der  Mathe- 
matiker In  einem  bedeutenden  Grade  auf  sich  gezogen ;  insbesiNi- 
dere  haben  mehrere  ausgezeichnete  italienische  Mathematiker,  wie 


Der  Kegelschnitt  der  neun  Punkte. 

Von 

dem  Heransgeber. 


§.  L 


Digiii^uü  by  Google 


Crnntrf:  Oer  Ke^eiickniU  der  neun  Putikie. 


55 


die  Offren  BatUglini»  Beltrami,  Trodi  U.A.,  «ieli  der  Un- 
iBcsscbung  dicees  KegdscbnitCs  mit  aasgesolcliDetein  aDalytraebeti 
Geacbtck  nnd  grossem  Erfolge  gevidmet,  und  ihre  betreffendeo 
Arbeiten  ▼erdienen  die  grOsate  BeachtiiDg.  Alien  dleaen  acbOneo 
UoteranebangeD  aind  indeaa  neaere  Coordinatenajratame  au  (vroade 
gelegt  «rorden,  ond  (ür  reebtwliililise  Coordioaten  Ist  meines 
Wiaaeaa  die  «Ugemeliie  Gleichung  des  Kegelschnitts  der  offen 
Punkte  oecb  voo  Niemand  entwidcelt  worden.  Da  aber  dieses 
Coordinatensystem  doch  immer  das  „Systeme  classique",  n  ie 
es  mit  Recht  Toii  einem  der  oeoesten  franaöaiscbeo  Schriftstel- 
ler *)  genannt  wird»  ist  und  bleiben  mrd:  so  habe  ich  mir  die 
fintwiclcelung  der  allgemeinen  Gleichung  des  Kc^eUchnitta  der 
nenn  Punkte  (är  daa  genannte  claasische  Cnordinatensystem  in 
dieaer  Abhandlung  snr  Aufgabe  gemacht,  und  nill  die  Resultate 
flMlner  Untersuchung  im  Folgenden  mittheilen,  da  ich  die  voo 
mir  gefundenen  Gleichungen,  ivpnn  sie  auch  nicht  einfach  sind, 
ihrer  Form  wegen  doch  der  Mittbeiiung  wohl  werth  halte.  Viel 
einfacher  gestaltet  sich  freilich  die  Sache,  wenn  man  ein  geuis- 
se.«  "5  p  e  r  i  f- 1 1  p  s  s  r h  i  e  fw  ink  Ii  g  es  Coordinatensystem  zu  (iruntle 
legt,  wie  ich  die«  schon  vor  vielen  Jahren  in  meinen  ..Elemen- 
ten der  analytischen  Geometrie.  Zweiter  Theil.  Leip- 
xig.  1839.  S.  122.  §.  40.'*  gezeigt  habe,  worauf  ich  am  Schlujss 
dieser  Abhandlung  zurückkommen  werde,  deren  Zweck«  wie  schon 
gesagt,  i\'\c  Zugrundelegung  eines  solchen  speciellen  Coordinaten* 
ayatems  nicht  war. 

Verber  erlaube  leb  mir  jedoch  die  Titel  der  »acb  meiner 
Meinung  ?ersOglicb  hierher  gehörenden  und  hanptaäcbiieb  su  be- 


*)  Lea  coordoonde«  do  Dcscarlet  6UaU  «oolet  esiUes  dan«  not  Ljc^e« 
et  dans  nos  Er:o1p<« ,  la  plupart  dt?«  homme«  Mp^claux  qiif.  par  postttnn 
on  par  goüt,  s'af^uinent  ü  \n  «rienre  ,  nr  rrnonrenl  pns  volontier«  h  flfw 
proc^de«  qui  leiir  mtnt  faiiiiiicrs ,  et  [Kuvint  reciiter  devant  radopiiuti 
de«  aotiTcanY  ariiiucü.  si  ing^nieux  qu  iU  soirnt.  de  In  d'^nm^trie  nio- 
derae  (Lititde»  anül^liqite«  sur  la  Theorie  gencriilode|coiir- 
he«  planet  par  M.  FöllzLaßSS.  Parts  1804.  Pr^fae«,  ein  Werk, 
w^ldbos  von  den  hedeatcndaten  fransScitchea  NatbemallkerD  «ehr  ge* 
rähmt  wM}»  Der  Gebrauch  der  eartedsdien  Coordinatea  wird  alt  t>|^r**- 
edd4s  classiqves  de  Deacartes*'  boseiehoel.  —  Wir  wöotcheo 
sehr,  d.!««  dio  neuen  Coordinatenaystenie  iininer  mehr  Ein^an»:  und  Aa- 
veadnoi?  finden  mögeo,  nnd  irerweisrn  dcshalli  namentlich  auf  die  unten 
|renannten  Schriften  rin«pc2eirhiiPtor  italatnsrlicr  Matliciuatiker.  Aiir.li 
c.  m.  unsere  ALifnirull  uni;  :  ..Uns  System  der  D  r  e  i  |  inien  -  Coo  r  d  i  - 
naten  in  a  1 1  ge  ui  e  i  n  e  r  unntytischer  GntW  ickolUBg*'  im  Arehtv 
Tbl.  ^XXVIU.  Nr.  WWl,  S. 
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acbtenden  Abhandlongen  der  oben  genannten  ireflicben  italieni- 
echeo  Mafhematifcer  besonders  nanibaft  so  machen ,  und  an  deren 
in  allen  Beziehungen  lehrreicben  Mndium  recht  sehr  einsuladen : 

Sopra  aUunc  jiroprietä  delle  I  inoe  ili  secon  Ho  grado 
per  CT.  Hatlat;liiii  (Kendiconto  de  IIa  R.  Äccadj^mia  delle 
Scienze  risiclte  e  Alatematicbc  di  Mapoti.  Fascicolo  1^. 
Maggio  1862). 

Nota  sopra  aicune  questioni  dl  Geometria  per 
G.  Battaglioi  (Rendiconto  della  R.  Accademia  delle 
Sciense  Flsiche  e  Matenaticbe  di  Napoll.  Fascieolo5^. 
—  Settembre  1862). 

Intorno  alle  cooicbe  dl  nove  punti  e  ad  aicune  qni- 
stiotti  che  ne  dipendono.  Nota  del  Prof.  Eugenia  Bel- 
tranii.  (Estratta  dalla  Serie  II.  Vol.  II.  delle  Mem.  dell* 
Accad.  delle  fiSciente  dell*  Istitoto  di  Bologna).  Bo- 
logna 1863. 

Sullo  coiiiche  di  nove  punti.  Nota  di  Eugenio  Bel- 
t  r  a  üi  i  ( G  i  o  r  n  a  I  e  d  i  ÄI  a  t  e  m  a  t  i  c  h  e  ad  u  s  o  d  e  g  Ii  S  t  u  d  e  ii  t  i 
delle  Univurctita  italiane.    Anno  I.    Apriie  p.  109. 

Nttpoli). 

Cstensionc  allo  »pazio  di  tre  dimensioni  dei  teo» 
remi  relativi  alle  coniche  di  nove  punti,  per  Eugenio 
Beltranii  (Giornale  di  IMateiuatiche  etc.  Annol.  Luglio 
1863.   p.  m   Dicembre  1863.   p.  354.  Napoli). 

Intorno  ad  aicune  proprietä  dol  cercblo  de  nove 
punti.  Nota  di  N.  Trudi  (Giornale  di  Matematiche  etc. 
Anno  I.   (lennsio  1863.  p.  20.  Napoli). 

Ea  handelt  sich  hier  um  die  allgemeine  lietstim  niun  g 
<1  e  s  geometrischen  Orts  der  .Mittelpunkte  aller  der 
Kei^cl-sch  nitt  e ,  «eiche  sich  durch  vier  gej^ehcne  oder 
Teste  l*unktc  legen  las.s;«Mi,  und  i  ti  s  h  es  o  n  d  ore  um  die 
E  n  t  wi  c  Ic  e  1 11  II  der  ailuoin  oi  ncn  Gleichnu^  dieses  Ortj« 
Tür  r  L«  f  Ii  t  w  i  n  kl  ige  C  n  o  r  d  i  ii  a  ( e  i» ,  wohei,  uas  hier  ein  für  alle 
Mal  heincrl.l  wird,  na! ''irli«  Ii  nur  solche  Kegelschnitte  zur  lietracli - 
tung  kommen,  die  einen  Mittelpunkt  haben. 

Die  vier  gegebeuen  oder  festen  Punkte  seien  ^ 
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ind  ibfe  Coortiinatoo  io  Bezug  anf  ein  beliebiges  rechtwinicliges 
CeontiMtensystem  der  sff  eeien  betiehangeweiee: 

1 

Outeh  den  Pviilct  naCfirlieh  unter  den  vier  gcgelienen 

Peniblen  gans  beliebig  gewShlt  werden  Icann,  denken  wir  nne  ein 
neoce,  dem  primittren  Systeme  der  ay  parallele«  Coordioaten* 
«yatem  der  uc  gelegt,  und  beieicbnen  die  Coordinalen  der  Punkte 

io  Beaog  auf  dteaea  neue  System  betiehungft^veise  durch : 

♦ 

ihre  polaren  Coordioaten  in  Besug  auf  dasselbe  System  durch : 
wo  also: 

Itii  =  Qi  cos  tti ,  Pj  =  ^,  sin  «1 ; 
Ht  =  coso^,  =  ^  sino,; 
ttg  =  ^  cos«^,  Ts  =s  0s  sin 

Durch  die  vier  festeo  Punkte 

^0»  ^1» 

Henken  wir  uns  jetzt  einen  hp!iel>tL'en  Kf'i,'olsrhnitt ,   f!cr  einen 
Mitteljmnlt  liat,  gelegt,  nnd  nehmen  dessen  Axen  als  citi  Ifine- 
res  neues  reclitw inklii'es  Coordinatensystem  der  AI"  «in,  in 
lug  aur  wetelies  wir  die  Coordinateii  der  vier  festen  Punkte  be- 
idehungsweise  durch 

^rt>  ^o>    -^1»  ^i»  ^4*  ^8» 

bezeichnen.  Die  Annahme  des  |M.>iriv('n  I  heils  der  Axe  der  A 
ist  willkührlicli :  U  r  positiv  riu  il  der  Axe  »ler  F  nuis's  aUer 
immer  an  an£;cnonuncn  werden,  dass  man  sicli,  um  von  dem  po- 
Mliven  Theile  der  Axe  der  X  durch  den  rechten  \N  irik«d  (  A'l  ) 
hiüdurch  zu  den»  pnsitiven  Tlieile  der  Axe  d«'r  Y  zu  gebngen  .  in 
demsclhen  Sinne  hevreijen  niuss,  in  \\ekheni  man  sich  hevvegen 
mass ,  um  von  den  positiven  Thrilen 'der  Axen  der  ar,  u  durch 
die  rtjciiteti  WuiLel  (jf/),  (mp)  hinduieh  zu  den  positiven  TIhmUm» 
'ler  Axen  //,  r  zu  gelangen.  Von  dem  .Mitlelpunkte  des  Ke- 
gelsclihitl.'^  oder  dem  Anfange  der  AK  denken  wir  uns  eine  luit 
den  positiven  Theilen  der  xVxeu  der  .t,  u  patulielc  und  gleich 
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gerichtolo  Gerade  «negebend,  ond  beseichnen  den  von  den  pesi- 
tiven  Theile  der  Axe  der  Jf  mit  dieeer  Geraden  eingeecbloseeneD  Win- 
kel, indem  wir  dienen  Winlcel  von  der  in  Rede  etehenden  Geraden 
an  in  demselben  Sinne  von  0  bis  3ö0®  cäblen ,  in  welcbem  man  sieb 
bewegen  muss,  am  von  dem  positiven  Tbelle  de?  Axe  der  x  oder 
u  an  durcb  den  reebten  Winkel  {xff)  oder  {uo)  hmdurcb  stt  dem 
poeitiven  Tbeile  der  Axe  der  y  oder  i>  au  gelangen,  dorcb  9. 

Endlich  denken  wir  uns  durch  den  Punkt  A^^  als  Anfang  ein 
dem  System  der  JCF  paralleles  Coordinatensystem  der  X' Y'  ge- 
legt, und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Punkte 

Ai  f    A%a .  A^ 
in  diesem  Systeme  beatebongsweise  dnreb 

X^U  Fi'j   Jr,%  r,';  Aa',  F,', 

Dann  beben  wir  nach  den  bekannten  Formeln  der  Coordinaten- 
Verwandlung  offenbar  die  folgenden  Crielcbnngen : 

«1  =  AV  cos  Ö  —  F, 'sine,  »1  =  Ai'sinÖ  +  Fj'cosd; 
u^^Ä^'cMe—Vt'BlnB,  eksA,'8in6-|-Ft'cos6; 
ir,ss;r,'eosd— F,'sin  6,  v^ssX^'mnB  f  F,'cob6; 

ans  denen  sehr  leicht: 

A'|'&5K|Cos0-|-e|sin9»    F|'ae— tf|Sio(}-f  eieo»6$ 
JK^'sKiOos^-l-easin^,    F,'ss— tctsind -|- r^cose; 
Macosö +  C8sin0,    }\'=^  —  UiS\n6-i-ViC086 

folgt.  Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlnag  der  Coordinaten  diat 
man  ferner  die  Gleicbangen: 

=      -f  Aj',    f2  —      +  ^«'J 
Ai=sAo  +  A:,',    F,  =  Fo+F,'; 

also  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

ATi  =  Ji;i-|-«|C08d-fetain6,   Fi  =  F^— ti|SinO-f  e^eos^; 
X|  =  ^-|-iitcos0-|-e^sin0,       =  To  —  «isine-f  e«eos6; 
=  Xf^-^u^eoBBi-Vitnne,    F,  =  Fo  — WasinÖ+  ^scosö; 

folglich  nach  J): 

^1  =     + Qi  cos  («fi  —  6),    }\  =  Fo  +    si  n  {a^  —  Ö) ; 
8)    {  Ä^=z  Ao  \         (ß«  —  ö) , .   1 2  =     +    «hl  (02  —  $) ; 
= COS  (oj  -  ö),    Fa  =  Fo + sin  (a,  -  Ö). 
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Bezeichnen  w'n  die  Cnordinaten  des  iVlittelpunkts  des  Kegel- 

Rehottts  in  dem  primitiven  System  der  durch  r,  l>;  «o  haben 

mr  nach  den  bekannten  Formeln  der  Coordinatenverwandlung 
ftfeobar  die  folgenden  Gleichungen: 


tlao: 

3) 


J  =  jPo  —  AoCOfid  -f  Fo«in  6> 
9  =  tto  0--*  Foeos  61; 

jr  s  ^0  cos  6 — loSin  9» 


mul  folgUcfa: 


Lc^en  n-tr  nun,  ww  ofleobar  verstattot  Ist,  In  Falle  der 
ll)-perbel  die  Axe  der  Jf  immer  in  deren  Hauptaxe,  und  lasaeo 
Jb  Folironilon  die  oberen  Zeichen  dem  Falle  der  fiUipee,  die  aii< 
toren  dem  Falle  der  Hyperbel  entsprechen;  eo  babeo  wir,  weil 
dtr  &flg«l«eiialll  darcb  di«  vier  feeteo  Punkte 

^»  ^1»  ^»  4i 

(j;p.).  (jr,ri),  (j^r,).  (a;r,) 

(iM,  tgiahM  in  bakaoator  BaMMMnf  dh  MftMdMi  OWeboagM  < 

(!'y*(^)"-'. 

aiM  amclt  2): 
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6)  <  ; 


o 

\ 

a 

-6)} 

folglich,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

')  =  ±6* 

setzt»  dnrcb  Subtractioi\  der  ersten  Gleicbung  tos  den  drei  letateii: 

S) 

{ 2  Ao  -I-  ^1  cos  (ö  —  «i)  I  cos  (6— ag ) = e  i  2  — sin  (ö— C| )  |  »Inid—at ), 
{2^0  1  p2Cos(ö  —  aa)}cos(d— c»)  =  e{2Fo— ^.2sin(ö-a2)}sin(^— o^), 

1  2^0  +  p,co8(ö— a8)}cos(d— «,)==c»2Ko--«*Wß(d-«^)l»in(Ö-iJ^> ; 
oder: 

»>  •  i 

2  Ao  cos  (6— C|)  —  '2(  Fosin  (ö—aj  =  —  I  cos  (ö— +  £  sin  (0— «t  ' 
aAoCos((^— oa)  —  ^  FoSinC^!^— m^)  =: — ^  (cos  (0— «(2)'-|-  esin 

2  A'o  cos  (ö  ~  «a)  —  2«    sin  (6— «j)  =  —  ^,  I  cos  (ö—a,)« + f  sin  (Ö— ' 

■ 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit: 

I 

cos(d — oj)  sin  (0 — 0^)  —  sin  (0 — fl%)  cos  (0 — «s)  =  sin  («i^  — 1%>  ,  ' 

■ 

cos(Ö--a3)sin(ö— «i) — siu(0  —  ci^)cos(6— «i)  =  sio(i)%~-a|),  , 
cos  (6^€i|)sin  (d  —  1%)    siii(6 — «i)  cos(9  ^n^)  =  sin  («i  ^  o^)  ; 
und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erbXit  man  die  Gleichung : 

10) 

Ol  »10 («a — «t)  »<JOS (6  —  «i)*  +  { sin (ö  —  a|)* |  j 

+  Q,^ sin  («3  —  «1 )  t cos (ö  -  a.^)*  +  f  8ln(ö  —       )  >  =  0 ; 

-^^sin(«|--oa))Gos(a— c(|)*-|-e«in(6— 0^)*)  ' 
oder:  i 
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11) 

+  fg8fii  («,  —  «,) {1  +  2  +(!  —  «) co82(Ö—o«)|  >  =0; 
•im,  wean  dir  ROrie  wegen: 

12) 

P  SS  ^  sIb  («Et  -  <^)  4  et  «i»    — «1 )  +  f  8  «in  («1  -  o«)  > 

ge»*Ui  wild: 

13)  .  .  .  (1  -f  r)P4  (1  -  0  (QcosStf  4  =  0 

14)  .  .  .  (l-f •)i's-(1— c)«^eoft2d4^/26in2d). 
Drikkm  wir  dtese  Gleichung  nvf  folgenife  Art  aae: 

Id)  Q€<M 26— i2«iu ia)f (/^4 QcM20-|'üj«m26), 

und  verbioden  Diit  ihr  durch  iMultiplieation  die  erste  der  Glei- 
«^umgen  S)»  nämlich  die  Gleichung: 

|lj;-f||  lM(0-«r|)=:f  {2      9i  «lii(^-«^)l«iii<d- «i) ; 

«Mtea  wir  die  Cileicliang: 

16) 

(P— Q  coe  26  -  ^ein26)  ( ÜT«  -f  ^  coe(6— i^) )  coe(6- «i) 

«  —  <P+ <?coe2a -f  Ä»l»26)« «  Fo~  ^  sin  (0  -  Ol) )  sin  (6  -  a, ) , 
«teldM  euu  kicbt  «of  die  Form: 

17) 

/*4A«Cö8(6— Ol)  +  *oS»n(6-«i)i      co«2(6— «|)| 
=  (QMM4i^ftfaiM)|i;)Cee(6-a|)  -  «i)  +  i9i  I 

Wiegt.   Nadi  4)  ist  aber: 

(*o— r)«eea+  (yo-n)8ine. 

YQ=  —  {a^^Q~lt)^n\B  +(yo  — 9)cos6; 


I 


j  .;.  ..  ^oügle 
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Aoco6(0  1  osin(fl-  «J— (ro— r)cosC20— «,)+(yo-»?)8»o(2ö-ai), 

und  dftbcr  die  Glelchiiiig  17): 

welche  tileicbaog  man  teicbt  auf  die  folgeuile  Form  briogt: 

18) 

{ iP—U)  {XfT-X)  cos    -  (P+  Q)  (yo-l«8in«i  -  A:o82«4)  |  cos2ö 

=:|(ifoM«|-Paiii«^)(4Kbt-jr)4-(A«lnd|-l»co«a^)(Sl^— ly)  1 

+     (ß-P«iD2«|)  J 

So  tria  bler  mif  dar  Gleicbmig  16)  dia  arala  dar  Glaiebaagen  6) 
varbundao  wofde,  liaat  ^b  naMrlicb  mit  dar  GIdcbong  15)  aneb 
dia  iwaita  dar  Glelobiiagao  8)  vaibindaa»  wadmh  mäm  die 
Glaieboag: 

W) 

\  iP-  Q)  (*o-J^)  cos      (P+Q)  (yb-9)«io  as-i^(Q-Pcoa2o,)|  cor2e 

sUAeoa%— Paina^C^To— r)  4  (i?ain«^-*Peaafl^(ab-*«)  1 

lainSd 

arbilL  Stallt  man  dia  Saite»  dieaar  Glaiebnag  nm  oad  moH^li- 
clrt  dann  die  Glalabnng  18)  mit  ibr«  aa  arbSit  nao.  trett  diaae 
Gieiabaagen  natürlicb  DaalibllBglg  van  beatiqimtan  Wertban  tob 
$  gelten,  dia  Glaicbnng: 

20) 

Xl(Äco§a^— Psinot^Xaro— jr)  +  (Ä8ina2— Pcoso»)  (yo^9)  l 

Ä I (P -  (0,0  - jr)  cos  «2  -  (P+  Q)  iyo—tf)  »in  o^-i^C^— Pco»2<it^ } 
X  UÄcoeai  —  Palaoi)  (jTo  -f)  +  (Raknog  -  Pcaaoi)  (^-^)  ^ 

He7,eiohncn  wir  die  Coardinaten  des  Pnnbtea  (pf)  In  dem  darch 
den  Paoitt  4o  ala  Anfang  parallel  mit  dem  prlmUlTen  Syateme 
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I 

I    ^  9  geiegtm  Coordi«aleiisy«taiii«  durch  IT»      ao  tot  oadi  der 
lekt  VM  d«r  VerwaadhiDg  der  CoordiDaten: 

I    4m  «e  eUge  fZleicbwg: 

21) 

irP-<r)areoe<ik  «)f       +te  «-Peee«iH)l 

Diaee  GMehiiBg«  oder  die  Glelcbaeg  20),  tot  dto  Gleleheng 
ies  geoMtriecbeo  Orte  der  Mltteipeekle  alter  dufeh  dto  ftor  ge> 
litoMe  Pinkte  gelegten  Kegetocbnitte,  «ad  da  dtoee  Gtotohao- 
fpa  to  Beaog  aaf  9  •^i«'  JF,  y  efeabar  vimi  aweitea  Grade 
dal,  ae  tot  der  Ort  eelbat  ela  Kegetocbaltt. 

Wir  rofisseo  nun  aber  die  Glc'uhnnqen  20)  und  21)  auf  die 
tewRIifilich©  Form  der  allgemeinen  (ih  i(  liung  des  z^^ eiten  GradcM 
ivri^chen  mci  ver.'i«Hk>rlichcn  Gross '  u  bringen.  Urin^t  man  zu 
iem  Ende  die  Glcifhuni^  :J0)  auJ  iNull,  indem  man  alle  Glieder 
I  nf  der  recbtot»  StUe  des  Gleichheiti»Eeichens  auf  die  linke  .Seite 
I  bringt  und  die  Gleichung  gehörig  nach  den  ver&nderlicitien  Grus» 
<fii  ordnet so  findet  man  Folgendes. 

Der  CeeCfieieat  von 

'  (Jf«  - 

'«t,  wto  etoli  latttetot  eelir  totohter  Rechaeei  ergtobt: 

,  P(P-<?)8in(«j-«^. 
itor  Ceeftatout  fe» 

>»t.  wie  mae  niitteUt  eben  so  leichter  Rechnung  tindet. 

P(P^Q)eto(ek--«^. 

Üer  Coeiticieiit  von 
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i§t>  wie  sicli  gleicbfaU«  durch  sehr  einfache  Kecbnuog  ergiebi: 

—  2PÄsin(ci-ca). 
Ffir  den  Coefllciefiteii  von 

3?o  — jr 

erhilt  man  suTvrderat  leicht  den  Anedniclc: 

P»iD(a»— 2«,) 
— l^t''  {  ^  QCaine^  —  •iD2a|  coaos) 
•I-  R  (co0    — coe  2«!  coh  a^) 

+  i^a^  {  ~  ^      *"!  ^ 
-l-  R  (cos  0|  —  cos  *ltt%  cos  «i) 

Führt  man  nun  aber  für  P,  Q,  R  ihre  Anedrflcke  aue  12)  ein» 

so  erhält  man : 

Ps'inia^  —  icii) 

—  Q(sina4  — 8in2aiCosa2) 
-|-  R  (cos     —  cos      cos  «2) 

zs    9aB>n(«i— «i)Uinc%'-sin(2(r|'-iig)>|>8in2(ai  -o^cosmbI 

—  9a  sin  (ff|  —     t  ein  (2cr|— ^  —ein  (2«^— -  ein2(e|— i%)coec(i ) 

und 

Psin  («1  — 

—  <^(sin  «1  —  8in2<%ces  «i) 
•|-  /{(coeag  — coa2(%cosa:|) 

Ä    Qis\n(a^ — «a){sinai — sin(2a2-~«i)*-*ain2(cK}  —a^)co8ai\ 

—  sin  (04  — oj)  I  sin  (2a2— «i) — Bln(2<%— «i)— ein2(cea— <%)co8«t|  J. 

Also  iet  unser  Coefficient: 

J    p^sin  («a  —  ai)[sinß2  — sin(2ai — «2)  f  sin2(a4— o%)co8oi;,]l 
'^^'^    ( — ^8in(a|  -Ä,)  [8in(2ff|  -aa)-Mn(2fi^-a,)'ein2(a|  -a^)oe8i%]  J 

SQi  sin  (flfa — «3)  [sincfi  — sin(2«j—  ai)-*8in2(iir|  — aj)cos  »1  ]  > 
-  (9810(01  -as)[8in(2«t-a|)-sin(2o8~a|)~8in2(af-cr3)  cosoi]  J 

Es  ist  aber: 

sin  Og  —  sin  (2aj  -  a^)  f  s'"  '-^ («1  —  *<ai  = 2 sin  («,  —  a^^sio  a^, 
sin      sin  (2«^ — «1 ) — ein  2(«| — cee  «i  =s  2sin  («1 — c%)*  ein  «g » 
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8iii(3ir,  -^o^— sin  (2aa  -  o^)— 8in2(a,  —  ßajtosoj 
=  —  2  81  n  ( a, — o, }  { cos  («4 — -f  «j) — cos  (a,  -  «j )  CO«    } , 

«in  (2aii  ~   )  ^  sin  (2c(^  -  «, ) — «in      — «f,)  co«  «r, 
Ä  2  si iJ  (a,  ->  «3)  1 C08  (—  «4  -f     H-  crj)  —  co6  (o»  —  «,)  CO«  «4  j ; 
abo  0B«er  Coefficient: 

— P«in(«r,  — a^) 

|ft«t«n  («I  — «^[»in     — ag)  «in    — «in  («^  -  «,)  «in  «,] 
+  t-a^ sin  (a^—  aa)[cos  (—     +      -f  a,)  —  cos (ö»  —      co»  «, J 
+  «ift  «tn(ir, — «j)[co«  («1  -  «9  -f  «a)    CO«  («^  *  cr,}co«  0^ 
oder,  »reil,  wie  man  leicht  lindet: 

«in  (o,  —  a, )  «in    — «in  («^—  o^)  «in 
=  CO«  (cTi  -I-  or,  ~  Uf,)  —  CO«  («I  —     cos  «0 

-^P«in(ai  —  o^) 

p^ßin  («1 — tta)[coi>  (uj  4      —  «3)  —  cos  («i  —     co« OgJ 
X  ^  +  Äto  «in  («i— c^)  [co«  ( -  «i  -  CO«  (0^  —  «,)  cos  «,  ] 

+  toft      («3  —  <«i)[co« («I  — «r,  +  et,) — co«(a,  ~  «1)  cos <yj 
oder: 

f  sin  («,  — Of) 
(«1  —  <ii)[co«  («I  -T  «s) co«a,^-  eo«(cri  -|.  o^— 
+  PtPs  si n  («a — «3)  [cos  («2  —  «fj )  cos  er,  -  co«  (—  o,  +     f  «3)] 
+  fl%9i  »in(iifg  —  ai)[co8(a|  —  «1)00««.— co«(tf|  —  0^  f  Of,)]  J 
Für  den  CoelUcienCen  von 

3fo— V 

criillt  man  novSrdmt  leicht  den  Anedracli: 

/'cos  (02 — 2a|) 
— P"  —  Q{cQB  tt^ — 9iD2«|  «in  «a) 
—  R{ß\n  «2-1-  CO«  2c(|  «iu  (%)  i 
Pco«(«r|  ^Sog) 
+  i(?«^ '  —  Qisos  «i  —  sin  'ia^sin  «i ) 
^  — iZ(«in«|  -f  co«3a^«ln  cri)  ^ 

Tktii  xtm. 
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Filbrt  mao  aber  för  P,  12  ihre  Avedrücke  aas  12)  ein,  so  er- 
ii8lt  man: 

—  Q(eoB    — sin  2tt|  ein  «t) 

—  i2(8io    -f  cos  2»!  »in  (1^ 

Ä  —    sin  (o^  —  cci)  I  coea^  —  cos  (2ai  —  «2)  —     2(a|  -^«t()8ln  Of ) 

•f  Bin  '^«'t)  ( cos  (2tt|  — fic^^coa  (2a9-*<%)  -|-  sib  2(0|  — 0  «1  j 
und: 

PcosC«!  —  2a^ 

Q(co8  <K|  —  sin  20«  sin  «1 ) 

—  Rifixnui  •fcos2aegsinai) 

—     Pi  si'^  i^z' —  f^a) { cos «1  —  cos  (2c2  —  «1 )  4-  sin  2(a|  —  o^) sin  «i  { 
-f  ^  sio  (tti  — t  cos  (209   tf|)~eo8  (2«^— o^)  -f  sin  2(0^—09)  sin  «i )  • 

AUo  ist  uDser  Coeflücient: 

{^sin(a3  —  0|)|cosaB  —  cos(2a|  —      —  sin'2(orj  — <ir2)sina2j  1 
si  n  («, — «%)[cos  (2a|->as)">co8  (2«a  -  o^«f  sin        at)sin  %] ) 

(9i  «f  )[cos  ff|  —  cos  (20^ —«1)  ^  sin  2(«i^  —  «4)     ''i  1  I 

— (>3  8  i  n  (ofi — o£)[cos(2o^— a|)— cos(2o,  -  0» )  ^-b'i  n2Caa — «3)8!  nßi  ]  J 

Es  ist  aber; 

cos    —  cos  (2cj  —  «a) — sin  2(«i — sin  <% 
s    2sin  («1  —  o^'cos  0^ » 

e08O|  —  cos  (2or4  —  «i)  -j-  sin  2(ai  —  02)  sin  «1 
a:    2sin  («j  ^  ci^)*  cos  «i  > 

cos  (2a,  —  a,) — COS  (2<if8  —  cf«)  +  sin  2Ca|  —  a,)  sin 
=     28io(os  —  a|)t8in(o,  —  Ot-f^iis)— 005(03  — sin  Oii, 

cos(2cr2  — «i) — co8(2a5  —  «,)  +  8in2(aj— «8)sina, 
s  —  2sio  I  siD(— «t  -I-    -|-(>^)  —cos  («t— '«9)  ein    I » 
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aUo  ist  QiiBer  Coeflicient: 

I—  ^^810  («I  — «^[sio  (O) — «t)  cofloji — sin  (os| — oii)co8  ft|] 
+  ^«^3  6in(aa-a3;isin(-  «3)  —  Co» sin  aj] 

+  —«1)      («1  — + «»)  —  co«(«ii — ai)»iii«J 

(Hier,  vreii»  wie  man  leicht  ündet: 

sin  (o^ — «1 )  cos  n% — sin  («^  —  «^)  cos  «1 

=  —  [sin  (o|  -f    —  C3)  —  cos  {(t^  —  sin 

ist: 

—  Psio  (cf|  —  <%) 
Pi 9cSiB  («r,  —  at)[6in  («t,  4  ce,  — «,)  -~  cos  («i  ^cbjsin  o,] 
X    +  Q^Q^  sin  (oj  —  fi^[sin  ( —  «i  +  «t  +  «s)  —  cos  («a  ~         «^i  J 

^  +  Mi  8in(a3  — ßj)[sio(«,  —     f  «3)— 008(1%  -4)810«^ 
oder: 

/-*sin  («I  —  «%) 
^2»»n  («I  — «^[cos(ai  —  a^)  sin  er,  —  sio(a|  +  «s)] 

+  ^;jvi8in(«^— «i)[co8(a3  —  ftjsinoa— 6iH(ai  —  flfa  +  «g)] 
Ffir  das  von 

OTo-j:    und  yo  — 9 
gaDs  Dosbfafingige  Glied  erhilt  man  2u?8rderst  leicht  den  Aasdruck: 

iüi       l  ^s*"  '-^(«1  —     —  —  8>»  '-^«a)  +  i2(cos  2«^ — cos  2«,) }. 

Führt  man  nun  aber  für  F,  Q,  R  ihre  Ausdrücke  aus  13)  ein» 
so  bringt  man  dieses  Glied  leicht  auf  die  Form; 

Psin  (oi  —  oj)  ( sin  l{ai  —  o^)  +  sin  2(0»  —  a^)  +  sin  2(as — «i) } , 

oder,  nach  einer  sehr  bekannten  Relation,  anf  die  Form: 

•^^(^^Psin  (aj     a2).sin(a|  — aj|)6iu(<^ — «3)  sin  («3  —  «i). 

Wenn  sin  («i— «2)^0  wSre,  so  würden  offenbar  die  Punkte 
Ai,  A^l^k  einer  geraden  Linie  liegen«  und  also  durch  die 
vier  gegebenen  Punkte  überhaupt  kein  Kegelschnitt  beschrieben 
werden  kennen»  so  dass  wir  also,  wie  sich  dies  auch  schon  von 
vom  herein  gans  von  selbst  verstand,  annehmen  müssen,  dass 
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keioe  drei  der  vier  gegebenen  Punkte  in  gerader  Linie  liegen, 
unter  ueicber  Voraussetzuni;  also  .«.in  (rr,  —  niemals  terachuin- 
det.  Wenn  nnn  auch  die  GrOeee  P  nicht  verschnindet,  so  ergiebt 
sieh  ao«  dem  Vorhergehenden  unmittelber  die  folgende  merkwfir» 
dige  Gleichung  unseres  Kegelschnitts: 

32) 

sin  («1  ~-ag)[cos  {ui — tt^co^  c%  —  cos  («i  ~~«^)] 
+  psPasin  («a— a3)[<^08(<it2— a8)cosa,— cos(— ofi+a^laa)]  ^  {x^—X) 
4*      ein  (o^— «ii)[cos  («i— «i  )eos    — cos  (ai  — aa-|-«a)] 

^i4pfcSin(ai— oj[cos(«|— «t)siD«i— sin(ai4a2-«3)]  \ 
+Mi»w<%~<%)[«o»(«*"-%)«n«k-»in(-«i+«*+<%)]  (jte-V) 

— «i(t«i  «In  («,  — «,)  sJo  («,— »In    — oi) 

=0. 

oder: 

23) 

+  (P+Q)r 

^    9t  ff^sin  («1  — i^[eos  («i  — ces    ^  cos  («i  -f  «t — 

+  ^^i»>'n«»  — «3)[co8(«a  —  «a^cosa^  —  co8( — «j  + 
+  Ml  «inC^^i— «i)[co»(«^— «i)co«s^— eos(«i  —  e^  -f  «b)) 
^^sin <^aj  -  a2)[co8  (a,  —  o») sin    —  sin  (a^  +  «r,  —  «g)J 
+  eft^sfn(fl^^fl%)[eos(<i%— ii^)slnat— slnC— «1 

+  (Ob— ßi;l*^ö»(a»~-«i)ein     -  sin  («i  —  o^  -f  «,)] 

=  0. 

Fahrt  nsD  nun  noch  CDr  H  Ihre  heksnnten  Werihe 

ein,  so  wird  diese  Gleichvng: 
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24) 

+  «%)lcos  coa«4  —CO»  (—«I  +  o^H-ot)] 

fl^slo  (0|  ^o^[cM(«r|  —  c%)Mii —«In  («i  +  «%)J 

~ft^t?i»»n("i (oj— «in  (oj  —  o,) 

Die  \  ollUoiuuiene  8yiumetrte  di«tier  Gleichung  lüttst  nichts  zu 
wfinschen  üUrig. 

{.  4. 

W\x  waren  hei  Her  Entwickt  huig  cier  im  vorhor£;Dheiulen  Pa- 
rigrajiben  ^f^funderjen  (Jjpirlitin ri  i^i'nuthtct  den  FrtI!  /' —  0 
von  Qn9«rer  lietrachtung  vorläulif;  aiii»zu*chlie.s«eii;  und  worin  .«sich 
aiic/j  bei  dem  vorlieeendpi»  GegeuätanUe  au**  naho  lipgenden  («riin- 
den  eruaiteii  ia.-*».!,  da*^  die^e  Gleichun«?en  ihre  Gültigkeit  auch 
B"ch  in  dem  in  I\ode  «tehendtMi  Falle  bclialti^n  werden,  so  cr- 
(i/idert  (loch  die  mathematiscltc  Sircnce.  dasis  dies  durch  eine 
besondere  Betrachtung  ausser  allem  Zweilel  gesetzt  werde. 

VerMaden  wir  zu  dem  Ende  die  beides  eteteo  der  GleidiaD- 
|a  (0,  etolieli  die  beidee  Gieiclisngen: 

VXX^'^  ^  C08  (6  —  Ol)  1 CO0  (d— «1)  =  <  1 2 1^'«-^  sin  (6 — Oi)  |  sin  (ß—ui), 
Iii;  f  ftcee($-«^  \ttm{ß^  s=  « (9  Ko-^sio  (d-«t) )  eie(0-<%)« 

ftit  einander,  und  etiminirea  die  Grileee  •  aoe  deneelben,  so  er> 
ittHtti  wir  die  Gleicboog: 

«»tU;i-fkeoe(0— a^U2Ko-^eiB(0-«^))eoe(^-e^eio(^«l); 
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oder  nach  gehöriger  Entwicketang  die  Gleichung: 

4  sin  («j  ~  «2)  •  -^0  ^'0 
+  21    cos  iß  -as)eiii  (ö — ofi)"  -    co«(ö — tt|)sio (0— o^*  | 

+  2 !  (»,  sin  ((9  -     cos  {H  —  a, sin  (ö  —     cos  (Ö  -  Oj)« } 
—  ^ißasin(ai — Ö4)  sin  i  20  —  («i  +ß^)} 

=  0. 

Nach  4)  ist  aber,  vi  enn  man  zugleich : 
eetst: 

^0  =  — SPcoflÄ-^yninö, 
Fo=    Äfiiuö— Pcosö; 

und  daher,  wenn  man  Xq^  Fq  diese  Ausdrflcke  in  die  obige 
Gleichung  einfahrt,  und  die  Gleichung  gehörig  entwickelt,  wie 
man  leicht  findet: 

2sin(«i  — o^sin2&.ilf2 
— 2sin(ffi  -  a^8iD20.y* 
— 4  sin  («1  —  c^)  co82^. 

{Qx  [cüs  (2Ö  —  oj)  — cosojcos  2(Ö  —  «|)]  1  ^ 
—  «ft[eoe  (26— «i) —cos  aj  cos2(0  —«i)]  J 
^  I     ^i[sin(2Ö  — o«)  — sinaaCos2(Ö— «i)]) 
l  "~  ^ft[sin  (2ö — «1 ) — sin  «g  cos  2(Ö — J 
-f  («1    tt^  sin  1 20  —  («i  -f-  i 

=  0, 

oder: 

2  sin  («1  —  02)  si it 2ö . 
— 28in(a|  ^«^)sin20.|^ 
— 4sin(tt|  *-c(k)cos29.jf|) 

{[^1  (cos  o^'-cos  2aj  cos  «s) — ^(<:os  «i  ~  cos  20^ cos  ai)\  cos     I  ^ 
-f-  [^iCsinOi  —  stn2ai  C08Ci%)~  (tCsiii«!— sin2a2Cosa|)]8in29  J 

i[^i(8in  »2  +  cos  2a,  sin  a^)  —  p.i(sln«fi  +  GOs2ce2sin  tir,)]  cos  2Ö  J 
— (cos  og  —  siu  2a|  st»  Og) — ^(cos  aj  —  sin  2ag  si  n  ag)]  siu  IQ  j 
+  9i^8in  («I — «1^  ( cos(«|  -I-  c^sm  20— sin  («i  4-  c^cos20 ) 
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Nack  14)  tat  roo: 

also  flir  P~0«  WM  wir  bier  voraomUen : 

(i— «)(öco»2e  +  ÄsiD2ö;  =0. 

Ul  Dua  oicbt  1 — 1  =  0«  so  ist 

und  utan  kann  niso  offenbar.  insolLTit  t's  sich,  wie  hier,  mir  um 
daa  Verhältni«s  üer  Grü^tfteo  co8'2d,  sin  26  bändelt«  im  Obigen 

setxeo.    ist  1 — «=:0,  t^o  ist  <=1»  also  nach  7): 

i^olches  nar  der  Fall  »ein  kann,  wenn  man  das  ohore  Zeichen 
fiiuimt  und  a  =  ä  svi/.t .  .iIro  nur  in  dem  Falle,  wen«  der  Kegel- 
schnitt ein  Kreis  ist.  Üü  aUer  in  diesem  Falle  eigentlich  6  eine 
gaux  n  illkührliche  (irosäc  ist,  so  ist  es  auch  in  diesem  Falle,  und 
aUo  ganas  im  Allgemeinen«  verstattet,  im  Obigen 

«in  36  =  Q,      eo820  ss  —  R 

SU  setaeo,  wodoieh  niMere  obige  Gleicbong  die  folgende  Form 

2sin(a|  — a.^(^Jf* 
— 2aia(i^— «a)^ 


f  (sino^  —  flin2ft|  cos  a«)  —  ("^'"«i  — 8in2öjC08  «i)]^  | 
1  —  lfi(co«  <% — CO«  2aj  coa     —  ^  (coa    — co«  20%  coa  0|)J  /2  j 

^  I  —  «inSfft MD c%)  —  teCcoa oi  —  «in 2^elo «,)] Ol 

1  +  [?i  +  coa 2«,  sin  a^)  —  ^^(sincr,  +  cos  So^ sin  Oi)]  U  \ 

'|>flfgaia(ai— a^{Qcos(o,  ^  «t) -f  ljaio((rt  -|-%)) 

=a 

Die  in  t  rhrrgehenden  Peragraplien  gefundene  Gleichong  liest 
aicb,  wie  aoa  diesem  Paragraphen  ganz  unmittelbar  and  gani  von 
barvergpbt»  svf  folgende  Art  schreiben: 
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+  /^P+Q)«io(«,— o^).»» 

—  2P/^sin(«i~aj^).a-V 

4-  R  (cos  0^ — cos  2vi  cos  «s) 
P8ln(aj  —202) 
0%  I  ~  Qi»inag  —  sin  2«^  cos  Ol) } 
4- 12  (cos  «1  —  cos  2fx%  cos  «i) 

;         Pcos(a2— 2ff|) 

9i  \  —Q  (cos  «2 — sin2^|  sin  a^) 
.        ,         \  —  Ä(sina4  + co8  2fif, sina«)  -  , 

i,   jPcos(«r| — 2at) 
~<^(eos«^  ^sin2a^sina|) 
—  I^(sin«rt  H-  cos2fif28in  a^) 

+  ieiea^sio  («i  —  «a)  j  l^cos  («j  —  0^) — Qcos  (ai4(^)— i^sio  (a^f 

:=0. 

LSsst  man  nun,  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  schliesslich 
geschehen,  den  allen  Gliedern  iremeinschaltlichen  Factor  weg» 
niuUi{)iicirt  mit  2,  und  setzt  dann  P=zO,  so  erhält  man: 

2siD(tfi— o^Q«« 

—  2sin(a,  -«2)^9» 
+  4siii(a|  — as)l£K|> 

^  I    ta(8inat  —  «1020^ cosiK^)  —  ^(sina,  -  sin cos «i)) Q  |  ^ 

l  —  t  Pi  (cos  of«  —  cos 2a,  cos  a^)  —  £)2(cos     —  cos  2«,  cos  a,)]  Ä  / 
^  I     [^i(cosaa  —  sin 2a| sino^  -  ^(cos«!  ~ sioSat^iD«,)] Q]^ 

+  «>i4>2«in  («1  — «j)  { Qcos  («,  -f  o»)  f  72  sin  (aj  +  | 

=  0, 

welche  Gleichung  genau  mit  der^ vorher  fttr  den  Fall  P=iO  ent' 
wickelten  Gleichung  ÖbereiDstiniint. 

i\lan  sieht  also  hieraus,  dass  die  für  den  Fall  P=0  geltende 
Gleichung  aus  der  in»  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten 
Gleichung  erhatten  wird,  wenn  man  in  derselben  P  =  0  setst>  tmd 
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das«  also  diese  lefstero  Gleichung  ganz  allgero eine  Gül. 

ans  daher  jetit,  wie  dies  immer  be> 
weMftft  etrengen  MÜieai&tisclieD  Unterencbungen  unbedingt  er- 
Merlieli  ist,  die  rolleCSodigete  Sicherbeit  aed  Gewissbeit  ver* 
■cbefl  haben. 

{.  5. 

Um  über  die  Art  des  durch  die  Gleichunpr  ?*2),  '23)  oder  21) 
cbarakterisirten  KegelschnKts  zw  entscheiden,  wenden  wir  das  aus 
der  alisrenieinen  Theorie  der  l/mien  des  zweiten  Grades  all*»e- 
lueio  bekannte  Kriterium  an,  zu  welchem  Behuf  wir  die  Grüsse 

entwickeln  müssen.  Mittelst  der  Ausdrücke  12)  erbaiten  wir 
leicht: 

2^1  e«»»"  sin  («3^  «i)tl  —  C082(a,  —  ft»)! 

^2^jte  sio  (s^ — 0^ )  sie  (s^    %)  i  1 — eee  2(s^  ^a^)  \ 
— SpaPi  sio  (ai  -     sin (o^—  «,)  { 1  —  cos  2  (o,  —  o,)  | 
s  — dein  («1  ^  0^  sie  (s^    «i)  sin  («%  — 

XUi    «'»^«1 — +  es«s  8»«  («2  —  ö»)  +       »in  (cj  —  o-i)!. 

Diesen  Product  kann  nnr  ?erschwinden »  %Tenn  einer  neiner 
Factoren  mach  windet,  wen  aber  nie  der  Fall  sein  kann,  weil 
sonnt  immer  drei  der  vier  gegebenen  Punkte  in  einer  Geraden 
Degen  wurden;  irire  insbesondere 

Qi  Qt  sin  (a,  —  a^i  +       sin  (a,  —  a,)  -f  ^,^4  sin  (a,  —  cfj)  =  0, 

90 ^wurden,  wie  kicbt  91^  leigen  ist»  die  drfi  Piipible  An  48«  4 
In  einer  Geraden  liegen. 

Weil  also  das  ohige  Product  nie  vcrt^chwindcn  Ivanii,  so  Icann 
unser  Kegelschnitt  nie  eine  Parahel  sein,  wie  sieb  nach  alllem 
Obigen  natflrlicb  auch  ganz  ?on  selbst  versteht  Wenn 

sin  («1  —  «s)  MD  (o^  —  Ol)  sin  («t "~  »1) 

X  { ^ «in  («1 — «»)  +  («S—  «»)  +  ^^i  «»n  («a  -  «i) ) 

int»  so  Ist  der  Kegetecfanitt  im  Allgeneinen  eipe  Pllipee;  «renn 
dagegen 

5» 
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ein  («1  —  oa)  sin  (a^  —  «3)  sin  (oj  —  «,) 
Xi^«^8in(flri  ^«i8iii(<%—«^i)+ ^»Ci        —«1)  \ 

ist,  so  i«t  derselbe  im  Allgemeineii  eine  Hyperbel. 

Wenn  man,  was  offenbar  vorstattet  ist,  a| -c=  0  setzt»  80  wird 
die  Gieichuog  24),  wie  man  leicht  findet: 

25) 

28in<%8tiic%(^8in  o^-^9«8iDi^)iK* 

-1-2^^  —  ^  cos     sin  (%  cos    — X<^x — «ftcos  4%)  008  c^sino^ 

—  4810  a^n\not{Q^  cos  0«  —  ^s^^o^^i)^ 

— ein  c%  ein    ( ^1  ^  sio  o^    2(}s^  sio  (<%—<%)— ^ifo  ein    1 1 

Ipi^j^^^i^  «2(2cos  Oasin  or,  — 8in«8<^<'k)  J 
+  ^8iii(at— «^)8iii(a^-f  «t) 
—  Q^Qi  sin  0,(2  sini%cei«^— eeeo^elDttf) ' 

-I-  ^iM8  ^«^rä  0^1 8iD(oSi—  i^) 

oder: 

26) 

2(^8in  o,  —  ^  ein  c%)I* 
+  2 1      —  ^cos  et,)  cot  a,  —     —  ^€08  o^)  cot  V* 
4(«8€e8  0^— ^  eoe  a^XJ^ 

J(ii^6inc%(2cot(i^— »cotog)  \ 
+  «leee  %  eet    — cee  o^ein  c^cet  «t)  >  9 

—  P3  (j,  sin  «8(2  cot    — cot«^  J 

=0. 

Die^e  Gleichnng  keoD  man  noeh  weiter  TereiBfii^eD,  wenn 
man  durch  den  Mittelpunkt  der  Geraden  AqAi  als  Anfang  ein  den 
Systeme  der  M,  V  parallelea  Syatw  der  X',  1^'  legt.  Dana  Int: 
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und  nach  ^efiöri^er  Substitution  dieser  Ausdrücke  für  JF,  1^  io 
die  Gleicbuog  20)  erhält  mao  mittelst  leichter  Reebnuog  die  tilei- 
chuig: 


+  tPiei »i«  «B  — 2^?8  »In («i— «a)  —  PaPi  sin 

— (^f^ — fBeofl<%)8ioc^cotci^ — ^(fi  —  ^co8fl^«in«^G0tag)P' 


Die  C^ertealeii  4m  Mittelpiiokte«  der  G«nid«D  A^Ai  eiad 
i^,0  dM  Toriiar  »ngenommeBeB  Coordinateosysteme  der  M, 
f.  Seist  man  dIaM  CoerdioMen  fÜlr  1^  io  die  Cvleichaiig  Sd)t 
«  wild  AMtlbe: 


d»o  identisch  0  =  0»  worMS  aich  ergiebt,  daaa  der  Mittelpunkt 
der  Geraden  AqAi  in  anserem  Kegelschnitte  liegt«  oder  daaa  die« 
•er  darcfa  den  Mittelpunkt  der  Geraden  A^A^^  geht.  Daaaelb« 
ergiebt  aicb  noch  weit  leichter,  eigentlich  ganz  unmittelhar,  wenn 
■ao  in  der  Gleichung  26*)  tür  P'  respecfive  0,  0  setzt.  Weil 
nac  nun  jeden  der  vier  Punitte  f , .  A^,  A^,  A^  ala  Anfang,  jede 
der  dieselben  unter  ein§nder  verbindenden  sechs  Geraden  ala  Axe 
jtßQeHnicj»  kann;  so  ergiebt  sirh,  dass  unser  Kegelschnitt  durch 
ik%  Mittelpunkte  aller,  die  vier  Punkte  .^o»  Ai,  A^,  A^  QOter  ein« 
•■dar  ?ert*iAdenden  aecha  Geraden  gebt. 

!■  dm  Sfatona  der  die  ?ier  PankCe  A^^  A^t  A^,  A^  vnterein- 
Mdar  vetWadeeden  eecbe  Gereden  faelseeo : 


26*) 

2(^8in —    sin  «3)3? 


§.  7. 
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gegeottliersteheRde  Gerade.  Betncbthn  #ir  eines  *  dieier  Mi 
Paere,  hier,  neeli  den  gemeebfen  Annaliaien,  an  Binfacbeten  dae 

erefer^^ 


woraus  man  fUr  die  Coordioaten  den  UarciiecbnUtapeDfctoe  der 
beiden  Geraden  A^Ai»  A^A^  ieiebt  findet  s 


FObrt  man  diese  Ansdrflcke  fOr  y  in  die  Glelebnng  96)  ein, 
se  wird  dieselbe: 

2ßa^ßa*  sin  (oj  —  o^* 
-f  ^M*teitt«tesin  (41^  »  a^— sin  fl^  sin  (e^— 


abe  identiscb  OssO^  weraos  sieb  efgiebf  dase  die  Darebscbnitts» 
pnnbte  der  gegenllberstebenden  Gereden  In  nnseren  Kegeleebnitle 
Hegen,  eder  dass  dieser  darcb  die  Dnrcbscbnitlspankfa  dar  clrei 
Paare  gegendbers^ebender  Geraden  gebt  Gana  dasselbe  findet 
«mn,  wenn  man  in  der  Gletebnng  96*)  ftr  IP,  y  respeethret 


e--»sinfla=:=^^^^^_^^^^(.«-^^cas«a); 


0 


•eUt. 


Wir  beben  daber  jslat  den  folgenden: 
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Oer  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  ftller  der 
(•g^lcebnittet  welche  sieh  darcb  vlar  fecte  Punkte 

^0»  ^^l> 

legen  laseen«  Ut  ein  KegeUeholtt,  —  and  swnr  naek 
illem  Obigen  natarlicb  immer  im  Allgemeinen  eine 
Illt|^ne  oder  eine  Hyperbel  — %  «reicher  jederzeit  dareh 
die  eecke  Mittelpunkte  der  aeche,  die  vier  festen 
Penk!«  unter  einender  Terbindenden  Oereden 

AqAi  f   AqA^^   AqA^j   AgA^t   AiA^t  A.2^At, 

«nddarch  die  drei  Dnrcb seh ni ttApunkte  der  drei  Paare 
gegenAheretebeoder  Geraden; 

AqA^^      A^Ai  i 

geh  t. 

Wegen  dieser  Eigenecbalt  hat  man  unseren,  durch  die  allge* 
■eine  Gleichung  24)  ch?\rnl((pri«;irton  Kegeltcbnitt  den  Kegel* 
eebnitt  der  nenn  Punkte  genaimt*^ 

§.  a 

Wir  trollen  jetit  die  Coordinateo  den  Mitlelpunkte  den  Ke- 
gelachnittn  der  neun  Punkte  beatimmen* 

SelieA  wir  lu  dcai  Ende  der  Urne  wegeni  . 

37) 

A  «  9|fiehK%— ot)6ino,H(>BsiD{<%-«k)<ln«%H^«bi(flk-ai)«ln%*l* 

M='%{  ^atn(<%-  c^)€oa«|HM*^*%^)<^^%^*l'9B**^B(''i~<^^^^i^  1  • 
C9i'^%{Q\9\n{a^ — Og)siDa|C08a|  -\-  ^ein(a|— «|)shi«%eoe«^  I 

*>  „Lft  locttU  d«i  omtH  dielle  waiche  circMcrillo  ad  an  qaadrigono 

i  wa  ronicu  rhr  pttnxa  {^«r  i  pantl  med!  dei  »  cm  \^\u.  r>  yt^r  \  ynnu  t!l 
rtmror»«*  i4f  l!<  trr  rn{»pi«-  dei  lati  oppo^ti.  ^aeata  coiiicn  n\  dirn 
yrrcl«t  la  4'4»iiii'tt  dei  no%'r  pnntl-"  (Baltagliait  Nvta 
•  mftm  alcnni  i|U««tit»ni  di  Geometria.    p«  T). 


-f^^siii(«(8—a|)[c4is(«s>'aJcoscea—eM(at— <%•!•%)] 

+  «a^ssinCocs  -  C8)[co8(a,— a,)8ioa| — sin  (- 
'i*9»^«in(c^— ai)|,eo8       a^)  sin  u^-^tmiog  — %)]  I 

«0  ist  nach  ^)  die  Gisichoog  dM  Ktgslschnitto  der  neno  Pankte: 

und  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Linien  dea  zweiten  Grades 
sind  folglich  bekanntlich: 

BD^CE  AE~€D 

die  Coordiuateii  beiiieu  MiUelpunkU. 

Führt  man  io  diese  Formeln  die  obigen  Ausdrücke  ron 
B»  Q  Bp  E  eiB*  M  erhAlt  man  aavdrderst  oliii«  alle  Schwierigkeit: 

KC*  —  AB)  =  — sin  (ffi  — aj)sin(«jj  —  03)  sin  {u^  —  a^) 

XI  —«a)  +  «a«»»»ö(«a— «»)  +  Mi»*^  («»— «1)  I- 

FOr  BD'-CE  findet  man  das  Predact  der  GrOsae: 

— aiB  («4  —  Os)  sin  {a^  —  a^)  sin  (i%  —  %) 

ta  die  GrOaae: 

^*eo8  «2  ai  n  («i  —  «2) 
4*  (g^'^cos  1%  sin  ((%  —  a,) 

+  eift*ceaoi  aio  («i  — «ii) 

« 

+  ^^*eoaa^  ein  («ii  — «i) 
*f  9i^*coaa^aiD  («^  —'O^) 

— 2pi  PaPs  cos  o,  sin  (a,— a,) 

'Iqi  ß2i>3  COS    sin  (oj  — Ui) 

welebe  aicli  ineli  anter  der  Form: 
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+  eiCOS«||       si«  («1  —  «iJ  +^»c>,  «in  («j — a,)  -  2^^!      («■  —  «1)  I 

-  2ft  j4»lo  («1  ->  «a)  f  «ic^  «iB(*i%— «i)  I, 

od«r  oDter  der  Form: 

+    C«8<%|f|9ftSiii  («I     14)  -I-  ^9,  sin  («f. — «s)  +  esei  sin  (a, — «i)  | 

— 3^  W«l  «I  «»D  («1— «^)  +  CO«  ObSid  (ot— «1)  +  CO«  «in  («i— «s)} , 
alM^  weil 

€0««^  «io     — c^)  -I-  CO«  ossio  («^ — «i)  +  co«  0^  «in  («|        s  0 
unter  der  Fom: 

(eiCO«ff|  -|-^cos<%  4-  ^cos«^) 

darstdlen  liUet  Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

BD-~CE 

=  — (ft  co«0|-f  ^cosot-f  9sCo8c^«in(a|— «i^«iD(a^--<i^)ein(i^— tti) 
Xtft       («I — «i) + Ci««  rfn  («k-'«^)  +  ei^  8iD  (tti  }> 

Fflr  AE'-'CD  findet  man  da«  Product  der  Grösse 
— sin  («I  — o^  «in  (o^ — ein  «|) 

io  die  Grösse: 

'I'  ft9«*Bin  t^in  (<<«  — «i) 
+  •««•••^n  «in  («% — %) 
•f  f^^i^ein«!  «inC«! <^ 

+        8»o        («a  —  «i) 

—  2^f2p3  «1  sin  («2 — »3) 
~- sin  ojsio  (a,  —  «i) 
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welche  eM        unter  der  Form: 
^  sie  c%  I  ei  -  «i)  -  3^  ein  (o^  -.«^)  ^  aio 

eder  neter  der  Form: 

«1  ein  og  ( 01 9t«in  («i    i%)  -f      8lii{m— c^i)  +      eio  (i%  -  «i) ) 

-f  ^.^siii    i  ^,    8in(o,  ^Og)  -f       üiii  («a— «3)  +  PaPi      («»  —  «1)  I  i 

-^3^^^  {sin«!  sin  (0^— ^)  -|-sin<it8in  (<>t~tfi)  -f  fiina^sin  (0|  — o^U 
also,  weil 

«io  0|»io  (0^ — 0^)  -f  ein    eio    — «i)  -f-  eio   eio  (oi — =  0 
iet»  nnter  der  Form: 

XlpiPasinCc,  ~  «2)  +  ^«^3  sin(i%— «5|)+p,04  sin  (a,  — «,)} 
deretelleo  iSest  Folglich  iat  nach  dem  Obigen: 

AE-CD 

=  — (^1  sin  01  -f  fooln  o^  -|-  9»  sin  og)  ein  («1       ein  (o^— a^)  eio  (o^ — o^) 

X  i  ^1  ^ö»»  (öj  -  «1)  +  «i^s  sin  (o,— «j)  +  eaPi («»  —  «i)  | » 

also: 

ii£—  CZ>  =  ii(y'-AB){Qi  sin  a,  +  e«»*«"  «a+  tt^^» «•)• 
Uiemach  sind  nach  dem  Obigen: 

29) 

eoe  <^  -1-    eoe    4-  «neos  cto),      K«i  e||ie^  +  ^ein  osi  -f  «in 

die  Coordinaten  des  MUtelponkts  des  Kegelschnitts  der  neon 
Punicte. 

Fflr  «I  sO  Bind  dieee  Coordinaten : 

30) 

K«i  +  g^ctM    +  «iPoes^,     i(fo«o«i  +  ei  ein 
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Es  ist  ein  bekannter,  durch  die  gen-ohniicben  Hiilfsmittel  der 
analytischen  Geometrie  leicht  zo  betreisender  Satz,  da«s,  iveon 
die  Punkte 

fiberbaupt  durch  die  Goordinaten 

^»jTe;  9x,tfi%  xt.yt 

Wttinmt  sind ,  die  drei  Geraden»  welche  die  Mittelpunkte  der  drei 
Piare  gegenflberstebender  Geraden; 

A^^Ax  ,  A^A^ ; 
AqA^  »   A^Ai  f 

nit  dnander  Tcrbindea»  afcb  jederaeit  in  einem  und  demaelben, 
direb  die  Coordiaaten 

bestimmten  Punkte  achneiden,  und  dass  die  drei  Verbiadooga* 
Haien  sich  in  dieaem  gemeinacbafllichen  Durchachnittapunkte  ge* 
genseitig  balbiren.  Da  ann  in  vnaerem  verliegeadeii  Falle  die 
Coerdiaaten  der  Puakte: 

Alt  A%,  Ag 

reepedire: 

0,0;   ^CüSCTi,  9|8inO|;    g^cosa^,  (^^J^'"*"!?    ^j^co&u^,  y^aina^ 

sind;  so  sind  die  Goordinaten  des  genieinHchartlichen  Durch- 
'irbnittKpunkt«  der  drei  (leradfr,  welche  die  Mittelpunkte  der 
gegefluberateheuden  Geraden : 

AqAi  •  A%Ag ; 

AqA^,  A^Aii 

AqA^,  AiA^ 

mit  einander  verbinden : 

v(ft  coa  C|  f  ^4  cos     +  ^8  cos  «3) ,  |  (qi  sin  «,  -|-    sl"     4  ^  »in  «a) ; 

und  dieser  Durchschnittspunkt  ist  also  nach  dem  Obigen  der 
l^littelpüokt  dea  Kegelschnitts  der  neun  Punkte.  Üiea  ffihrt  aaf 
folgenden 

DerMittelpunkt  dps  Ke^jolschnitts  der  neun  Punkte 
•  st  der  gemeinschaftliche  Du  r  c  h  s  eh  n  i  1 1  s  p  u  n  k  t  der 
drei  Geraden,  welche  die  Mittelpunkte  der  gegenüber- 
«tebendeii.  Geraden: 

TkflU  XUU.  6 
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mit  einaiider  Terbindeii. 

Der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitte  der  nenn  Punkte  kaoD 
also  hiernacb  jederzeit  leicht  construirt  werden*  nod  ea  la«sco 
eich  daher  nun  offenbar  eigentlich  immer  achtzehn  PenMe, 

durch  welche  der  Kegelschnitt  der  neun  Punkte  gehen  niuss. 
leicht  angeben.  Weil  aber  die  drei  Geraden,  welche  die  IMittel- 
punkte  der  gegenüberstehenden  taeraden  mit  einander  ?erbinden. 
nach  dem  obigen  Satze  sich  gegenseitig  halbiren,  so  reduciren 
sich  die  in  Rede  stehenden  achtzehn  Punkte  in  der  Wirklichkeit 
aufzwülf,  was  Alles  durch  Taf.  IV .  Fig.  1.  und  Taf.  IV.  Fig/2.  er- 
läutert wird.  Dass  drei  dieser  zwOlf  Punkte  auch  aufgefasst  ^Ver- 
den künnen  als  die  Durchschnittspunktc  der  beiden  Geraden ,  M-elche 
sich  in  jedem  Paare  gegenüberstehender  Geraden  durch  den  Mit- 
telpunkt einer  jeden  der  beiden  («eraden  in  einem  solchen  Paare 
|)arallel  mit  der  anderen  Geraden  dieses  Paares  ziehen  lassen» 
ßind  die  punktirten  IJnien  in  den  beiden  genannten  Fii^uren  zu 
erläutern  bestimmt,  die  auch  mit  völliger  Deutlichkeit  sogleich  an 
den  Tat?  leeen  werden,  welche  drei  der  zwrdf  Punkte  hier  ge- 
meint sind.  Wenn  auch  diese  drei  Punkte  in  dem  Kegelschnitte 
liegen  und  bei  der  Construction  desselben  mit  Vortheil  benutzt 
werden,  so  gehuren  sie  doch  nicht  dem  System  der  durch  die 
vier  gegebenen  Punkte  der  liage  nach  bestimmten  sechs  Geraden 
an,  und  insofern  ist  also  der  iSame:  Kegelschnitt  der  oean 
(nicht  zwölf)  Punkte  vollständig  gerechtfertigt. 

Wenn  wir  die  Gleichung  26),  in  welcher  hekanntlich  — 0 
gesetzt  worden  Ist,  und  bei  welcher  also  A^A^  als  Axe  zu  (Fronde 
liegt,  differentilren»  so  erhalten  wir,  wie  auf  der  Stelle  erhellet, 
die  folgende  Gleicbung: 

31) 

^i^wn«**  +24'2V3sio(a,— «a)  -  ^a^i  sina, 

+  4  (ß«  cos  «a  — 1>3  cos  «a)  V 
p2  si  n  Ol  (2  cot    ~  cot  c%) 
•f  ^Ql(sin<%eosfl%cota^«— eeso^s]no|€ota|)  . 
— IfgQi  sin  a«  (2cot    —  cot e^>  \  ^ 

— 4(g^cosaB'^^coB«s)if 
+  ^[(^1 — Cosa,)  cot  «f,  —  (^i  ~  ^2<^<>s^<^ot(%]p 

=0. 
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ÜMekliMa  wir  die  CoordinalMi  iIm  BDttelpankte  4ef  Üm%r 
km  AqAi  Id  dem  Sjateme  der  f ,  y  darcb  Wqi  ,  Voi ;  Ceor* 
<ulee  des  DurebedioRtspunkCs  der  gegendberstohendee  Gemdee 
A^J^  derdi  X^,  l^t;  so  Ist  nach  $.7.  beksnntlicfc : 

nd 

-9ftSin4%--«,slei^'  9«=^- 

Ffihrt   oian   die   vorsfofieiidoi»  Werthe  von  IP,,! ,  Voi 
GJticluiDg  31)  eil»,  ao  erbiiit  niau  mitteUt  leichter  Keehiiuug : 

38) 


33) 

—  —  p3C">^tf3)-^  i"     —  P8  ((^1     Pi  ooscfj)  sin  «3 

"  €s(tfi  —  0kcos«%)  «iDOaCOtog  —  0^(1^1'^ (f^CQ%a^  um ogcota^ 

sdtr»  weeo  der  KffiM  wegen: 

84) 

'    Ä     —  ^1  CO«  os)  »»n  «t  —    (^^i  —         J;)  » 

IV  s        -i^f|COSi[^)siiia^cotaB*9t(^  — 9»cos4%)si]ia|col<% 


 ä^j,  7  iv^ 

Ffbrt  ami  in  die  GleieliQng  31)  die  ebigen  Wertbe  von  Mi ,  |)| 
sie»  ee  etliilt  mn  glekblUle  ndtlelet  eieer*  keiner  Scbirterigkslt 
Reebamg: 


^  ^    „  _ . 


19^  /V(9ssina^-»^eina^--2itf (Mcoss^'f^cosoi) ' 
ro  der  Pienner  leisbt  anf  die  Fora : 


S4    «>        Gruner t:  l>er  KtgeUchniU  der  ntm  PunHie» 
^f^^i—^cosaj)  sin     {p^öino,— ^siuoa)  cot    —  2(^C080s  ~  ^3  CO8O9)) 

oder  au^  die  Form: 

^  CCi  —    CO«  oa)  sin  ot  I  et  ^'"aipa^*''^  ~  (^»cos       ^  cos  a^)  J 

—    ^Qi  -  ^  cos     «tn  «a  ( — —  (fi  co» -  ^  co«  a^)  \ 
gelmeM  winl^  und  folglicb: 

^  w, 

^  (Pa s'»P  ««  —    sin  c,)  i        — cos  c»a)  sin  «g— ga(g| — facogot) gina^ | 

sin  ((Tm  Bk) 

-    (g4-^cosaa)8inaa{  -  (^cos  o,-^  cosc,; } 

ist. 

BMilebnaa  wtr  die  IW^nicbt  fibentrigenden  Winlwl»  mMtm 
die  aaf  der  poeltlvee  *)  Seite  der  Gerades  4o4  li«8eiideo  Theiie 
der  BeiHlirendeii  des  Kegelscboitls  der  eeen  Ponbte  in  den  Pnok* 
teo  (XöiVoi)»  CiVk)  der  jGereden  A%A^  nit  der  ven  aee- 
gebendeo  Riebtang  der  Geraden  4o4  eiaeddleeeeo»  beiiebongn- 
weise  dnreb        ^  und  «»a;  ee  irt  bekaantlicb:  * 

also  naeb  dem  Obigem 

*M»g<«Sl=y 


9 


 tany^M 

2^cot«a» 

woraus  sich  die  Relation: 
38)  coCfl%  9  i(eot 9oi  ^  00t (pi) 


*)  au  «idi  willkührlicheD. 
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Co«  (Dm  =      ;  :  

^      ^810  qp|  8111  «Pol 


ergiebt. 

Durch  die  Winkel  ,  ist  sogleich  die  Lage  der,  den  aus 
desi  behannten  Mitlelpvnkte  nach  des  belcannteii  Pankten  (Xlu  )>oi)* 
(^tVk)  Kegeiscbnitto  der  neun  Punkte  gesogenen  Unrcbmes- 
cem  desselben  conjugirten  Durchmesser  bestimmt. 

I)a  man  den  j\litlel[)uiikt  und  eine  *»rö8sere  Anzahl  von  Punk- 
ten de»  Kegelschnitts  der  neun  l^cnkte  kennt,  «so  !)ietet  zur  Be- 
stimmung der  Axen  dieses  Kegelschnitts  —  auch  auf  dtm  Wet'e 
der  Construction  —  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  in  bekann- 
ter Weise  >lethoden  genug  dar,  worüber  das  Weitere  natürlich 
aieht  hierher  gehört. 


Anhang. 

Ich  hahe  schon  oben  in  I.  bemerkt,  das8,  wenn  es  .sich 
i»lüss  um  den  Beweis  der  hier  zur  Sprache  kommenden  Haupt* 
«ätze,  nicht  um  die  Aufstcliung  ganz  allgemeiner,  für  Jeiies  be- 
liebige rechttvinklige  Coordioatenaystem  geltender  Gleichungen  *) 
ktndelt,  dies  sich  auf  eine  weit  einfachere  Weise  als  durch  die 
obigen,  sehr  allgemeinen  Entwickelungen  erreichen  lässt,  wenn 
man  ein  gewisses  specielles ,  im  Allgemeineii  schiefwinkliges  Coor- 
diDatensysteni  zu  Grunde  legt,  dessen  Az6n  swei  gegenuber- 
«tebeode  Gerade  in  dem  ^^ysteme  der  sechs,  durch  die  vier 
Ponkte  A(^y  Ai,  A^,  /I3  der  l^age  naefa  bestimmten  Geraden  sind, 
wie  ich  dieis  schon  in  dem  in  §.  I.  angeführten  Paragraphen  des 
tweiten  Tbetls  meiner  „Elemente  der  analytischen  Geo* 
«etrie**  vor  einer  aiemlicb  tsngen  Reihe  von  Jahren  gezeigt 
habe.  Für  diejenigen,  welchen  dieses  Buch  onbeksont  geblieben 
aein  dfirlle,  mOehte  es  nicht  gans  ohne  Interesse  sein,  wenn  ich 
das  betreffenden  Paragraphen,  gans  in  seiner  nrsprfinglichen  Fas- 


*)  Solche  Gleiihiiugeo  iinfzu s  h  l U  n  ,  wAt  .  wie  Mchon  öfters  crin- 
ficrt.  der  Haaptzweik  dieser  Aldiiiniiliin^.  wobei  ich  iminrr  din  Glei- 
ihuAg  22)  oder  dio  Gleichung  24).  venn  man  in  derselben  iur  ^ 
wieder  %  —  x^,  11  — V,,  "»ol/.!,  wo  r,  i),  ««  wie  t„  ,  ;/y ,  sii-h  auf  ein 
ganz  hetiehi^fM  1  erlitwiiikti«; C'«  €onrdina(cn«jiiteni  beziehen,  itu  Auge 
Mk  ;  die  weiitre  KntH it  kt-lung  dieser  Gleichnng  nach  den  Coordinatco 
f »  babe  ich,  als  keiner  Schwierigkeit  unterliegend,  der  Kurze  wrgcn 
Mtcrlasseo. 
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sung,  al«  einen  karsen  Anbang  dieser  Abhandlung,  wie  bienalt 
geecbiebt,  oacbatebend  bei^iElge. 

A  u  f  ^  a  ö  e» 

Vier  Punkte  «eien  gegeben:  man  soll  den  Ort  der 
Mittelpunkte  aller  Linien  des  zweiten  Grades  der  bei- 
den  ersten  Klassen,  welche  durch  die  vier  gegebenen 
Punkte  gelegt  werden  kunnen,  finden. 

Aufiusung.  Mau  nehme  die  durch  zwei  der  vier  gegebe« 
nen  Punkte  bestimmte  gerade  Linie  als  Axe  der  a,  die  r!iirch 
die  beiden  anderen  gegebenen  Punkte  bestimmte  gerade  Linie  als 
Aze  der  y  an,  und  bezeichne,  dies  vorausgesetst,  die  Coordinsr 
ten  der  vier  gegebenen  Punkte  durch 

a.  0;    a',  0;   0,  ß;   0,  p  . 

Ist  nun 

die  Gleiebung  einer  beliebigen,  durch  die  vier  gegebenen  Punkte 
gelegten  Linie  des  zweiten  Grades;  so  hat  man  die  folgenden 
Gleichungen : 

'    Aa^  -l-2Da  +F  =  0, 
Aaf* 21>a' F  =^  0, 

(  Bß'^^lEß'  +  f  =ü. 

Sind  nun  x,  ^  die  Geerdinaten  des  Mittelpunkts  der  durell  ■ 
die  vier  gegebenen  Punkte  gelegten  Lbie  dee  streiten  Grade»; 
se  bat  man  bekanatlieb  lAi«  beklen  feigendea  Gleicbungen : 

Eliminirt  man  aus  den  drei  Gleichungen 

Ax  ^Cg  +1>=0 
die  GrOasen  A  und  D\  so  erhalt  man  die  Gleiehungen 

und  folgtleh«  weil  sieh  die  dritte  Gleiebong  aaf  die  Ferni 
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brini^  Itel,  die  Gleichung 

4)  W€^    (Stf-*'«— «')FsO. 

Elimioirt  oian  Tcriier  aus  den  Gieichuu>^eit 

Cx       Btf  f  i7  =  0 
Sm  imf^tiutm  B  nud  £;  so  erbfttt  nan  die  Glelchvagen 

Bßß'  -  /  =  0 ,  +  /-^(i^  i     =  0, 

umI  Ibiglicb,  weil  elcb  die  dritte  Gletelinng  enf  die  Form 

Wßß'x  4-  ''^Bßß'ii  ^  2Eßß'  =x  0 
Mige«  Meet*  die  Gleidieeg 

5)  WCar  +  C^^-ß-ß')  ^'  =  0. 

Schreibt  mh  die  Gldebengeo  4)  and  6)  tnter  der  Ferm 
laa'  Cy-  —  (2.t  —  a  —  oO  F, 

nod  dlridirt  deen  mit  der  iweiten  in  die  erete;  eo  evlillt  miD 
als  GteldHUig  dee  gewellte»  Orts  die  Gleiehung 

aa'y      2x  —  a — or* 

edcr 

Mm»  ekbt  kiereeiij  deee  der  Ort  eine  Linie  dee  «weiten  Gre- 
dee  ist 

Dfo  Glekbong  d)  wird  befriedigt  dnrcb : 

1.    a:=0,  y=0; 

3.  *=Ke+eo»  3r=0; 

ißer  Ort  gebt  als»o  I.  durch  den  Anfang  der  Coo.rdinaten,  und 
Mglieh,  weil  man  jede  zwei  der  Linien,  welche  je  iwei  der  vier 
ec^ebciien  i^uiiLte  mit  einander  verbinden,  als  Coordinatcnaxcn 
iMebane»  kioa»  durcb  die  Uiuebeduiittepttnl(te  der  gegenftlter« 
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atolieDden  Seiten  und  fler  beiden  Diagonalen  des  dernh  die  vier 
gegebenen  Ponkte  beeHniniten  Vierecke.   Oer  Ort  geht  ferner 

2.  dorch  den  Mittelpunkt  der  Entfernung  iweler  der  vier  gegebe- 
nen Punkte  von  einender»  aleo  durch  die  eecbe  Mittelpunkte  der 
vier  Seiten  und  der  beiden  Diagoimlen  des  durchs  die  vier  gege- 
Itenen  Punkte  bestlminten  Vierecks.  Der  Ort  geht  enditeh  auch 

3.  durch  den  Durebschnittspunkt  der  beiden  geraden  Linien,  welche 
durch  den  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  in  der  Abscisseneze 
liegenden  Punkte  der  Ordinatenaxe«  und  durch  den  Mittelpunkt 
der  Entfernung  der  In  der  Ordinatenaxe  liegenden  Punkte  der 
Abadssenaxe  paiallel  gezogen  sind;  er  gebt  also  durch  die  Punkte» 
in  denen  sich  die  geraden  Linien  schneident  die  gegenflberste- 
hendea  Seiten  des  Vierecks  parallel  durch  die  Mittelpunkte  der^ 
selben  gezogen  sind,  und  durch  den  Dnrchschnittspunkt  der  bei- 
den geraden  Linien»  welche  den  Diagonalen  des  Vierecks  parallel 
durch  deren  Mittelpunkte  gehen. 

Um  «Ich  Mittelpunkt  des  Orts  su  finden»  bringe  man  die 
Gleichung  6)  auf  die  Form 

so  ist,  wenn  wir  die  Coordinaten  des  Mittelponkts  des  Orts  durch 
Xt  Y  bexelchneB» 

und  der  Mittelpunkt  des  Orts  ist  also  der  Mittelpunkt  der  Ent- 
femnng  der  Mittelpunkte  sweier  Gegenseiten  des  durch  die  vier 
gegebenen  Punkte  bestiniroten  Vierecks,  oder  auch  der  Mittel- 
punkt der  tlntfemung  der  Mittelpunkte  der  beiden  Diagonalen 
dieses  Vierecks«  woraus  sich  auch  unmittelbar  der  Sats  ergiebt, 
dass  die  drei  geraden  Linien,  uelche  die  Mittelpunkte  der  Gegen« 
selten  und  die  Mittelpunkte  der  beiden  Diagonalen  eines  beliebigen 
Vierecks  verbinden»  durch  einen  Pnnkt  geben  und  sich  gegen- 
seitig balbiren. 
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¥11. 

Ueber  die  GleichgewicbUlage,  in  der  sich  die  Mittel- 
punkte  der  einbeschriebenen  Kreise  eines  Dreiecks 
sofl]  Mfatelpankt  des  amschriebeneD  Kreises  desselben 

befinden« 

Voo 

Herrn  Ed,  J ac,  Noeqgeralh^ 

Director  der  Kooij^l.  Provinxial-Gewerbeschule  xu  Brieg  R.  d.O. 


Im  43.  Bande  des  Arebive  ffir  Mathematik  ond  Pby- 
iik  theilt  der  Herr  Uerauegeber  im  3.  Hefte  $.366.  folgenden 
Satz  de«  Hern  Profeeeor  Beltrami  In  Pisa  mit: 

Der  Mittelpunkt  des  um  ein  ebenes  Dreieck 
be.^ch riebenen  Kreieea  ist  der  ächwerpankt  der 
Mittelpunkte  seiner  vier  BerOhrungskreise, 
wenn  man  sich  dieselben  mit  gleichen  Gewich* 
ten  besehwert  denkt, 

and  bemerkt  dabei,  dass  er  i^ünsche,  elementar  -  geometrische 
Beweise  dieses  SatzesJ  zu  erhalten.  Ein  solcher  Beweis  ergiebt 
»ich  aber  einfach  aus  den  Eigenschaften  des  M ittef  p  u  nk ts - 
^njrfels  eines  Dreiecks,  die  ich  in  der  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik und  Physik  vou  SchlOmilch  Bd.  8.  8,  394.  in  einem 
knrien  Aufsätze:  „Ueber  dio  Dreiecke,  deren  Ecken  die 
Mittelpunkte  der  vier  B e r ü h r inii^rg j^i-^iae  eines  gegebe- 
nen Dreiecks  sind''  entwickelt  habe* 

Es  ist  nlmüeh  dert  nachgewiesen  worden,  dass»  wenn  N 
(Tif.  IV,  Fig.  &)  der  Mittelpunkt  des  inneren  BerShmngskreises  eines 
l>rfilecks  ABC  ist,  A',  B*  und  C  aber  die  Mittelpunkte  der  den 
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Ecken  J,  B  und  C  beiiehlicb  gegenfllier  liegenden  äusseren  Be- 
rahrungskreise  sind,  and  die  Ölflecke  A  B  C,  A'B'JN,  A'C'V 
und  B*C'N  gedacht  werden,  deren  Eckpunkte  jene  Mlttelpankte 
sind,  diene  Dreiecke  von  Kreisen  umschrieben  werden,  deren 
Radien  eimrotlich  einander  gleich  and  xwnr  gleich  dem  Unrcb- 
tnesser  u  des  umschriebenen  Kreises  des  gegebenen  Dreiecks 
ABC  sand.  Die  Mittelpunkte  A" ,  B"  und  C"  dieser  Kreise 
bilden  mit  den  Mittelpunkten  A' ,  B*  und  C  die  Ecken  eines 
schiefwinkligen  Würfels ,  dessen  Seitenflächen  in  der  Ebene  des 
Dreiecks  aufcinanderfaticn.  Der  Durchschnittspunkt  O  der  Dis* 
gonalen  MN,  A A" ,  B'B"  und  C'C  dieses  WOrfel»  ist  der 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  des  Dreiecks  ABC* 

Bezeichnet  mau  mit 

r  deh  Radius  des  inneren  ßerfihmngskreisesxu  Dreieck^iSC; 
1*«,  ^h*  Tc  die  Radien  der  nusscren  ßerflbrungskreise,  frelehe 
den  Ecken  A,  B  und  C  besiehtich  gegenOber  liegen; 

/t  =  2  Kadius  des  umschriebenen  Kreises  zu  Drei' 

eck  ABC; 

«o  hcstinimt  sich  der  Winkel  9,  den  iwc'i  \ullLührIicb  gewählte 
Diagonalen  A'A  '  und  C'C  mit  einander  bilden,  aus  der  GleichuDg: 

Nun  ist  aber; 

AfO  SS  ^THiST^h 
CO  =  VÄ(ft  +  2rc)j 

und  daher; 

A  SS  r« 4 r«-  V  iR^9r^  (i2 t2r,) .Ccs^» , 

mithin  also; 

W^rd  die  Projeelion  von  A^^O  auf  CO  mit  aO  bezeichnet,  so  ist 

«OssJ'O.Con^ 

In  gleicher  Weise  folgt  für  die  Prejeetioneu  ßO  aad  yO  der 
Straehen  ITO  Md  i^O  auf  COt 


0 
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uiiii  daher: 


öO  +  pO  +yO  =  (ra  +  ri+fc-  r+  2ic  — 


=  V  /i  {ii  +  2rc). 


Oa  OBD  aber  auch 


C'0  =  V^Ä(ft +  2rc). 


so  folgt: 


d.  h.  jede  UlagoDalbälfte  des  MittelpanktawOrfeU« 
welche  nach  den  Mittelponkt  elnea  BerOhmogskrei* 
ses  fObrt,  ist  gleicb  der  algebraischen  Somnie  der  Pro- 
jectieoen,  welche  die  nach  den  Mittelpankten  der  an- 
deren Berflbruni^skr  eise  führenden  Di  agonalhält'ten 
mit  jener  Diagonaihäifte  bilden. 

ümA  daher  die  Packte  A\  B\  C  und  N  gleicb  schwer  be- 
iMtel  ood  betrachtet  man  die  Normale  in  O  auf  einer  der  Ve^ 
biDdongalmien  A'O»  B'O,  CO  und  NO  als  Acbae^  so  findet 
man«  dass  die  Summe  der  statisehen  Momente  der  Punkte  A\ 
JS',  C  und  N  für  diese  Achse  gleicb  Noll  nnd  daher  O  unter 
den  gestellten  Bedingungen  Schwerpunkt  dieser  Punkte  ist*). 


•)  Ändert'  I5c\»fi»e  du»  Siilzt's  von  lieltraini  von  den  lifrien 
C.  Si  iiiuidt  Im  Spreuibcrg,  C^Stravc  in  Fraiisliidt  lioflentiidi 
iis  aaciittt«!!  Hefte.  G, 
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Behandlung  des  baliistiBcbeo  Problems  mit  Hülfe  der 

hyperbolischen  Functionen. 

Von 

Herro  Doetor  99^.  Ligowtki, 

Lehrer  der  MetbeMslik  ao  der  veroinigton  Artlllerfe-  und  lii§e«leur- 
Sdinle  und  dem  See-Gedetteo-Ineaiiit  te  Herlia. 


Wenn  der  Widerstand  der  Luft  proportional  iff^m  Quadrate 
der  (»eschwindifrkeit  nni^cnoniiiipn  vvir(l .  so  hat  man  zur  ßestim* 
iiiung  der  J^afm  fiiior  iiiii  drr  A iif ;u(i:sgei9cb^viTiditrkc?t  r  unter  dem 
Rirhtnn'^su  inkol  u  iortgeftchos«euea  faLugei  bekanotiich  die  beiden 
Üiffereoziaigieicbuogeo : 

 Tip^-'^a-ai 

und 

dhf  dt  du 

wobei  g  die  Beechlenoigung  der  Sebwere  aed  ft  die  Koneteote 
des  LnftwideretiDdee  iet 

Aus  1)  ergiebt  sich  sofort: 

«/« JT .  dx  dt 
^  ai^l^"-**» 

und  hieraus  durch  integratioo: 

 ^^=c-^ 
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mU  Uüift  der  Uifperöoiiscken  t  unctUmen.  9$ 
Wtm  für  I=s0  MKh  «=0  Ist,  so  bat  «aa,  da  ^  Air  IscQ, 


ccoaa  wif4: 

  Cdogccoacr, 


oimI  «reoD  laaa  too  deo  LogaritkMa  m  don  Zahlen  flbargebt: 

Ar 

7)  ^Ä€coa«.#-M».  , 

SHst  wmm  ftr  ^  =  tg9  di«  byperMlaalM  FwMtliMi  5ini<>  und 
5to/3  Ar  tg«,  aa  iat: 


1 

Vleao  tg^  =  5tii^,  «o  ist  cos^—^^— ,  also  uutli,  da 

ff— 

lalfi 


dm 

 a-*»*»- 

MMi      FMMla  8)  nd  0)  irwdM  mm  die  FonMin  1)  and  2>: 


W9  a^=-^— • 

■aa  Fanaal  8)  aack     ao  arglabt  alcb 
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o»d  wenn  man  aua  Formel  11)  den  Werth  IlSr  in  die  vor- 
stehende Gleichang  elneetst: 

14).  .  S  =  -.«-*«6.tQV*.^g.g. 

« 

Darch  Verbindung  der  Formeltt  12)  und  14)  erbllt  man  nun : 

und  hierane  nach  Formel  10): 



Aus  (Jen  Formeln  15)  und  16)  folgt: 

Mit  HuJfe  von  Formel  7)  eiiUtebt  hieraus: 

alee  durch  Integration: 
19).  .  .  .  ii^^s^^)^C^^-^^^, 

'  1 

Beseiehiiet  man  die  linke  Seite  dmcb        eod  aetat  q  atett  |a, 

ao  entsteht: 

Da»  fiSr  «=:0>  ^  in  /3  übergebt«  so  ist: 
mitbin : 

Setzt  man  den  Werth  von  %  welcher         qo  eotspricht»    dann  i«ts 

22)  Ay)-/i«»)=js^. 
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mit  Uüift  äei  äyperltoUschen  Functionen.  95 
\m  (ieo  Formeln  21)  und  22}  folgt  alsdaoD: 

«)  ny^-m-^^- 

Aas  der  vorstellendem  Gieicbung  ergiebt  sich: 

IIa  aan  €ca««.e  ^*=:cco«a.e~/^  =  ^  ist,  «o  ist  auch; 


Nach  Kormel  Ii»)  ist:  SeUt  man  für  ^  seinen 

Warth  MS  PohmI  35).  ao  ••totobl« 


—  1*  /*'  tMi>äf 


r  » 


:K7)  < 


flvch  ÜBlHpitnHm      PmmIii  ^)  md  m)  arWt 

Da  djf  s=  5ill       ,  80  it»t: 


«AI) 


♦  ♦ 
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Fdr  sehr  kleiae  Richtoogswinkel  unil  grome  Anfangsgesekwiii- 
dlgkeiteo  sind  ^t,  fi  and  y  «ehr  kleia,  m  da»  naii  flir  Slm^t, 
S^ß  und  angenähert  if;,  ß  und  y,  so  wie  flir  tfiM ^  die  Ein- 
heil  setaen  kann,  wodutck  f(f)  and  /(^)  In  y  und  ^  llbergehen. 

Alis  deo  eot wickelten  Formelo  ergeben  sieb  für  die  obige 
Aonabme : 

^  

Aus  den  Formeln  'Si)  und  35j  ergiebt  «icb  noch  dnrcb  i^^imina« 
tion  von 

* 

a6)  3f  5=  yo:— ^)(e*— 1) 

aia  Gleiebang  der  nagliakn. 

Unter  \  oraussetziinc;   sehr  klriner  Hichtungswinkcl  ist  aucll 

"Ifp  sehr  nahe  gleich  >'tii2t|;,    dahfi    kann  man  alsdann  für 

angenähert  4^iii2t/;  utid  ehen.'^o  ]  5in2y  für setzen.  Ana  deo 
vorstebendeo  Fonaeln  ergiebt  sieb  nun: 


Es  ist  aber: 


«^(y  + 1>  5l«(y— 1»»)  ~ 2y  V<oa(y  +     ^  5ki(y  -  W ' 


abo: 


Sefat  OM»  in  dieiie  Infegrale  «  atati  a<P»  ao  ergiebt  alch  für  daa 
erafe  Integrals 
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fr  erner  ist : 
4«iMr  web: 

ttt  Jeiiefti«  W«it6  flndet  man : 


Mit  ttfllfe  dar  Formeln  30)  und  40)  wird  ans  Pomol  38): 

41) 

r 

I  -I-  u 

Ha  4fcC|BaBiiogf;;^  M,  M  tat  ueh: 

dalicr  »iicbs 

42) 


TMi  um. 
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^         Ligowski :   Behanälung  des  öaUisUschen  Proäiems 

durch  DirisioD  mit  dem  Nenner  und  Integration:' 

/ß  (Inj 

Fahrt  mnn  wieder  u  fOr       ein,  «e  ergiebt  eich: 

/(Iii)  l  tfoggy  — 5ttt2yi><»f 

~2  tfo#2y'**^  e*y— 

 1        ey-^v^  -I-  ^ 

daher : 


5iil2y  — 5itt2^  ~  2  (go»2)f  '"^  <^O0  (y  +  ^)  4>itt  (y  -  /J) 
und 

Für  sehr  kleine  Werthc  von  ^,  ß  und  y  ergeben  sich  aus  den 
Formeln  43)  und  46)  «ofort  die  in  den  Fermetn  34)  und  3&)  Olr 
X  und  3f  gefundenen  Aundrfieke. 

Für  den  Wertü  vou  c:  erhält  iimu  unter  dti  gemachten  V  or* 
aussetzuog : 

46) 


0er  Aufdruck  Ar  ^  wird  etwa«  complicirter,  ee  tat  oXmlidi : 
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47) 


SMbI  MB  io  4ie0e  Formel  fOr  «eiiien  Werth 

m 

ei»9  eo  catiteiil: 

Wem  io  ilas  erste  Integral  Vm  etat!  gesetzt  wird,  so  er- 
litt mmmz 

1  1e'^  ,  


iitt«i  liaber: 


Behawtelt  «aa  4«a  aweite  Integral  \n  «bnlklier  Weise,  Indem 
MB  «-'«»ssVii  eettt,  ao  ergiebt  aich: 


iUil&tfi  ans  deo  t  uruielu  48),  49)  und  51): 
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\{jQ  U einen:   Die  (ileichnna  'i^mscAen  tien  Seife» 

,  -  arcfii»         ^^^^^^  <'Y  "  ^) 

51)  t  =  i\l  -•< 

Aach  diese  Formet  giebt  Air  sehr  Icleioe  Wertbe  von  ^,  fi  nnd 
f  den  früher  iBr  <  gvTondenen  Aeedmcfc  wieder. 


Die  Gleichung  swiseben  den  leiten  des  Fünf-,  Seciis- 

und  Zehnecks. 

V«ro 

Herrn  Dlrector  Dr.  Heinen 

•n  d«r  R«alaehoi«  su  n  Alte  Norf. 


Ffir  den  im  428ten  Tbeile  S.  193.  dieses  Arelilve  beliendelten 
Sats  lisst  sich  auch  ohne  das  Ton  Berm  Schmidt  dort  aufge- 
stellte laleressante  Lemma  ein  einfacher  Befrei«  geben« 

Ist  nämlich  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  Aß  =  f  die  ganze,  AD  die  halbe 
Seite  d^s  Fünfecks,  ^d=z  die  ganze,  AF  die  halbe  Seite  des 
Zehnecks,  M  der  MitteiponiLt  ond  C£=2r  der  Darchmesser  de« 
Kreises»  so  ist: 

AB^^f^^CD.DE,  (1) 

und«  da  MFA  nnd  MDA  rechte  Winkel  sind,  also  F,  D  anf 
einem  dtier  AM  beschriebeaen  Balbkrelse  liegen. 
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des  Fun/-,  SeeAs-  und  Zehnecks.  101 


also: 


2 

Aber  fär  die  Seife  f  gilt  auch  die  Gleichung: 

2«  =  r<r-*)  (2) 

ako  iet  ^-^z^CD,  mithin  l>i;  =  r -|- F-C/>=r  4- folg* 

lieb  ist: 

odfr  wegen  (*2) : 

/^  =  r«  4^ 

Gewöhnlich  beweise  ich  den  8atz  in  einer  anderen  Weiee» 
«reiche  eich  an  die  Constniction  des  Zehnecke  unmittelbar  an- 
echfieest  und  nicht  weniger  einfach  ist.  Ist  nämlich  auf  MC  daa 
Stock  MG^z  ahgeiHshnitten,  ao  iat  hekanntlicb  AGssMG^AC, 
mithia  D  die  Mitte  ven  CG,  also: 

CD=^  = 

iWO=  2  "== 

Di:  =  JUD^ME=:        +r , 

ond  die  Substitution  (t<  r  Werthe  von  CD  und  />/=;  in  (1)  gibt 
dum  mittelst  (2)  wieder  sofort  die  gesuchte  Gleichung. 

Anmerkung.  In  einem  gedruckten  Schreiben  (au  Professor 
Gerling  zu  dessen  50[ihriger  Doctorpromotion.  Cassel.  1862.) 
bat  Herr  Rector  Dr.  Grehe  nachgevriesen,  dasa  die  Richtigkeit 
des  ohigen  Satzes  an  einem  regulfiren  Dodekaeder  oder  Ikosae- 
dcr  fast  unmittelhar  in  die  Augen  springt ;  sollte  er  aber  dees« 
halh  in  der  Planimetrie  nicht  ,^eine  Heimath"  haben,  „ein  Fremd- 
ling" sein  1  *) 


*)  M.  «.  wät  ich  filier  diene  Ansicht  des  Herrn  Dr.  Grehe  in  Theil 
Tih»  8.  IST.  and  S.  198.  inir%o  bemerken  erlaubt  habe,  was  Herr  Direc' 
t«r  Heinen  wohl  tafilltg  nhcraehen  hat.  6. 
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* 


Miscellea. 


Ueber  einen  geometrischen  Satz  vom  Dreieck* 

Von  dem  Heran«g«ber. 

In  der  schönen  Abhafidlunj; :  „Intorno  alle  coniche  dl 
nove  puuti  c  ad  alcurie  quistioni  che  ne  dipendono. 
Nota  del  Prof.  Lu^cnio  Heltrami.  1863.  4**.",  aus  welcher 
ich  schon  in  ThI.  XI.II.  S.  354  — S.  356.  einen  hemcrlcenswerthen 
geometrischen  Satz  mitgetheilt  habe«  hat  IJerr  Prol'essor  Euge» 
nio  lieltrami  in  Pisa  aus  einem  allgemeineren  Satze  von  dea 
Kegelschnitten  den  folgenden  Elemeutart»at2  vom  ebenen  Dreieck 
abgeleitet :  * 

Wenn  man  dorch  die  drei  Spitzen  eines  Dreiecks 
drei  beliebige  parallele  Gerade  legt  und  dann  durcb 
dieselben  Spitzen  drei  Gerade  zieht,  welche  mit  den» 
die  Wlnlcel  dea  Dreiecks  halbirenden  Geraden  (nach 
entgegeegesetsteti  Seiten  hin)  dieselben  Winkel  ein- 
schliessen,  (vie  die  entsprechenden  Parallelen:  so 
achoeiden  sich  diese  drei  letzteren  Geraden  jederzeit 
in  einem  Punkte,  welcher  auf  der  Peripherie  dea  dem 
Dreieck  nnachriebenen  Kreiaea  liegt. 

Um,  wie  den  früheren  vorher  erwähnten,  auch  diesen  Satz, 
zu  dessen  Erläuterung  Tat.  I\  .  Fig.  3.  —  in  welcher  AO^  BO, 
CO  die  Linien  sind,  von  denen  die  Winkel  des  Dreiecks  ABC 
halbirt  werden,  —  dient,  nach  der  aus  meiner  Abhandlung  Theil 
XXXVL  Nr.  XVIII.  bekannten,  so  fruchtbaren,  schon  oft  von  mir 
angeirandten  Metbode  so  beweisen,  schicke  ich  zuerst  die  folgende 
einfaehe,  allgemeine  analytisch -geometrische  Betrachtung  voraus. 

Die  Gleichung  einer  durch  einen  g^isaen  Punkt,  der  ala  An- 
fang der  Coordinaten  angenommen  werden  mag,  was  die  Allg«* 
meinheit  nicht  beeinträchtigt^  gehenden  Geraden  sei: 
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J)  ^^JL*^, 

'  cos«       8111«  ' 


Die  Gleichungen  zweier  arideren,  durch  deuseiben  Puukt  gehen- 
dMi  lieraden  seien: 


Auf  deQ  Tbeilen  dieser  beiden  Geraden,  denen  die  Winicel 
o*,  a'  entsprechen«  nehme  man  zwei  Punkte  P' »  P"  an,  welche 
von  dem  AnAioge  der  Coordinaten  gleich  weit  entfonit  siod;  so 
sind,  wenn  r  diese  eirrmder  gleichen  Entfernungen  beieichnet» 
die  Coordinaten  der  Punkte  P'  und  P"  reapective: 

rcosa',    rsioö'   und   rcoso",  rsina"; 

vod  die  Coordinaten  des  Mittelpunkte  der  Geraden  P'P**  eind  alee: 

^(coaa'  ^  Cosa"),    ir(cosa"  +  sina^* 

Sellen  ann  die  durch  die  Winkel  a',  a*  beatimmten  Tbeila  der 
Geraden  3)  mit  dem  durch  den  Winkel  «  beatimmten  Tbeile  der 
Geraden  I)  oncb-entgegengeaetaten  Seiten  hin  gleiche  Winkel 
•iaechtteaaen ;  ao  muae  der  vorhergehende  Mittelpunkt  In  der 
Gereden  1)  liegen,  und  ea  muae  folglich  die  Gleichung: 

4r(co8ft^    coaa*)     |r(eina'  +  aioQ 
coao  aln«  * 

aUo  die  Gleichung: 

co.s«'  f  cos  a"  ein  er'  -fr  ein 

coaa  aina 

Statt  finden.    Aua  dieser  Gleichung  folgt  aui  der  ;Steiie: 

ein  a  cea  a' — coa«ain  a'     coa  aain  ^  —  ein«  coa  vf*, 

also: 

ein  (« — 0*)  SS  aln     —  «). 

Folglich  ist,  «venn  fi  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zihl  bezeichnet: 


*)  Ich  idireibe  di«  Glelchong  der  Geraden  hier  and  im  Folgenden 
•MchÜich  in  dieser  und  oirhi  in  der  aonat  nblichen,  nainrlich  an  ateh 
aech  fällig  riditigen  Weise:  jrsxisoga.  Der  Winkel  •  besieht  sieb 
wrf  die  eins  der  beidea  Uichtnagen  der  Geraden  und  nag  auf  bekannte 
Wiiae  von  0  ble  getablt  sein»  ao  wie  ancli  alle  öbrigen  vorkom- 
■Mitn  Wiakel. 
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2»»  +(«—«•) 

(2ii-H);r~(a  — o') 

wie  aus  der  ftllgemeinen  Theorie  der  RreisraticCioocii  *)  bekannt 
ist ;  also : 

^  (  (2»  +  l)7s  +  a'. 
Offenbar  ist  nun  die  sweite  Gleichung 

«*  =  (2» + 

Im  Allgemeinen  nicht  zulässig,  ueil  ja  ilann  a"  nur  von  a\  «r^r 
nlebt  Ton  «  abhängig  sein  würde,  und  man  kann  daher  im  Allse- 
meinen  nur 

setsen,  woraus  sieh  sogleich  die  Gleichungen: 

3).  .  .    sina''=:0in(2or  — oO,   cosa^  s  cos(2a-a0 
ergeben. 

Rücksichtlicb  der  vorher  ausgeschlossenen  Gleichung: 

möge  vollständiger  Deutlichkeit  wegen  noch  bemerkt  irerdeo 
dass  man  in  derselben,  well  positiv  und  nicht  grosser 

2»  sind,  nur  fisO  und        -1  «etzen  kann,  wodurch  sich 

ergiebt  Uteraus  sieht  man,  dass  in  diesem  Falle  die  durch  die 
Winkel  «*,  bestimmten. Theile  der  Geraden  2)  einander  direct 
entgegengesetit  sind,  so  dass  also,  wie  sich  mittelst  einer  ein- 
rächen  Betrachtung  ergiebt,  nur 

oder 

oder 

also :  * 


*)  M.  s.  etwH  meine  Supplemente  zum  matbeaatitcfa  «n 
Wörterbuche.    Tbl.  I.  S.  623.  unter  32.  I. 
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ff*  ^  «t*  =  2ö   oder   u'  +  a"  =  lu  f  2» , 

«*=s2a-.a'  oder       =  2ft~-a' HF 

sein  kaiio.    In  beiden  Fällen  ist  aber: 

sin«*  z=  Sto  (2ei  — a') ,     CO«     =  CO«  (2ct — a') 

iranz  >vie  in  3),  welche  Gleicbungeit  deihiiacb  jedeufalU  ganz  all» 
mein  gültig  sind. 

Nach  dieser  vorlSufigen  allgemeineD  analytiech-geometriechen 
Betracbfofig»  die  durchaae  niebt  oniniUelbar  hierher«  aonderti  mehr 
in  daa  Gebiet  der  analytlsehen  Oeomefrie  im  Allgemeioen  gehSrf, 
and  biet  nor  grösserer  Oentlichlceit  wegen,  so  einfaeb  die  Sache 
aach  an  sich  ist»  io  der  obigen  völlig  allgemeioen  Darstel- 
long  aufgenommeo  worden  ist,  gehen  wir  nun.iu  dem  Beweise 
des  Satses  von  Herrn  E.  BeltramI  selbst  Ober« 

Durch  die  Eclcen  A,  ß,  C  des  Dreiecks  ABC  den  Iren  wir 
uns  drei  einander  parallele  Gerade  gelegt,  deren  auf  der  positiven 
Seite  ybvi  AB  (m.  s^flber  alle  hier  vorkommende  Bestimmungen 
und  Bezeichnungen  die ob«iangeflIhrte  Abhandlung  in  ThI.XXWI.) 
liegende  Theile  mit  der  Richtung  AB  den  180"  nicht  flberstei- 
eenden  Winkel  ß  einschlicesen.  Die  mit  den,  die  Wink^j  des 
Dreiecks  ABC  balbirenden  Geraden  AO,  BO,  OC  na<:l»  den  ent- 
gegengesetzten Seiten  hin  dieselben  Winkel  wie  die  ir)  K'ede 
stehenden  Theile  der  durcb  die  Kcken  des  Dreiecks  ^cU^ten 
Parallelen  einscbliessenden,  von  A,  Ii,  C  ausgebenden  Geraden 
mögen  mit  der  liKlitütis;  AB  die  auf  gewühnlicbe  Weise  von  0 
bis  350"  f;ezähltt'ii  Winkel  ö|  ,  O-i,  O3  einscfiliessen ,  und  a  mag 
für  die  Güraden  riO,  BÜ^  OC  dieselbe  iJedeulung  bcbalten  uie 
bei  der  obigen  vorläufigen  analytisch  •geometrischen  Betrachtung 
im  Allgemeinen. 

FOr  die  Gerade  AO  ist  offenbar 

foJ^cb  nach  3): 

sinÖ|  —  h\u{A  —  6),    cobBi  =  cos{A  —  6). 
Für  die  Gerade  BO  bt  offenbar: 

also  Dach 
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Fflr  die  Gerade  OC  ist  offeDbar: 
foiglleb  Dach  3): 

cos  ^  seeat  IW -f  (il  ^i?  -       ^  cos(il» 

Nach  ThI.  XXXVl.  S.  326.  §.2.,  \\u  tnau  die  roordinaten  der 
Punkte  Aj  C  angegeben  findet,  *»iNti  die  l^leichungen  der 
durch  diese  Wnlcte  gebenden,  durcb  die  Winkei  üi,  6^,  be- 
atimmten  (jeradeo: 

cos^i      sin  6^' 

g-2igginC  y 
cob6^      ~~  aia^' 

JT  —  *2Ä cos  A ein  J      y — 2/? sin  .-1  sin 

eoa  ^        ^         aio'^l  * 

oder: 

ff  =  (x  —  2ß8ifi  C)  ttin^  , 

y  — SAainJsioi;  —     — 2/{G0Sii8in^;taQgd,); 
also  naeh  dem  VeraCtbendeo: 

■ 

4) 

ys=a;fang(il— 0), 

1/  = — (j: — 2Ä  «in  C)  tang  (Ä  +  Ö) , 
y  -  2i2  sin  /i  sin  ^  =  (o;  -  2i2  cos  ^  sin  B)  Ung  (^1  -    -  6). 

Ana  dea  beidea  ersten  dieser  drei  Gleiebangen  bestinme  mao 
jr,  am  die  Coordiaaten  dea  Dttrcbscbnittapaolctea  der  darch 
diese  beiden  Gielebnagen  ebaral^terialrten  Geraden  an  finden.  Zu 
dem  Eode  iai  aovSrderal: 

«tangC^— Ö)=  —  (or— 2Ä«iDC)  tang(/^  +  6}, 

also : 

drt taog( J ^e)-{  tang {B'\-e)\:=i Sftaio Ctang {H-^B), 

xH\n{A-\-B)  JFsinC  „r,  ^ 

eoa(4-a}cea(^¥)=cea(il-a)eea(»+«)=2ß*'»Ctang(ß+6}; 
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MgUcfc,  «renn  Man  dies  mgkich  mit  der  ersteo  der  drei  Glei* 
c^uegea  4)  verlilndet: 


y  s  21?  ein  (il — d)ein  (B  4 


Führt  man  diese  Aujsdrücko  von  y  io  die  dritte  der  GJei- 
c^Ageo  4)  nü,  ee  wird  dieselbe: 

t  ein  (/l — sin  (£r  4- (9)  ^  ein  il  ein  0 )  coe(il— B— 6) 

s|€ee(il^6)eiD(B-f  6)— cesileln^leioU^if— 6), 

^muBiBlnAeoBiA  —  iS— 6}  — co8^8in(il  — 6)1, 

■in -f  e)Bin B  =  ein Bm^(B  6). 

Da  die«  «iee  Identität  ist,  so  schneiden  sich  die  durch  die  drei 
Gleichaime»  4)  cbarakterieirteii  Cieraden  in  einem  Puolctej  wel* 
cbee  der  erale  Tkeil  dee  lo  beweieeodea  äataea  war. 

Nach  Tbl.  XXXVI.  S.  '.VIW.  2)  sind  die  Toordinate«  des  Mit- 
trl|»ttokt«  des  uiu  das  Dreieck  ABC  hetvchri^beneii  Kreises; 

i^eiaC,  AeeeC. 

IHe  Foriueiii  ^)  kann  mau  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 
«  S5    I ein M -I- A) -1- einCa— 4  30) ) , 


folglich : 


x  s  Alein C -f  eia(^  -  ^  A)U 
f  s=  ftteeaC*f€e«(20— ilf  A)l; 

X  -    sin  6  —     sin      —  -  J  f  , 

ar— AceaC:s  JteeB(2«— il  -f  iOi 


(«-RsinC)«-!-  (jy— ÄcosC)«  =  Ä», 

e«»raus  sich  nnmittelbar  ergiebt,  da^s  der  gemeinschaniiche  Durch* 
•cbnittspunkt  der  drei  durch  die  Gleichungen  4)  '  h  tmkterisirteo 
diaden  in  der  Peripherie  dee  am  das  Dreieck  ABC  beschrie* 
beoeu  Kreises,  desaen  Halbmesser  bekanntlich  12  Ist,  Utgi,  wel- 
d«r  aweMe  Tbeil  dee  sa  beweieendea  Salaee  war. 
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Der  SatE  ist  also  jetst  vollstSnclig  be wiesen . 


Ich  werde  anderen,  naniemlich  rein  -  geoinetrisclien  .  HovnH 
8011  des  ohic^en  I?  o  1 1  r  a  in  T  srhen  Satzes  sehr  gern  eine  Stelle 
in»  Archiv  einrauni<^n,  \mmiii  man  sie  mir  niif/.utheilen  die  <iMt»^ 
hat,  nt»d  erlaube  mir  zur  Einsendung  beweisen  diese  r  odii 
auch  anderer  Art  aufzufordern.  Seihst  den  olngen  Beweis  zu 
suchen  und  hier  mitzutheiien ,  hielt  ich  nüch  lur  verpflirhtet,  um 
mich  von  der  völligen  Richtigkeit  des  Satzes  noch  auf  <  incni 
anderen  Wege,  als  von  dem  Herrn  Ertindcr  geschehen,  zu  ver- 
sichern, bevor  ich  zar  Einsendung  von  Beweisen  aufzufordern 
glaubte  mir  erlauben  zu  dürfen,  ein  Verfahren,  welches  ich  nach 
^luglicbkeit  in  &bnlichon  F&llen  immer  feskzubalten  suche. 


Ueber  eine  stcreonietrisclie  Aufgabe. 

Von  dem  Ucrausgolier. 

Das  nun  schon  ziemlich  alte,  aber  nach  meiner  Meinung  Itei- 
neswegs  veraltete  Buch : 

Niedere  und  höhere  praktische  2$(ereometrie 
von  Wilhelm  Hossfeld,  Hersoglicb  Sachseo- 
Meiningischeo  Forstkommissar,  Lehre?  an  der 
Forstakaderaie  ond  Sekretair  der  Forstsocie- 
tftt  SU  üreissigacker.  Leipsig  1812.  40. 

enthält  Vieiep»,  was  auch  jetzt  noch  zur  Benutzung  lici'iu  >tere  - 
metrischen  Unterrichte  empfohlen  zu  werden  verdient.  Dass  in 
die^^ein  unter  Mathematikern  wohl  wenig  bekannten  Buche  ^3. 
—  8.  100.  schon  der  Name  Obelisk  und  Betrachtungen  obeiisken- 
artiger  KOrper,  wie  Anwendungen  derselben  zur  leichten  Be- 
rechnung anderer  Körper,  vorkommen,  habe  ich  mir  schon  ein- 
mal zu  bemerken  erlaubt*).  Jetzt  will  ich  aus  demselben  eine 
leichte  Aufgabe  entlehnen  und  hier  mittheilen,  die  ich  mich  nicht 
eriDuere,  anderwärts  schon  gefunden  su  haben**),  die  aber  prak- 


•)  ThI.  XXXVi.  S.  SM. 

T.  Mayer*«  |irak tische  Stereometrie  kann  ich  jeUl  g«r«^* 
nicht  oachtehen.  Bei  lUiCthellnngen  wie  ilie  ▼nrllegende  In  dem  ArcbiVt 
die  nicht  der  Wieveoeehaf t «  «oodem  nur  dem  Unterrleiile  dien** 
■ollen,  kommt  ee  aber,  wie  ich  eehon  oft  bemerkt  habe,  an^k  g*'' 
aieht  darauf  aa,  oh  tie  sich  in  fthnliehet  Weise  nicht  eehoo  aiiderwirl« 
linden,  wenn  sie  aar  überhaupt  wenig  bekannt  sind. 
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ügri)  n  ich  Iii;  ist  und  bei'ni  Unterrichte  als  Uebutigsaurgabe  be- 

m\?t  7A\  v\fM(leii  verdient,  indem  sie  auch  eine  für  erste  Anf^ncier 
lehrreiclui  Auwcudunp;  de«  binonii^cheti  Lrhrs.it/P8  zur  Rfitwickc- 
luiig  einer  iür  die  Praxis  braucbbareii  {Säherung^rorniei  darbietet. 

A  «  f  ir  »  b  e. 

In  K^elcher  Hohe  über  der  unteren  oder  grosaeron 
(Grundfläche  etoes  «bgestainpften  Kegels  rouss  der 
Halbmesser  oder  Durchmesser»  oder  die  Peripherie 
elats  Qaeerschoitts  dieses  Kegels  gemessen  werden, 
westt  dieser  Queerschnitt  die  Grundfläche  eines  Cylin' 
der$  von  gleicher  Höhe  und  gleichem  Inhalt  mit  dem 
Kegel  sein  soll,  der  Kegel  also  wie  ein  Cylinder  von 
dieser  Hobe  ond  Grandflfiche  sich  soll  berechnen  lassen? 

Aiidüsiing.  In  Taf.  IV.  Fic;.  n.  sioi  ABCD  der  ixh^^e^UimyWa 
kegel ,  <lie  H.ilbmesser  seiner  oberen  und  »interfn  (iniTidllarlic 
seien  r  und  /i,  und  h  «oi  Hie  liöhe.  Die  gesuchte  Höhe  de*» 
Qaeersrhnitts  über  der  unteren  (inindflarhe  «ei  .r,  und  ?/  sei  der 
Halbmesser  dieses  Queergchnitfg.  Das  niir(J<^ii  licuien  linindfiachen 
»senkrecht  stehende  Axen- Trapez  des  abgestumpften  Kcirols  sei 
ABCD.  Durch  I)  denke  man  sich  mit  der  Axe  M!S  des  K< '4els  ' 
die  Parallele  DE  und  die  Hübe  des  KegeU  gexogeu ;  dann 
bat  man  offenbar  die  Proportion: 

Ä— r:y — r  =s  kih — x, 

m 

aus  »eicher 
end  hieraus 

folgt.   Der  Inhalt  des  abgestumpiten  KegeU  ist  bekanntlich : 

«0  daas  man  also  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  die  Gleichung 

* 

und  hierans 

3 

liat,  welches,   mit  dem  Obigen  verbunden,   unmittelbar  zu  der 
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h  w  3 

fahrt,  WM  der  sich  sogleich: 


erglebt,  womit  die  Aufgabe  gelOet  ist. 

Statt  der  UalbmesMr  R  uod  r  kann  man  natürlich  auch  die 
Darebmeaser  Z)  und  d  der  unteren  nnd  oberen  GrandflSebe  in 
diese  Fomiel  einführen,  «rodorch  man: 


erh&lt 

Setzen  v^ir  jetzt: 

eo  int: 

also : 

4{JJ^-^Dd-t^d*) 
=  (m  +  »)•  +  (w  +  r)(u — r)  +  (m  —  »)• 
=  3i|2-|-t>'=»  3(Z>-^ii)>-f  (/>~iO'. 

und  folglich: 

aleo  nach  dem  Obigen: 


oder: 


Weil  die  GrOaee 


1 /O—dy 

3V.£»-f<<y 

atete  kleiner  als  die  Einheit  tat,  so  ist  die  Anwendung  des  Bmo- 
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mischen  Lebr^atze^  ^ur  Entwickelung  der  Wurzeigrvese  in  eine 
lieib«  verstattet,  wodurch  man: 


1   (;i )• 


JL3.5  ^l/^il^V)* 
^2.4.6.8  < 3 > 

+  , 


—  ir-«f^"'5    2   2  'äV^ny 


1.3      +    4  1//)— f/y^^ 

"2.4.6     2     iäV/>-R/  S 
.  1.3.«    O^d  il/D^dy}* 

+2X«:g  "r-f5V»Trfy  5 

V 


,     II  D-d 


+  2.4.6.^»  A34/  A^+dy 


i 


Wenn  der  abgeatmiiplte  Kegel .  wie  dies  meistens  in  der 
IPmli  d«r  Fall  ist,  wenig  fron  «totoi  CyllMl«r  abw^lclit,  wird 
mm  alt  wnmm  ikoBikemtg: 
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setzen  kdüneo,  mittelst  welclMr  FimmI  siijfi  x  leiebt  berechnen 

läSftt. 

Für  die  rohere  Praxis  giebt  Hossfeld  die  Hegel,  dass  man 
den  Qaeerecfinitt  det»  Kegels  oicbt  in  der  Mitte,  sondern  etn-as 
unter  der  lialbeD  Höhe  meseen  müsse.  An  Einfachsten  wird 
man  in  dieeer  Höbe  imnieT  den  Umfang  |»  des  Qaeerecbnitts 

niesten  \  tiunii  ist  sein  Itihuil^  uüU  (olglicb  der  Inhalt  des 
Kegels. 

Man  kann  aue  dem  Voretebeoden  aacb  die  folgende  bekannte 
Pormel  für  den  Inhalt  des  abgeeturopftsn  Kegels  ableiten.  Naeh 
dem  Obigen  Ist: 


(Ä  -  r)x 
 1~ 


foiglicb : 


 k  ' 


und  da  nan  nach  dem  Obigen  ferner : 


i^t,  SO  ist: 


also; 


folglich  der 


Inhalt  des  Kegele: 


Das.  Weitere  fiberlassen  wir  dem  Leeer. 
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Von   dem  Her  au  «gebar. 

Dm  die  Seboe  des  eecbeten  Theile  iler  Peripberle  gleich 
den  BelbiMeaer  tet,  Ittnn  mto  endere  aie  anf  die  gewOholicfae 
•ieleclM  Weise  sneli  atir  felgeede  Art  beweisen.  Id  Tsf.  IL  Fig.  1. 
•el  AD  die  Sehoe  des  dritten«  eise  BD  die  Sehne  des  sechsten 
Tbeib  der  Peripherie.  Flllt  man  von  />anf  AB  des  Perpeodii[ei 
DE.  so  ist  offenbar  DEszAD.  Non  ist: 

2^ABD=^AD.BJJ. 

2  A  ^BD  =  AB.\DE = iAB  .DEzsr.AD; 

deo: 

AD.JBDs^r.AB,   BD  =  r; 

wie  behauptet  wurde. 
BieraiBO  Ist  nao  anch: 

AD»  =  JÄ*-  ÄZ^  =  4r«-r«  =  3i*, 

alto: 

AD=srV9. 

Zur  Abwechslung  l(aiin  man  ja  bei  m  Uuterrichte  auch  einmal 
dieses  Verfahren  anwenden. 


lieber  die  Beschreibung  des  re^lAreu  FünfeciLS  and  Zehn- 

ecks  in  den  Kreis. 

Voo  dem    Ueraa tgeber. 

Es  scheint  mir  eine  nicht  gans  aninteressante  Bemerining  sa 
■ein,  dass  sich  ans  denselben  Prlncipien,  aus  denen  in  dem  Auf- 
sätze Tbl.  XL1I.  Nr.  XLIV.  die  Beschreibong  des  regulären  Stell* 
tehnecks  und  ViemnddreissigeclLs.  in  den  Kreis  abgeleitet  worden 
ist,  auch  die  Beschreibung  des  regulären  Fünfecks  und  Zebnecks 
in  ilen  Kreis  ableiten  iässt,  welches  zu  zeigen  der  Zweck  der 
fojgeiideti  Zeilen  ist.  m 

In  der  Weise,  wie  ans  Taf.  II.  Fig.  *2.  von  selbst  ersichtlich 
ist«  denke  man  sich  den  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen 
Kreis  in  fOnf  gleiche  Theile  getbeilt  Dann  Ist  nach  Tbk  XLIl. 
Nr.XLIV.6)*): 

*)  1(  h  l>e/ieh«i  riitcb  hier  irannei'  auf  die  geuannle  Abbaodlimg  and 
•chlieMe  Alle«  eng  an  dieselbe  an. 

Tksii  xun.  s 
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1X4  iltsc  eilen, 

also,  wenn  niart  luultiplicirt  iind  aufhebt  was  sich  auflieheti  lasst: 

1)  OAi .  O^t  =  1*- 

Bezeichfjeii  nir  nun  uietler  wie  a.  a.  O.  liic  haflx»  Peripherie 
durch  p,  und  nehmen  als  IVIaasseinheit  (ur  alle  Bugen  lieii  lünl'ten 
Tbeil  der  Peripherie,  «eUeii  also: 

2)  n^n. 

so  ist,  indem  man  xuvordest  bemerict«  das»,  nie  klar  vor  Aogeu 
liegt: 

Are  OAt  -f  Are  OA^  <  o 

i«t: 

p-kteOAi  +  Are  0^,  =  2i— (2J-l)  +  C2i-i) 

Are       -  Are  O/l^  =s  21-  C2i--  i;  -  (2i  - 

=  21-2; 

%      aUo  offenbar: 

|j  —  Are  OAi  +  Are  UA^  =  Are  O/^i , 
p — ^re^Oi  —  Are  OA^  =  Are  Oil«* 

Folglich  ist  Dach  Tbl.  XLII.  Nr.  XUVM),  2) : 

3)  OAi .  Oi^a  =  r .  (OAi  —  O^»). 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  l)f 
erhält  man  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 

OAt-^OA^ssr, 

und  hat  also  jetzt  zui^cheii  OAi,ÜA^  die  beiden  Gleichungen: 

4)  OAt--OA^^T,OAi.  OA^-r^; 

mittelst  welcher  OAi  und  OJ^  bestimmt  frerden  können. 

Offenbar  ist  OAi  die  SehiK;  von  der  Peripherie  und  OAt 
die  Sehne  von  *lcr  Peripherie,  so  dass  sicli  aus  der  ersten  der 
beiden  vorhergehenden  Gleichungen  ergiebt,  dass  die  Diffe- 
renz zwischen  den  Sehnen  von^V""*^  -,V  der  Peripherie 
dem  Radius  des  Kreises  gleich  ist;  wogegen  nach  der 
zweiten  Gleichung  dasProduct  dieser  beiden  Sehnen  oder 
das  zwischen  ihnen  enthaltene  Uec  fiteck  dem  Qua- 
drate des  Halbmessers  des  Kreises  gleich  ist 
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Bezeichnen  wir  <lie  KSehne  OA^  von  ,V  der  Peripherie  oder 
die  Seite  des  regulären  Zehnecks  durch  a-,  die  Sehne  A^Ax  von 
=  \  der  Peripherie  oder  die  Seite  des  regulären  Ffinfecks 
durch  iy»  die  Sehne  OAi  von  der  Peripherie  durch  z;  so  ba« 
beo  wi»  nach  4),  indem  wir  zugleich  beachten,  dass  AqOAi  ein 
rechhv-inkliges  Dreieck  iel,  siriecben  x,  y,  t  die  drei  folgenden 
GlMcbangen : 

5)  s — X  =  r,   zx  —  r^a       +    —  ^t^- 

Am  den  beiden  ersten  Gleicbangen  folgt: 

z=.r-^x,   d:(r+ar)  =  r*,  x'^  =  T^—Tx:=:T{r—x)\ 

wie  bekannt   Ferner  folgt  ans  denselben  beiden  Gleichungen: 

X  «  z — r,  j(x — r)  =  r*,      =  r*+ri  =  r(r  + 1). 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  weiter: 

««+2«^  (X  — +  2zar  =r  f«  +2r«  =  3r«, 

aUo,  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  dritten  der  Gleichun- 
gen 5)  »abtrabirt: 

\Tie  bekannt  und  ijn  Archiv  neuerlich  (auch  in  diesem  Helte. 
IVr.  IX.)  einigemal  bei^prochen  worden  ist. 

Ans  dem  Vorhergehenden  erglebt  sich  unmittelbar  die  fol* 
f»ende  Construction  der  Sehnen  von  •  tü^I*  iV  P^"* 
pherie.  In  Taf.il.  Fig.  3.  siehe  man  swei  auf  einander  senkrecht 
stehende  Durchmesser  AB  und  DE  des  zu  theilenden  Kreises 
und  beschreibe  fiber  dessen  Radius  BC  =  r  als  Durchmesser 
oir.en  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  M  ist.  Hierauf  lege  man  durch 
Ü  und  .1/  eine  diesen  letzteren  Kreis  in  P  und  G  schneidende 
Gerade ,  beschreibe  ans  D  als  Mittelpunkt  mit  DP  und  DG  als 
Üali»me!»j^crn  Krei$i>o^cl) ,  welche  den  zu  theilenden  Kreisln^ 
u  .li  /  schneiden,  und  ziehe  die  Sehnen  DH»  DJ ,  IIJ ,  EJ \  so 
i&tUH  die  Sehne  von  iV»  «^'^  Sehne  von  iV»  UJ^EJA\% 
Sehne  von  =  \.  Die  Richtigkeit  dieser  Construction  erhellet 
mitteUt  des  Obigen  auf  der  Stelle,  wenn  man  nur  überlegt,  dass 

DG^DF=PG  =  r,  />G./>F=  C/>a=  r» 

ist. 

Weil  sich  die  Construction  des  regulären  Vielecks  von  3=2'+l» 
▼on  5  =  2^  +  1  und  von  17  =  2*'f  1  Seiton  in  den  Kreis  ganz  aus 
denselben   ganz  elementaren  Principien   herleiten  läset  (M.  s.. 


1» 
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ausser  dem  Vorstehenden,  Thl.  XLIl.  Nr.  XLIV.);  hü  ist  mir  die 
freilich  wohl  etwas  kühne  Frage  enf gep^entretea :  ob  aus  densel- 
ben elementaren  Priiicipien  nicht  vielleicht  ein  eleiueiitarer  Be- 
weis  «les  berühmten  allc;emeiii(!ii  Satzes  abgeleitet  werden  kann, 
dass,  wenn  ^'«•f  1  eine  Prifiizaht  ist,  die  Theiliing  des  Kpijisc«  io 
"l'^-i-l  gleiche  Thcile  sich  iuiiner  bloss  mittelst  Losunc;  quadra- 
tischer Glelchunf;cn  oder  durch  die  gerade  Linie  und  den  Kreis 
ausfülircn  lasst?  Ich  habe  diese  Krage  eine  ,, kühne"'  genannt; 
vielleicht  hiilt  man  mir  aber  und  bietet  mir  die  Mös^liebkeit  dar, 
dieselbe  im  Archive  zu  beantl^ crten  ,  w  as  jedeufalls  ein  grosser 
Gewinn  für  die  Wieseoschaft  sein  würde. 


Von  dem  Horaasgebar. 

Von  dem  folgenden  Satze  kann  man  Ttfters,  z.  B.  in  ckr  Lehre 
von  den  Asymptoten  der  Hyperbel,  vortheilbaiten  Gebrauch  mache» : 

Wemi  X  In's  Unendliche  wSchet,  eo  nähert  0tch  die 
Greese  Vit=l  der  Null,  und  kann  der  Null  beliebii 
nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  «  groea  genag 
nimmt. 

Um  diee  su  beweisen,  lasse  man  |t  eine  beliebige  positive 
Grösse  bezeichnen  und  nehme  ;r  grOsser  als  ~2ji~*  *® 

i»t.    Dann  ist,  weil 
und  folj^lich 

2^    >  ■ 

ist,  auch  jr>  1.  Aus  der  Ungleicfaunf 
folgt  nun  nach  ond  nach : 

2|ia;  +  |**  <  «•  —  I, 
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irodnch  der  Sftti  bewieaeB  int,  da  man  afdi  |i  beltobig  nalte  bei 
Hill  lageneiMaoo  denke»  Innn«  und  irojnit  «neb  dar  Torber* 
gabetde  ScUaaa  Toa 

«af 

voB  fdliat  gareehffartigt  iat«  well  maa  alcb  jedenfalla  immer  fi<l 
aageaomaien  deabea  kana»  wadaoa  aaeb  ff^Kjl,  alao,  waan  man 

auf  b^dea  Seiten  ^*  addirt,  2f4>  <  1  +  >  f»;  folglich 

Mck  dem  Oblgea  «>fA,  idid  daher  dr— f»  poaitW  iat»  iria  ea  aeia 
der  erwähnte  Seblbaa  richtig  seia  aoll«   Je  kleiaer 

1-f  Ii* 

^  aageacmmea  wird,  desto  gruaf  er  wird  x  > 

Um  hievon  eine  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Hyperbel  zu 
machen,  aei  «  der  halbe  AaymptoteBwinkel,  ao  iat 

dr6ina  =  ^co8a 

die  Glolcbaag  der  einen  der  beiden  Aaymptaten,  welche  wir  hier, 
waa  rbllkommen  genfigt,  allein  betrachten  weilen.  Iat  nnn  (tto) 
ew  beliebiger  Pankt  der  Hyperbel  und  P  das  von  diesena  Punkte 
aaf  die  in  Rede  atebende  Asymptote  geföilte,  gehörig  als  poaltiv 
oder  aagatlF  betrachtete  Perpendikel,  ao  bt  bekanntlich*): 

P^vüosu — aaino. 

Weil  (aa)  ela  Pankt  der  Hyperbel  let,  ao  iat 

«oraaa 


0 


a 


Alaa  Iat  nach  dem  Vorhergehenden 


•)  11.  «».  rill. \X\MII.  S.a9tt.  Nr.«).  worauf  ich  wegen  des  Zeirhent, 
mu  «^clclicni  iIiiH  Ccrpendikel  zu  nc-tiiticn  ut.  ganz  besonder«  ««rweiac. 
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«od  Colglicb,  weil  bekaontUcli  taug  er =^  i»t: 

Ps=-^(«TV^i=5«)co««,  oder  ''«-^  {^T^T^^J-ij  cos«, 

wobei  wir  des  Folgenden  wegen  bemerken,  dass  nach  dem  Obi- 
gen tQr  das  obere  und  nntere  Zeleben  9  respective  positiv  und 
negativ  ist.  Nimmt  man  nnn  u  positiv  an  und  lässt  es  in*s  Un- 
endliche waebnen*  ao  nimmt  naeb  dem  irorber  bew  iesenen  Sat^e 
die  lürvaae 

ins  Unendlicbe  ab,  die  GrSase 

nimmt  daueiron  offonbai  in  s  Unendliche  zu.  INininit  wuu  aber  « 
negativ  an  und  l.isst  seinen  absoluten  Werth  '\u  s>  Unendliche  ivach- 
«en#  so  uitumt  der  absolute  Werth  der  Grösse 


offenbar  ins  Unendliche  zu,  dagegen  nimmt  nach  dem  oben  be- 
wiesenen Satae  der  abaolute  Werth  der  Gruase 


2+ VC)"-' 

in*a  Unendlicbe  ab.  Wae  bieraua  unmittelbar  fttr  P  folgt ,  branebt 
an  diesem  Orte  nicht  weiter  eriSutert  zu  werden,  und  auch  die 
fernere  Anwendung  auf  die  Hyperbel  kann  fliglicb  gaos  dam  Leaer 
ilberlasaen  bleiben. 


Ich  will  zu  dem  Vorhergehenden  noch  bemerken,  dass  man 
u,  V  aus  P  finden  kann.   Aus  der  oben  gefundenen  Gleichung 


eosB 
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iulgt  nämlich : 


b 


also,  netiB  niati  quadrirt  und  aufhellt,  wa«  sich  aurbeben  lll«at: 
woraoa  sich 


otler 


"~  ^i/'sin«      '    •2«su.a  =  -/>-^c«8a^ 

ergiebt;  und  iv<;il  nun  nftch  dem  Obigen 

ist,  so  ist.  wie  man  leicht  findet: 

>%orati  Mich  noch  andere  Henierkungen  würden  knüpfen  lassen, 
indem  man  z.  B.  in  diese  Formeln  noch 

6  a 

810«  =s  --7T--=T==,    COS«  s= 


eloAihren  konnte. 

Darch  die  vorstehenden  einfacbeo  Formeln  wird  man  Punkte 
(arv)  der  Hyperbel  bestimmen  kunnen,  in  denen  dieselbe  sich  Ihren 
Asymptoten  bis  auf  eine  gegebene  GrOsse /* nftbert,  was  prak- 
tisch von  Nutzen  sein  kann. 


Von  il  c  in  Herausgeber. 

Üie  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie: 
cos  c  =  cos  a  cos^  -f  sin  a  sin  6  cos  C 
läsBi  sich  so  darstellen: 
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cos  c=i  cos  (a— 6)  +  i  cos  (a +6)  +  icos  |  C-f  (a-6)  H^icos  l      (a-6)  | 

welobe  Formel  beqttam  Ist,  wenn  man  keine  trigonemetriflchd 
Logarithmeotofel«  eondera  die  aogenanoteii  natflrlichen  Lbien 
oder  Fanctionen  gebraucht 


Sehr  ieiclit  elemenUr  zu  beweisender  Salz  ?on  der  farebeL 

Der  Winkel,  unter  weleiiea  sich  iwei  confocale  Parabeln 
schneiden,  ist  halb  so  gross  wie  der  Winkel,  den  ihre  beiden 

Axen  nüt  einander  bilden.  (SiebecU  in  Crelle's  Journal, 
band  LV.   S.  239.) 


Druckfehler. 

ThI.  Vi.  S.  127.  Z.  11.  (vom  Anfange  der  Abhandlang  Nr.  XX. 
an)  werde  statt  »»T.  11.  Paria.  1826.  p.  349.''  geaetits  »T.  i.  Paris. 
1825.  p.349.«« 


FeMer  te  SdirMn  nie»e»»tem|fea  IjogarKlMiWitafelni 

NO.  la.  Taf.  IL  &  442.  Di£*  swiscben  logain 39«48' 30"  und  40  ^  statt 

353  lies  253. 

14.        „  „  „  „      logain39048'4a*  und  SO''  statt 

352  liea  252. 
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Blenestare  Ableitang  der  Haupteigenschaften  der 

Kettenlinien* 

Von 

Herrn  Heinrieh  Gretschel, 
Lehrer  der  Mathematik      der  HaodeUlehranstalt  ia  Leipaig. 


1.  Es  seien  io  Taf.  V.  Fi^.  1.  c,  A-.,  P, Eck- 

punkte  eines  in  vertikaler  Ebene  ee!e?fiien  Polygone«,  dessen 
iwei  Endpunkte  befestigt  sind.  In  tieii  Eckpunkten  sind  Gswicbte 
anfgehängt,  und  zwar  mögen  die  in  B,  C,  />,....,  P, ....  be* 

iestigten  Gewichte  p, ,   ,  heisseo.    Durch  diese 

Gewichte  werden  die  an  sich  gewichtslosen  Seiten  des  Polygons 
g^spm]\\  y^^,        qt,....  mögen  die  Spannungen  in  den  Seiten 

AB,  ßC,  CD,.,.,  sein.    Sind  CTidlich  noch  Oq,  Oi,   die 

Winkel,  f?elche  die  p^enanntcn  Seiten  mit  der  horizontalen  Gern* 
deo  Ä'X  cinRcMiüssen,  so  mOssen  für  den  Fall  des  Gleicbge- 
viektes  die  folgenden  Gleicbimgen  bestehen: 


9i  eos«| = ^0  cos  «0 ,  qi  sin  «i  — ^^sin  ^^/'i  > 
Vi  cos       9i  cos  4>ri ,        q%  sin  «a — 9i  sin  «|  s  jo^ , 

9i  cos  an  =  qn-l  COS  On-l»    q%  siu     —  qn-^l  siu  a^^x  ss  p«. 


A^dlrt  man  jedes  der  beiden  Gleicbungssysteme,  se  ergeben  sich 
^  beiden  Gleicbiingen : 

9aeoe«b=s  9o^«flk»«  9««In«a— 9o*^na^  »Pi-f Ps 

lassen  jetzt  die  Polygonseiten  alle  Terschwindend  klein  wer- 
wodurch  die  Belastung  eine  stetige  wird,    o»,  wofür  wir  t 
TlktU  XLIU.  e 
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schreiben  «vollen,  Ut  <laiin  der  Winkel,  welchen  die  geometrische 
Tangente  an  den  Punkt  I*  der  in  liede  etehenden  Curvc,  in 
welche  das  Polyi^'on  ubcr^jeht,  mit  X' X  einschliefst;  <y„,  wofür 
wir  fj  schreilieii,  ist  die  Spannung  In  P.  Wir  wollen  ferner  an- 
nehmen, der  Winkel  «o  «ei  Nnll,  also  A  dor  tiofslc  Punkt  der 
Curve,  und  die  Summe  der  Beiastuni^'cn  von)  tiefsten  Punkte  A 
bis  P,  ;>i +/>t +  f^" '  mit  ;>  l)ezoicl)n(?l  M erden.  Die  bei- 
den obigen  Gietehungen  gehen  unter  dieaeo  VoraoMetsuDgeo  in 
die  nachsteheDdeii  über: 

^cosvsr^o»  qslntsip,  (I) 

Die  erste  dieser  GleicbmifeA  drückt  Ms,  dM  die  hori7.ontnlc 
Coinpoaente  der  Spannung  fSberoll  gleich  gross  ist*  Die  afieite 
sagt  uns,  dass  die  vertikale  Componente  der  Spannung  in  ehiem 
Punkte  gleich  ist  der  gesanimten  Hela»tang  von  diracm  Punkte 
bis  som  tiefsten  Punkte  oder  Scheitel  A» 

2.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  ßelablung  sei  gleicbnifis- 
sig  über  die  ganze  Linie  verfheilt;  ist  k  die  Belastung  der  Län- 
geneinheit und  $  der  Bogen  vom  Scheitel  A  (Taf.  V.  Fig.  2.)  bis 
xum  Punkte  P,  so  geht  die  svreite  der  Gleichungen  (1)  in 

freliiTs  At 

über.  Dividirt  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  der  Gleichun- 
gen (1)  nnd  beseidMiet  dabei  ^  mit  m,  se  erbftit  nuui  das  Re- 
snitat: 

^"^=4  (2) 

Die  trigonometrische  Tangente  des  W  itikclä»,  weichen  die  irfnue- 
trtsche  Tangente  im  Punkte  P  mit  Uer  Achse  A'A'  bildet,  ist  also 
proportional  «leni  Üugen  zwischen  tlen»  Scheitel  und  P. 

Die  durch  diese  Eigenschaft  definirte  Linie  i^t  die  gemeine 
Ketten lioie.  Sie  stellt  die  Form  ror,  welcbe  ein  an  seinen 
Endpunkten  befestigter,  überall  gleich  seh  wer  er  >  veHfceninen  bieg- 
samer, aber  nicht  dehnbarer  Faden  annimmt  . 

> 

Ans  der  Gleichung  (2)  folgt  snnBchst  noobs 

 ® 

Lassen  wir  nun  in  Taf.  V.  Fig.  2.  t=:AP  um  das  verschwindend 
kleine  ^tück  PP' =  a  wachsen,  so  wSchst  die  Ordinate  ysuMP 
um  das  Stack  M"P'^^i,  die  Ahscisse  um  MM' =^1,  und  es  iaC: 
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Constniiren  rrir  jetzt  (Taf.  V.  Fig.  3.)  ebi  r«cfatwinklige«  DreiMk 
den  Katbeten  OA=sm  und  OiSst,  fo  wir4  dt»  UypotemiMr 

iS=Vm«-f  I«.  Lmmh  trir  0S^$  nm  das  Stflck  SSssc 
«ichMD,  00  wichst  die  fiypotcniiflo  um  du  Stffck  ^5*  =  e, 
nw  ASF^AS  gaoMMsbt  i«t  Es  ist  nsn  ans  der  Figvr  eiiileiiclN 
tüd,  dm  der  Gftnsweriii  dss  Braebes 


il«o  gieicb  ^  ist.   Daraus  folgt  aber  s^fi,  d.  b.  für  einen  and 

dtnselben  Terschirlndend  kleinen  Znwaehs  s  yon  #  wSchst  y  in 

Taf.  T.  Flg.  2.  m  dasselbe  Stück  wie  ASss  Vn?T^  in  Taf.  V. 
Fig.  3w  Legen  wir  nnn  in  Taf.  V.  Fig.  2.  die  Abscissenachse  X'X 
so,  dass  die  Ordinate  des  Scheitels  A  OA  —  m  ist,  so  ist  für 

f=0  gleichzeitig  y  =  m  und  /4jS=m,  und  da  beide  Grössen  nach 
dem  Vorbergebeudeo  gleich  schnell  wachsen^  so  ist  aiigemein: 

yssVlÜM?»  (4) 

woffir  man  mit  BeHIcksicbtlgang  der  Gleichung  (2)  auch  setzen  kann: 

y  =  msecT.  (5) 

Die  Gleichung  (2)  selbst  gebt  unter  Beoutsung  des  ans  (4)  sieb 
ergebenden  Warthes 

über  ia 


tan  T  =   ■   ........  (6) 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  findet  man  die  Tangente,  wenn  nan 
um  den  Fusspunkt  M  der  Ordinate  MP  (Taf.  V.  Fig.  4.)  mit  dem 
Halbmesser  m  einen  Kreis  schlfigt  und  an  diesen  von  P  aus  die 
Taogentc  PT  lept,  welche  zugleich  die  Kettenlinio  in  P  heruhrt. 
Das  Stflck  PT  dieser  Tangente  ist  stets  gleich  dem  Bogen 

Ist  iV  der  Punkt,  in  welchem  die  Normale  des  Punktes  P 
die  Absciisenachse  trifll,  so  Ist  PN^s ff a^t,  d.h.  unter  Berflck- 
ikbtigiivg  ven  (5): 

P^^i*   (7) 

9* 
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3.  Sehr  leicht  I.lsst  sich  auch  der  Werth  p  des  Krüm- 
mungshalbmessers im  Punkte  P  ermitteln.  Sind  nSmIich, 
wie  in  Taf.  V.  Fig.  2.,  Pond  P'  zwei  um  das  verschw  indend  kleine 
Bo<»en.stück  (T  entfernte  Curvenpunkte  und  ist  w  der  Winkel,  wel- 
chen ihre  Normalen  eioscbiiessen»  so  ist: 

Nun  ist  aber  tt  =  T'  —  x,  wo  x*  und  r  die  Winkel  bedeoteo, 
welche  die  TangentOD  in  P  nod  P*  mit  X'X  bilden.  ZnTolge  (S) 
aber  tat: 


tan  T»  Ir ,  alao  tan    =  ^-^-^ < 


niitbio : 


*   ,  ,     ,      tan  T^  — tan  T  mtf 
tan  «  =  tan  (f  -  r)  =  = J^^qf^TT^,- 

Hiernach  wird: 

d.  b.  wenn  man  anr  Grenze   ^0  übergeht: 

,„!5!±ü=g.   «, 

171  Tn 

(vergl.  Gleicbang  (4)) 

Es  Ist  also  der  KrOmarnngshalbmesser  gleich  der  Normale  P^* 

4.  Um  die  FISche  zwischen  der  Kettenlinie»  der  Abscissea* 
und  Ordinatenachse  und  einer  beliebigen  Ordinate  zu  finden,  den- 
ken wir  uns  dieselbe  in  lauter  solche  Streifen  wie  MPP  M*  i* 
Taf.  V.  Fig.  2.  zertbeilt.  Statt  eines  solchen  Streifens  nehmen  wir 
aber  das  Rechteck  JUPM^JU* ssyi;  da  £ass  tfeeav  ist«  seist  die* 
ses  Flächenelement  =ytfcosT,  Setst  man  in  diesen  Anadrack 
deo  Werth  ^  =  msecT  (Gl«  (5)),  so  gebt  derselbe  Ober  In  m0» 
Die  Summe  aller  FlichenstrelTen  Ist  daher  gleich  mmal  der  Somme 
aller  a,  d.  h.  gleich  m<.  Da  die  Summe  der  hlerliei  vemacblli- 
sigten  Dreiecke  PUTP^  sich  nnbegrenst  der  Null  n&hert»  wesa 
man  die  Anzahl  der  Streifen  wiendlleh  gross  werden  liest«  m 
ist  demnaeh; 

Fl&che  OAPM  =  mi=zOA.Bogen  AP.    .  .  .  (9) 

tt.  Vergrussern  wir  jede  Ordinate  y  der  Kettenlinie  nm  das 
Bogen  f ,  so  erhalten  wir  eine  Gurt««  wel^e  durch  die  Glaicbeng 
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ctoaktoffiiirt  iit,  wo  z  die  aeae  OrdlDate  MMtet  Ltot  wun 
Jetil  X  mm  das  vmdifrittdeDd  klein«  StOck  {  wadwcn,  m  wichst 
ywm  ^  and  «  im  «f»  vad  wena  man  den  Zawacha  von  i  aiit  { 
leeticfcaei,  ao  iet: 

wtitittmm,  wencB  |etaaf,  |aaeeT  aetaea  luuia: 

t 

I  =3  UiiT  -|-  sec  T, 
•itr  Bit  Beaataaag  roa  0)  nad 

I     m  ^  ai  » 

Niaat  aHHi  den  WiaM,  weUen  die  trigonemetriaclM  Taogcale 
dw  nr  Aleciaae  gebirigna  terenpwlrtea  mit  der  Alieciaaea- 
eiaacbficaat,  9,  ao  iat: 

|sfaae, 


tani?=-^.  (Ii) 

W*U  die Sobtaogente  den  Wertb  teotp  bat,  so  ist  fdr  unsere  Curve 

Snbtaagente  aai.  (12) 

Au«  d»»«r  Eigenschaft,  ilnss  die  Snbfanjjente  constant  ist,  lässt 
Mcb  leicht  eine  Reziehuug  av%i8cbe»  an  und  z,  also  die  GltUslittBg 
Cuffo  abteiten.  Aue 

ro%t  aiiM: 

...1. 

■4  MMrt  BW  *-f  t  km  c",  M: 

»»-.(i+i).  (m 
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Tbellen  wir  jetzt  eioe  beliebige  Absdese  x  lo  ti  gleieb  gresee 
Tbelle  wobei  wir  noe  n  Uber  alle  Greeiee  greee  denken  wol* 
ien«  nennen  die  so  0«  2|,  n{  gehStigen  Ordineten  ti, 
H»*'»**      00  ist  neeb  (13): 

H  =  ^i(lV|)  =  ^o(l+|)». 
n.  e.  w. 

m 

Nun  iet  itessSf  iö  =  ^'  t=^r»       kOnnen  eonncb  eetiea! 

1* 


sasNi(l-|-^V»    nssOD.  (Ii) 

Ffir  drssm  ergiebt  eicb  i«sfli(l-f  ^»  nsco»  Beielcbnet  man 
den  Grenxweith  ron  (1  -|-  ^^)"  kats  mit  e,  ee  wird  %isnie«  vnd 

die  Grösse  e  hat  eine  einfache  ueonietrischc  iMMlciitiin^:^.  Da 
Dämlich  für  x=im  Al>fi»ci^i«e  und  5ubUngente  gleich  gro<>ti  äinii, 
80  ist: 

tan«M8Ese« 

also  e  die  trir»onfimetrischc  Tangente  des  Winkels  fni,  welchen  die 
vom  Coordinaten  -  Anfange  an  die  Curve  gelegte  Tangente  mit  der 
Abscinseoacbse  einscbliesst.  In  Taf.  V.  Fig.  5. ,  wo  die  ausgezo- 
gene Linie  unsere  Curve,  die  gestrichelte  aber  die  Ketteidinie 
repf&seotirt»  iet  OM=^m,  duhet  Mi^^me  uod  taooM=e«  Oer 

Werth  ren  e«  ave  der  Fermel  (I  -f  ^j)*^  entwickelt,  lat  bekanntttdi 

2»7182818....,  and  daher  «»=:dd»48' 8*^9.  Da  map  ferner. 


aetsen  kann*  nnd  da  —  gielcbfaUa  eine  nnendliehe  GrOaae  iat,  ao 

m 

lat  dieaer  ganae  Anadraek  gieleb  e",  nad  die  Formel  (U)  gebt 
daher  In 
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2  as  me"  <16) 

Aber.   Die  durch  die.*«e  huns  bestimmte  (Jiirvc  ist  dio  loua- 

r!(h mische  Linie.  Dor  den  negativen  Aliscissen  entsprechetJiie 
Theil  difser  Curve  w'ud  erhalten,  worni  mau  den  vom  Scheitel  A 
d^r  Kettenlinie  aus  gerechnet«' n  I5'iL,(;n  der  letzteren  von  der  Or- 
dinate derselben  {"uhtrahirt,  mit  ainleret»  A\'orten,  (venn  man  für 
ein  uegatiFes  x  auch  $  negativ  reebnet.    Daher  iet: 

Aödtrt  man  di«  betden  Glelcimngen 

^  _  *. 

y -f  i  =  f/ie^  und  y  —  &  —  me 

8«  erhalt  man  die  Gleicbong  der  KetteoUnie : 

6.  Es  wurde  oben  in  Bezug  auf  Taf.  V.  Fig.  4.  bemerkt«  daes 
du  StOelr  PT  der  Tangente  an  die  Kettenlinie  so  gross  Ist  wie 
der  Bogen  AP,  Daraos  folgt)  dass  T  die  Evolvente  der  Ketten- 
iinie  beschreibt^  wenn  P  sich  auf  letsterer  bewegt  TP  ist  hier* 
nach  die  Nornlale  der' Evolvente,  P  der  KrAmmungsmlttelpankt, 
TM  die  Tangente.  Da  letztere  der  Constroction  In  Taf.  V.  Fig.  4. 
infolge  immer  den  Werth  m  bat,  so  ist  die  Evolvente  eine  Tra- 
etorie;  ihre  Gestalt  giebt  die  ausgezogene  Linie  in  Taf.  V, Fig. 6.  an. 

Man  kann  leicht  eine  Beziehung  zwischen  der  Ordinate  y  von 
P  (Taf.  V.  Fig.  4.)  nnd  der  Ordinate  TQ=zz  des  entsprechenden 
Ponldes  der  Traetorie  finden.  Ist  nSrolich  TN  parallel  sur  Achse 
4er  s,  80  ist : 

MN.  MP  sr  MT, 

d.  b. 

zy  =  m*.  (17) 

EbeDi^o  tässt  sich  leicht  die  Taugente  des  AVinkels  TMQ:^9 
^nden,  den  die  geometrische  Tangente  der  Traetorie  mit  der  Achse 
<ler  X  eioschliesst.  Es  ist  nlimitch  (Tai;  V.  Fig.  4.): 

tane==^^==;^^=^-—  ^^®> 

I'isst  man  nun  OQ^x  um  ein  verschwindend  kleines  StOek 
Qfis|  wachsen  X  so  nimmt  %  nn  das  verschwindend  kleine  Stflck 
\  tb,  und  es  ist : 
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«  V     — X* 

woram  folgt: 

Diese  Gleicbuog  bat  eine  sehr  einfache  geometrische  Bedeatong. 
ScblSgt  man  nämlich  in  TaP.  V.  Fig.  6.  um  O  einen  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  OA  =  m,  legt  durch  7"  und  den  NachharpnokI  Ä  eines- 
theils  die  Ordinaten  TQ  und  SR,  anderntbeils  die  zur  Achse 
parallelen  Geraden  TF  und  .SG,  welche  den  Kreis  in  H  und  K 
schneiden,  so  ist  QR  =  h  QT—s,  mitbio  annähernd  ^:=,QTSRi 
ferner  ist  €rFss{,  Fü  =  V  m*^t<,  mitliin  DlhenmgsireiM 
tV  ra£C?.  Es  gm  alm  die  Gleidmng 

QTSRz=^FUKG  (19) 

mit  Hin  so  grilmrer  Genauigkeit,  Je  klefner  QR  s  i  genommea 
wird.  Denkt  man  eich  die  ganne  FiSdie  OATQ  in  eoleiie  eekmale 
Streifen  lerlegt  wie  QT8R  nnd^onetmlrtsn  jedem  aolcken  Strei- 
fen den  enteprecbenden  Streifen  der  KreldUiehe,  ao  erglebt  etcb 
dnrch  Addition: 

Fläche  OJJli^s:  Fläche  AHF, 

nnd  mithin  lat  die  asymptotiache  FIlohe  swiachen  der  Tkaetatie» 
der  Linie  OA  und  der  poaitiren  «-Adwe  ao  gross  ala  der  Vlet^ 
telkreia  OAL. 

7.  Wir  verlassen  jetzt  die  Voraussetzung  der  vorigen  Nooi* 
mern,  daas  die  Last  gleichmäaaig  Uber  die  ganze  Linie  verbrei- 
tet sei,  und  setzen  dafür  voraus,  dass  die  Belastung  Über  die 
Uorisotital|)rojection  der  Linie  pteichmässig  verbreitet  ael;  ^'v 
setzen  also  in  der  zweiten  Gleichung  (1)  ||ssJbr«  SO  daaa  die 
Gleicbnngen  (1)  in  die  folgenden  ubeigehen: 

aus  denen 

tanT«£  (20) 

folgt ,  ^venn  mau  ^  =  m  setzt  Lässt  mao  x  um  die  verschwin- 
dend kleine  («rOsse  l  wachsen,  so  wnehee  die  aogeb^rige  Ordi- 
pate  f  am  daa  StAck      dann* tat: 

tanTss^,  nitliln  ifs^|,- 


i 
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Wir  fbeiien  jeM  di«  Abscisse  x  \n  n  gleicli  groMe  Tbeile  |, 
beseiebneti  mit  rix,  i/,,  7;s,....,  i?«  die  eu  ari=|,  a"«=t?|,  3-3=3^, 
:rii  =  i9|  =  ;ir  gehörigen  Werthe  von  v\.    Dann  bestehen  der 

X 

Tiwfgeit  Glcicbnog  17= safolge  die  Cileichaogen 

'2*=^^   ^«^S-«'   ^-=m«- 

SeUt  man  ferner  roraas,  daes  ftir  d;  =  0  aoch  y  =  0  ist,  so  ist: 


d.  h. 


y=-(l+3+3+....  +  ii)= — 2JSr" 


oder,  wenn  man  «{ s    tetat : 


welche  Formel  flir  n  =  od  in 


übergeht.  Man  i»ieht  hieraus,  dass  die  Linie  für  diesen  Fall  eine 
Parabel  mit  verfikaler  Achse  ist.  Daraus  iolgt,  dass,  wenn  die 
Fahrbahn  einer  Kettenbrücke  im  Vergleich  zur  Last  der  Kette 
sehr  sTQss  ist«  die^e  letztere  aonäberungsweise  als  eine  parabo- 
lische hetraebtet  werdei)  darf« 

&  Zam  Scbinsse  betiaebten  wir  den  Ufr  die  Praxis  iviehtig- 
•teo  Fall,  daas  die  Fabrbabn  gleicbmissig  schwer  oder  die  an* 
gebongte  Laut  der  Horisontal-Projeetion  der  Kette 
proportlenaiy  und  daas  ferner  der  Quersehnitt  der  Span- 
Bong  proportional  ist  Man  nennt  bekanntlieb  die  so  ent* 
siebende  Linie  die  Kettenbrfickenilnle  von  gleicher  Span- 
BBDg,  weil  die  auf  die  Einheit  des  Querschnittes  wirkende  Spannung 
bei  ihr  überall  gleich  ist 

Wir  denken  uns  die  ganze  Linie  in  kleine  Elemente  a  zerlegt, 
deren  horizontale  und  vertikale  Projectienen  wir  wie  früher  mit  $ 
ood  17  bezeiciinen.  Nennen  wir  P  das  an  der  horizontalen  Länge 
1  befestigte  Gewicht  der  Fahrbahn,  so  ist  Pj  das  am  Elemente 
«  befestigte  Gewicht  Ist  ferner  k  der  Querschnitt,  welcher  der 
Sj^nimg  1  entspricht»  und  ^  die  Spannung  in  dem  von  nns  be- 
tra«bteten  Elemente,  so  ist  dessen  Qnersclniltt         nn^  wenn 
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DOch  Ö  das  (invvicht  der  Volunieneinlieit  dur  Kette  bedeutet,  80 
ist  das  Gewicht  des  Elementes  iikijnG.  Sonach  Hirkt  auf  dae» 
Elemeitt  in  verüluler  hicbtung  die  Last 

In  üebereiiislininiuug  mit  d»^r  iti  den  Ciin«  liunL^cn  Ca)  nni  Ein- 
gänge der  Nummer  1.  angewaridtcii  uezeu  hnung  nennen  «ir  den 
Winkel  ifwischen  uoseretu  Elemeute  o  uod  der  Uomuittalen  o« 
uiui  haben  daim: 

weshalb  der  Ausdruck  für  die  auf  das  ü.lemeiit  wirkende  l^st 
auch  in  der  Form 

(P^  6A9«8ecai,)4 

gesebri^beo  wtrdan  kann.  Diese  Laet  wolle«  wir  ans  in  AnCasge- 
pnnkte  des  Elementes  wirksam  denken  und  ihn  in  die  letale  dar 
Gleichangen  (a)  statt  pn  einsetaen;  dieselbe  gebt  dadorcb  Ober  In: 

9» sin  Um     qm^\  sin  On-i  =^  (t*  -t*  QkquB^c  om)  |* 

Aus  der  ersten  der  Gleicbnngen  (I)  folgt  aberi 

9^  =^  9o  r=  ^  eee  s«.!  \ 

man  erb&lt  daher  die  Glelebnng: 

go(tana«  —  tansb^i)  =  (P  +  Bk^^  +  «%tanStt«)|, 

statt  deren  wir  schreiben: 

^ _  fjg (tan  Co  -  tan  ctn-x) 

^~      l-t-«ataa«n      ' ^^'^ 

wo  abkOraangswelse 
gesettt  Ist 

Es  sei  nun  in  Taf.  V.  Fig.  7.  um  O  ein  Kreis  mit  dem  Halb- 
messer 0/l  =  ju,  L'escblafren  und  in  A  eine  Tangente  an  denselben 
gelegt.  Auf  dieser  derjke  nmn  eich  von  A  aus  die  Grilssen 
jLiftana  abgetragen,  welche  d« n  einzelnen  HoL^enelementen  »jnse- 
Tfr  Ttirve  ents[)rechen ,  vom  tieiijtt'u  Punkte  dor  Ciirve  aogefiUl* 
geu>  jür  welchen  Oo  =  0  ist*   £s  sei  iushesoudere : 

(23) 

AD^fis  tan On-i ,  AE  =  fit  tan  on ,  also  DE  =  ^4«  (tan  on  —  tan  an—i). 
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Ttrbbdeii  wir  D  und  E  mit      so  i»t: 

AEt 

taii£Oil  8  «tanob  oder  tan  — =«tan0i».   .  .(24) 

Zfebta  wir  jeUt  £F  aenkrtcbt  au  ao  iaf «  inaofem  man  dio 
kloiae  Linie  BC  ata  eioe  aa  OC  aeokrechte  Gerade  betrachten 
kaaa, 

OC 

ad«,  irann  man  atatt  aeineo  Werth  cobEOA  und  statt  £F 
(ieo  W«rth  DE.wmDEF^  DE,co%JSOA  eifmetat« 

Schreiben  wir  jetzt  noch  atatt  DE  deo  io  (23)  aogegebeoen 
Werth,  ao  erhalteo  irir: 


ftg(tan    —  tan  ctn^i)  ^ 


Da  nun  i4C  die  Summe  aller  |  ist,  ao  lat  AC^x,  und  atatt  der 
nreüea  Glelcbuag  (24)  kfinneo  wir  nun  acbreiheo,  wean  wir  noch 
«atett«!  aetaen, 

tan  -  =  etanir.  (25) 

h  dieser  Glelchnng  aetsen  wir  wie  früher: 

* 

taoT  =  |, 

und  erhalten  nun : 

ffstan-  (26) 

Zieht  man  nun  In  Taf.  V.  Fig.  7.»  wo  Oifasf»,  Aßssx,  BC^i 
iit,  GD  senkrecht  auf  OD,  so  ist: 

•T  GE 
tan  -  =  tan  DOA    tan  GDE=:z  ttvi  • 
I»  GD 

m 

6'jb  =  <A(öec^^-i^  — aec^),  ,G/)={sec^. 

■ithiu: 

«ec—  sec- 

tan-«,.  —  

1««^ 
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nun  der  GleiclinDg  (26)  schreiben  wir  daber  die  folgende: 


»^  =  1*  ^' ^ 

«ec- 


Wir  wollen  jetzt 


setzen,  wo  a  einen  verachwindend  kleinen  Zuwachs  von  i  be- 
zeichnet, der  dem  Zuwachse  ^  von  x  eotsprtcht  Die  Gieichaog 
(27)  gebt  durch  diese  Substitution  in 

I  s 

über.  Denken  \\\r  uns  imn  ?/  als  Abscisse  und  i  als  Ordioate 
eines  Punktes  P  einer  Curve»  so  ist: 

wo  T  den  Winkel  bedeutet,  den  die  geometrische  Tangente  ao 
den  Punkt  P  mit  der  Abscissenachse  bildet»  ood  die  aof  der 
Abscisseoachse  gerechnete  Subtaogeiite  ist: 

Q  ff 

also  eenstant  Wir  haben  aber  in  Nummer  5.  gefunden»  dass  eioe 
Corv«  mit  constanter  Subtangente  eioe  logaritfamisebo  Llole  ist, 
und  Dach  den  dortigeil  UntersncbaDgen  mOsste 

« 

die  GMehoog  derselbe«  sein.  Selaeii  wir  lo  diese  Glelebung  statt 

«  seinen  Werth  soc-«  so  geht  sie  über  in: 

oder,  wenn  man  die  In  Besag  anf  die  Basis  s  geooiaaieDen  Lo- 
garitbnen  mit  I  beaeidiiiet : 


\k     l  X 

tf=  —  /— sec— . 
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der  Mienünien,  l3S 

fOr  :rsO  wird  bei  der  jeUigen  Anoabroe  der  Coordioatenachaeii 
0  e 

yjs^i—,  und  dieses  ist  der  kleinste  Werth  von  v-  Li^gt  man  den 

Aafaiigspiinkt  der  Ceordinatea  nach  dem  tiefaten  Pantcte,  so  miiaa 
yamdie  Mg«(^ebene  GrSaae  Ternlodert  werden,  and  man  bat  dann: 

sec  l- 

^    $  II      n     t  n 

oder 

y  =  -/«ec-, 

d.  i.,  nenn  mao  statt     and  e  ihre  Werthe  aus  (22)  einsetat: 

yss^/aec^^.  VÄ^o(P+  ^Ar^o))»  •  •  •  -(2«) 

welcbea  die  üblicbe  Form  der  Kettenbrflckenlinte  ist 

Die  Grussen  $  und  P  sind  in  der  Praxis  unmittelbar  gegeben, 
desgleichen  die  Grosse  k,  welche  von  der  Festic^keit  des  Mate- 
rials bestimmt  wird,  da  k  (gleich  dem  Querschnitt  für  die  Span* 
jKjnfi  1  ist.  Ist  nun  2a  die  Entfernung  der  beiden  Kiulpunkle  der 
kette,  0  ihre  Hube,  so  üudet  man  90  «^"^  Gleichung 

wodurch  aile  in  (2U)  vorkommenden  Constanten  gegeben  sind.  Dm 
nun  den  Querschnitt  Q  tüt  jede  Abscisse  x  zu  fmden,  bat  man 
die  Gieicbuugen 

I  X 

Q  =  kgf    q^q^aect,    tanr  =  jtan-» 
wo  y  die  Spannung  bedeutet.    Hieraus  iolgt: 
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> 

Die  harmonischen  Reihen. 

Von 

Herm  Dr:  ^«Mf  K»ur, 

PiofiBMsr       Matliciraltk  so  Orsi. 

(KQTtsQtzong  and  SchioM  von  JhL  XLL  iML  3.  Nr.  XXViU.) 


83. 

In  dem  bisheri<?en  Theile  dieses  Aufsatzes  sind  die  Eigen- 
schaften der  harinoiiiijchen  Reihen  erster  Ordnons:  uod  der  ihnen 
zugehörigen  Konstanten,  so  %\ie  die  hieraut  c^icii  ^rundenden  ^um- 
mirunc^cn  anderer  uuendiicher  Reihen,  mit  solcher  Ausführliclikeit 
und  SD  \  ollständig  vorgetragen  worden,  als  es  thnnlicb  erschien,  um 
mriii  hl  allzu  i^TrJsse  WeitlMufii^kcit  zu  verfallen,  und  insbesondere 
inr.giich  war,  ohne  dabei  die  Kenntniss  der  hannoui^chen  Reihen 
höherer  Ordnunj^on  theil«  eise  schon  \  ornuszuset/.en.  In  dieser 
letzten  Beziehung  wird  üte  noch  erforderliche  Ergänzung  am  L^'  Jiiui- 
gcn  Orte  nachgetragen  werden.  Nunmehr  mnss  zur  genaueren  Be- 
trachtung der  hanuonischen  Reihen  höherer  Ordnungen  übergegan- 
gen wer  Jeu ,  um  ihre  besonderen  Eigenschaften  und  die 
hievon  abhängenden  R  eih  e  n su  nnu  i  r  unge  n  kennen  zu  ler- 
nen, da  in  den  §§.4. —9.  nur  die  ,  allen  Ordnungen  der  barmoniscben 
Reihen  gemeinschaftlich  zukonnncnden,  einfachsten  Gesetze  nachge- 
wiesen worden  sind,  welche  natürlich  allen  weiteren  Untersuchun- 
gen hierüber  zur  («rundlage  dienen  miissen. 

Hiebei  wird  man  bestätiget  finden,  svp.s  bereits  friiherhin  an- 
gedentet  wurde,  dass  zwischen  den  Eigenschaften  der  Itarmoni» 
sehen  Rotficn  der  ersten  und  jenen  der  höheren  Orilnungen, 
wenn  gleich  nur  selten  eine  vollkomTnciic  l  ebereiMstinmuin^^,  doch 
durchg?infji<^   einn  unverkennbare    Analoi^ie    vorhanden  sei, 

welche  «ich  gleichsam  von  seihst  sUs  Jueitfadeo  darbietet,  um 
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Jafnr^fh  (iie  letzt' reu  in  der  nämlichen  Oninuiig  ahznhandeln,  nie 
4ie>j»  bei  i  rstercn   bereits  treschehen   ist.    iriii<:;fgt»n  in  Bc- 

zuj^  auf  die  Art  der  Hehandlui»|»  des  Gei^eustandes  wird  von 
nun  an  ein  auffaUender  Unterschied  eintreten.  Es  s dl  niindich 
ljuiiftiehtn  der  Gebrauch  der  Differcnzialreehnuin,'  ulclit  mehr  mit 
gleicher  Bcfli.«senhe}t  vermieden  werden,  wie  diess  Insher  der 
Fall  war;  vielmehr  wird  dieselbe  fast  h\  alleti  Kaileu  als  das 
ieichtestc  und  kürzeste  Hillsnlittel  angtM\  cmlet  werden,  um  die 
in  der  Folge  noch  aufzustellenden  Gesetze  aus  den  im  Vorherge- 
benden bereits  gelundenen  abzuleiten,  was  um  so  unbedenklicher 
geschehen  kann,  da  es  bei  den  harmonischen  Reihen  höherer 
Ordnungen,  uie  man  sogleich  sehen  wird,  kaum  ausführbar  sein 
durfte .  die  genannte  Rechnung  ganz  zu  entbehren,  wenigsten«« 
sicberiich  nicht,  obn«  dadorcb  in  nngemein  groM«  Weitläufigkeit 
2tt  geratben.  * 

9.84» 

Die  barmoniechen  Reiben  buherer  Ordnungen  8te> 
hao  sowobl  unter  einander«  ala  auch  mit  jenen  der 
er«ttn  Ord'nnng  in  aehr  einfachen»  nur  durch  die  Dif- 
fereniialreebnung'daf ateilbaren,  Verbindungen.  Denn 
durdi  dae  Diierentiren  der  Gleichuug 

11  1.1 


ireoo  dabei  nicht  it,  sondern  a  als  verSnderlich  betracbt«  t  nird, 
erblft  man: 

n 

-  V 

ü 

(airfj^_      r   r   r   r 

oder 

noiaus  vmgekeiirt»  trenn  darin  eugleidi  t-^l  anatatf  r  geseilt  wfard^ 

II.     5  .«.^ 
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folgt.    Nimmt  man  ferner  in  dieser  letzten  Glelcboiig  «mlitl  r 

uacb  uod  nach 

r— 1,   r — 2,   r— 3,.,,.,   r — +  1 

an»  and  nnbstitaift  die  bMurch  «ich  «tgebenden  Resultate  atili 
in  d«n  nidmt  ▼otliergehenden,  so  wird  man  Im  atlgamefaimi 

mid  insbesondere»  wenn  r|  »r-^i  gesetzt  wird» 

'  „«'"fr-»)«  «-'-* 

finden« 

Diasn  Ulsichwigen»  In  welchen,  wie  man  sieht,  nieht  nor  r 
vennüge  der  hetdts  in  {•  8.  anigesteHten  Veranssetsnng,  «ooden 
Mieh  Ti  als  Wiederholangsie^er  der  Dlflerenilningen  noihwendig 
eine  additive  ganse  Zahl  bedenten  mnss»  gelten  für  jeden  belie- 
bigen noch  so  grossen  Werth  von  n,  nnr  mnss  derselbe  ebcnftdls 
eine  additive  ganse  Zahl  sein.  Stellt  man  sieh  nnn  n  nnoidll^A 
wachsend  vor  nnd  gebt  bei  dieser  Voranssetanng  anf  die  GrSa- 
Mn  Aber»  so  ergeben  sich  folgende  für  die  unendlichen  har- 
monischen Reihen  höherer  Ordnnngen  geltende  Gleichnngen: 

^^r'^(r-l)(r-a)....<r-r|)-  ' 

Mit  Hilfe  der  hier  gefondenen  Gleichungen  kSnnte  unmittel- 
bar jede  harmonische»  endfiche  oder  unendliche,  Reihe  höherer 
Ordnung  aus  einer  der  niehst  niedrigeren,  oder  einer  be- 
liebig niedrigeren  bis  herab  sur  ersten  Ordnung  durch  Dlf- 
fereoalren  abgeleitet  weiden,  wenn  man  im  Stande  wire»  eine  der 
letaäisseldineten  Reihen  dneh  eines  allgemeinen  aoalytischeii 
Ansdmek  als  Funktion  von  e  daranstellen.  Leider  ist  diess  eot* 
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«ed^  Dicht  mSglieb,  oder  docb  bia  jetxt  noch  Niemandem  ge* 

iaogen. 

Die  nämlichen  Gleichungen  tiessen  sich  durch  Unikehrung 
ihrer  Auflösufig  auch  gchraiichcn,  um  jede  harmonische  Reihe  aus 
einer  anderen  von  höherer  Ordnuui;  lultteUt  Integration  her« 
zaieiten.  Da  aber  hievon  wohl  noch  weniger  eine  nutzbare  An- 
iKridiii ij  zu  machen  sein  dürfte,  würde  es  auch  ganz.  iiberUüssig 
sein,  die  dieslallisen  Formeln  ausdrütUlich  herzusetzen. 

Noch  darf  nicht  ausser  Acht  gelassen  u erden,  dass  insbe- 
sondere der  Gleichung  VII.  nur  eine  formale  bedeuti/ni^  in  dem 
bereits  Id  6.  9.  erklärten  Sinne  zukoDime,  weil  S  eine  diver- 

sente  Reibe  darstellt,  und  als  solche  eigentlicb  keine  Sanme 

besitzt. 

85. 

Die  harm  onischen  Reih  en  h öh  e  rer  Ordnuuge  n  ö  te - 
ho!\  iuch  ujit  den  h  ar  m  o  n  i  s  c  Ii  e  n  Konstanten  und  in 
Fo]«,'e  dessen  mit  den  Funktionen  Iii  und  Fi  in  einem 
besonderen,  durch  die  D i fferen »ia  1  recbnun erkenn- 
baren Zusammenhange.  Differenzirt  man  nämlich  die  Glei- 
chung l.  des  §.  15.  in  Bezug  4uf  die  Veränderliche  a,  so  erhält 
man  vermöge  1.  in     84. : 

•3l^=:lii»7^''--liin  S  =-  S  , 
woraoe  dsrcb  wiederholte  Differenzirang 

und  durch  Omkebrung  der  AafiSsuog»  wenn  sogteieb  r-*l  an* 
•tttt  r  gesetst  wird, 

sieb  ergibt. 

SohstitDirt  man  in  dieser  letzten  Gleichong  anstatt  C  noch 

a\d 

^  Wertbe  aus  1.  und  III.  des  §.  27.«  so  üudet  mau  leruer : 

III.    s  ^^l^^.^n^ 

TiicU  XLIU.  10 
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aod  auch 

,v  s  --tii):  ^-!^ 


dnreh  vrdcft«  letetoren  Gtetchongen  unmittelbar  df«r  fl*ertb  von 
'S    aus  den  FunkUonen  Ji"  .    oder        und  auch  umgekehrt. 

hergeleitet  wenieu  küimte.  * 

Mali  wird  sieh  Icicfit  überzeugen,  dass  die  vorsleheadea 
Gleichungen  aueli  auf  III.  des  §.25.  dureli  DÜfereasiren  fiir azurn 
Vorschein  kommen. 


S.  86. 

Vermitfelsf  d^t  Gleichaagen  des  {.  85.  vermag  maa  iwsr 
eben  ao  wenige  ab  dafteh  jene  des  §.  84.,  die  Summe   S  Hfr  be- 

aCIniiiile  Wertba  Ton  a  und  d  mit  Hilfe  der  geirAbnIicbee»  be- 
reit« aelC  Hagerer  Zeit  in  die.Analysia  eingeßlbrten  Funkfionf» 
ftfriaett  dorcb  einen  geseblosaenen  Auadruck  darauatellen;  Jene 
gewfthren  aber  dadurch  einen  sehr  erbeblichen  Nutaen»  weil  mtn 
▼ermOge  deraelben  sich  in  den  Stand  gesetat  6ndet,  aus  einer 
Jeden  awiachen  den  barmoniachen  Konstanten  beste- 
henden Gleichung  durch  ein-  oder  mehribaliges  Diffe- 
renslren  deraelben  eine  andere  awiachen  harmeni* 
achen  Reiben  höherer  Ordnungen  abauielten  and  aaf 
aolche  Art  die  Eigenachaften  der  erateren  auf  die  lets- 
teren  au  Aber  tragen.  Durch  dieses  Verrahren  wird  das  Auf- 
finden der  Eigenschaften  der  barmoniachen  Reihen  höherer  Ord- 
nungen ganz  ungemein  erleichtert  und  die  gesammfe  Lehre  von 
denaelben  faat  nur  in  eine  Reibe  Yon  Scbla8$rnl(>cn  Hägen  ▼erwan- 
delt, die  mit  Hilfe  der  Dlfierenzialrechnung  aus  den  bereits  be- 
kannten Eigenschaften  der  harmonischen  Konstanten  sich  zie- 
hen lassen. 

Begreiriicher  Weise  kunnen  die  auf  dem  ehen  bezeicbnetei 
Wege  sich  ert^'ebenden  Eigenschaften  der  harmonischen  Reihea 
höherer  Ordnungen  nicht  sämmtlich  von  gleicher  Wichtigkeit  sein. 
So  «.  B.  erhält  man  aus  den  Gleichungen  der  §§.  18 — 2*2.  durch 
das  Üifferenziren  derselben  für  a  nur  wieder  die  bereits  in  §.ft 
aufgestellten  Furmelo»  welche  nicht  wiederholt  an  Werden  brauchiB» 
und  auch  aus  den  Formeln  des  §.23.  6ndet  man  nur  Suroroirnn- 
gen«  welche  genauer  betrachtet  als  identische  Gleichungen  erkaaat 
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ir«tto,  die  kaum  einer  nSberen  Erurteravg  wertli  teio  ddrlleii» 
«"»■■talb  «ie  hier  mit  ötillschweigeo  abcigaiig»ii  werden  aoHen. 


§.  87. 

Die  Cleidlaog  1.  des  {.26.,  die  bei  Bereeboang  der  barmoiii» 
icbea  Koeetaateaeo  biafig  angevrendet  werde»  gibt»  wenn  ele  aaeb 
|.86.  bebaadelt  wird»  «neb  für  die  harnioaiaeben  Reiben  bitberer 
OrdeBBgeti  eis  Reeellat  von  bedeutender  WiebtigbelL  Wird  die 
biBMffcte  Gieicbvag  (r— l)mai  fBr  die  Veriaderliehe  a  differen* 
wt,  ae  erbllt  man 

— 5?=r-«j  Kf=i  

füm  lel  teraigge  L  io  {.  8&s 


gr-i  C  ^-l  C 

3a^*       ^     '      (ö(i/— a)/-* 

Werdeu  daher  diese  Werthe  »ubstitnirt  und  zuale'u  h  ^la»  Ganze 
durch  f — l)'^'.(r — I)!  dividirt,  so  findet  {iiatt  die  iür  ulle  barmo* 
»wciien  heiben  hüberer  aU  der  ernten  Ordnung  giltige  Gleicbiiog: 


niebe'i  Ist  sogleicb  in  die  Aagen  faltend,  das«  diese  GleiebvDg 
rCclsicbtlich  der  Vorzeichen  ihrer  Glieder  eiae  etwas  verschie- 
dcaetteatalt  aimimmt,  je  nacildem  darin  r  eine  gerade  oder  eine 
angerade  Zabi  bedeutet,  welchrr  Umstand,  wie  man  seben 
wird,  einen  i  !<  ht  aaerbebliebea  Eioflnaa  aaf  die  künftigbin  daraie 
b'elgeningen  aosCbt.  Desshalb  wird  ea  am  enge» 
nein»  die  beiden  beaeleboeten  FäUc  schon  gegenwir- 
%  Ten  einander  lu  unterscheiden»  nnd  für  jeden  derselben  eine 
ibgesoaderte  Formel  anfanateilen«  um  sich  späterhin  stets  be- 
ilimait  darauf  berufen  sn  kSnnen.  Man  erbiU  demnach,  je  oacb* 
dem  wm  te  L  entweder     oder  9r^l  aaatetl  r  eelit»  die  beiden 

IS 

10« 
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und  ' 

^  ö*''co(aiig-^ 


Um  die  eben  gefuDdeneu  Formeln  bequem  anneniieii  zu 
kennen ,  iet  es  nothweDdig,  die  Differeoxielqnotienten  toq  eotaiig^ 

auf  möglichst  einfache  Weise  darzu^f eilen.  Dies«  !»a(  nicht  die  ge- 
ringste Schwierigkeit,  so  lange  r  nur  klein  ist,  »virtl  al»er  desto 
mfihsamer,  je  ^ijrosscr  r  ist.  Zur  trleiciitcrüni;  iliescr  Arheit 
lassen  sich  verschiedene  rekurrente  Al)leitungsref*eln  aufbtfllen, 
durch  deren  Hilfe  man  allinäliu  zu  immer  höheren  Werthen  von 
r  überzugehen  im  Stande  ist.  Die  einfaclisle  dieser  F>egelii,  oder 
wenigstens  diejeni^^e.  bei  ivelcher  datf  eiufacbste  AbleitungsgeseU 
Statt  findet,  dürfte  folgende  sein: 

Setst  man  aar  VerkfirauDg  der  Aoadrflcka 

eotaag-jsrp, 

■ 

ao  laaaeo  aith  die  vier  «raten  Diffaraaaiaiqaotienten  in  die  Fer* 
man  .bringen : 

— 55r-^=-5»</'*  +  >)     +  2). 
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iäiiM  frkeiirit  iiiun  auf  der  Stelle  dns  Vorhandensein  bestimm- 
«Hf  (.«'set/e  rürksichtÜch  dor  Form  der  Differenzlulquotietitcn* 
iI^^l)o^ofn^p^e,  dass  jeder  derselben  den  Faktor  p^-{-l  enthalte. 
5eUt  luaii  iitiii  denigeniää»,  es  sei  ttir  irgenil  eineu  Werth  von  r 

cotang  ^ 

55?  

•  ,7r  (pH  1)    ;>^-> + ^a/i"^-» + + A^p'-^ + ...] 

Hereits  hekaiint,  so  findet  mao  daraus  durch  nocbnaliges  Diffe- 
Teotiren: 

0^+*  cotang^ 

Die««  Formel  zeigt  zur  allmaligen  Entmckluiig  der  nach  ein» 
ander  fidgenden  Differenxiafqnotieiiten  eine  so  leichte  Ableitongs- 
regel,  da«8  es  {;anz  überflüssig  sein  würde»  letztere  auch  noch 
nil  Worten  aoiü^edrfielct  hieher  zu  setzen. 

Allerdings  würde  es  u ünschensu erth  sein,  wenn  uian  im 
Stande  wäre,  durch  einen  nicht  allzu  verwickelten  independen- 
tea  Ausilruck  jeden  einzelnen  Diflferenzialquotienten  für  sich  allein 
darzosteJlen,  ohne  dabei  die  Kenntniss  der  vorhergehenden  schon 
voraufssefzen  zu  niusisen.  Leider  ist  ein  s(dcher  Ausdruck  bisher 
nicht  gefunden  worden.  Wohl  nbcr  ist  es  möglich,  für  die  vor- 
bin mit  A^,  ^4.  bezeichneten  koeffizientea  indepen- 
dentc  Formeln  aufzustellen,  die  freilich  nicht  einfach  genug  sind« 
on  einen  bedeutenden  Nutzen  zu  gewähren,  jedoch  schon  des- 
halb hier  mitgetheilt  zu  werden  verdienen,  damit  Anderen,  welche 
sieb  vielleicht  mit  diesem  Gegenstande  beschäftigen  wollen,  die 
r^iclit  ganz  geringe  M(ihe  der  eigenen  Aufsuchung  erspart  werde. 
£s  iat  oSmIirb : 

A      Ji     A      ^Hr-'X)      .  _rl(r-4)(5r-13) 

.  _  r!fr-ft) (36r«>-273r  -f  502) 

6670  ' 

.  _  r!(r-S)(175ra-2730rH136^-2130a) 
-  340200 
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Diei»e  l  ormefn,  deren  Giltigkeit  für  jeden  Werth  von  r  mit 
Hilfe  des  rekuirenten  Gesetzes  niifdie  p;enubDliche  Art  sitii  leicht 
ernreUen  Ifisst,  reichen  bin,  um  durch  dieselben  jeden  einzelnen 

DiferenximlqooHenten  vonootang-^  bis  einsehliesslicb  rsslO  In* 

dependent  auszudrücken,  so  dasss  nian  erst  votir^^Il  anf;efane»en 
genüthiget  i^t,  zur  obigen  rekurrenten  Ableitung  seine  ZuÜucbt 
zu  nehmen. 


{.  80. 

Noch  nittM  wegen  einee  epiterbfti  ibven  lu  maebemleii  6e* 
braacfiee  ein  anderer  Weg  kars  gezeigt  werden,  auf  welcbcsi 

ebenialls  die  OiSerenzialquolieoten  von  cotaog      wenigstens  für 

einige  besondere  Werthe  von  a  and  d  sieb  bestimmen  lassen. 

Vermöge  der  Taylor 'sehen  Reihe  ist 

*  d  V  ^/ 

.  _ä_  , 

oder 

/e«^  \       .     an^d    «eolang^    ^  a«coUng^ 

**■   55»  + 

Ist  man  im  StandSf  die  Fnnlcllon  cotong       4-  entweder 

allgemein,  oder  doch  fiJr  irgend  \\clrhe  ht^soiidere  Werthe  von  a 
und  d  in  eine  nach  steigenden  i'otcnzcn  von  x  mit  ganzen  Ex- 
ponenten geordnete  Reihe  zu  entwickeln,  ohne  dabei  die  Keont- 
niss  der  bezeichneten  Differenzlahjuotienten  bereits  voraussetzen 
zu  mü.^sen,  und  nimmt  man  an,  ild^s  die  Koe(fisientea  dieser  Reihe 
^>       C«»«««>  seien,  so  liat  man 
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cotong^^  +  j:^  =  C+Cl.a:+  Q.**  +  •••• 

Ovrdl  du  ZuaannieobalteD  eben  dieses  nnd  des  Torlierge* 
Issdcn  WtrÜes  ergibt  sieb  dann  sogleich  i 

wUag^=C,   jjj  ä^t  ^-Je-Mi-.. 

«ad  allgemein : 

*•      "Ii?      ~  dr  '^^ 

so  da«s  aus  jedem  bekannten  Koeffizienten  Cr  sacb  der  Werth 
dea  entsprechenden  Differenzialquotienten  leicht  hervorgeht. 

Ohne  hierüber  in  prne  umständliche  allgemeine  Jirürternn<^  sich 
finrafaffsen,  ijenü^t  va  zum  izf^en« ärliijen  Zwecke,  nur  z^^e^ 
besondere  Fälle  zu  hotrachten,  in  ueklicu  die  erivlärte  Me- 
thode ohne  Anstand  Ii  annenden  läMtf  und  auf  welche  später 
Mch  BeMg  geoonunen  werdeo  soll. 

8ii  ««erst  «asl  «ad  dss%  Oeler  diesen  VoransselsaiigeD 
IsiMi: 

«•Isng      + =ceta»g  ^ + =3  -  tSBg«» 

■sd  daher  rarwOge  der  bekannte«»  dnreb  dl«  Baraeolli'seben 
Mdea  awgedrMtea  Reibe  Ar  taogx: 

•••■"«^f  +  — 51 — — jr 


61 

üwt  siebt  Mm,  dass 


*\.  nnTMH  vermöge  f.,  wenn  darin  für  d  sogleieb  der  augeoom- 
koBstaPte  Werth  2  geaelst  wird« 
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an 


an 


folgt.  Man  siebt  «robl,  daet  diese  Gleichttogeo  keiaeswegs  flDr 
jeden  Wertti  von  a,  sondern  aar  fttr  assl  gelten,  was  daria 
naeh  den  erfolgten  Diflerensimngen  snbstitnirt  werden  mnss. 

Wird  zweitens  a=]  und  d=4  gesetzt,  so  findet  man 
cotang^^ +a:^  =  cotaug      +     =6ec2x —  taug24;< 

Hierin  kinmen  nun  aiisUut  sec^a;  und  .tang'Ir  die  enlwkkelten 
Reihen  elni;elulni  u erden,  deren  eine  eben  vuriiin  angewendet, 
die  an(t(  ri>  nlter.  rt.'iiiilich  U'\r  die  Seknnte,  dier  bisher  noch  nicht 
gebrauch!  wurde.  V)v\  dieser  letzteren  i>l  es  notlnvendig,  eiB« 
h<'>tiiiimte ,  nicht  leicht  einer  VerMech-sIung  nnterlie^ende  Bezeich- 
nung lür  die  so£fennnn(cn  S  ek  an ten  k  o e  ff i  z i  e  n  t  en  zu  besitzen, 
an  welcher  sie  überall,  wo  sie  s^tüfcrbin  wieder  vorkommen  soll- 
ten, un2»veidenlig  erkainit  werden  k  (uie»,  ohne  einer  nenen  Lr* 
klärung  zu  bedurlfn.  In  Hen'icksii  hliüun^  des  llnKstandes,  da»» 
diese  Koelüzierjtcn  zu  Ehren  ihres  ersten  Knldcrkers  uanz  fiiglich 
mit  dem  Namen  „Kulor'sehe  Zahlen*'  l)elegt  werden  künntenj 
sollen  hier  zur  iiezeirlinung  der5ell)en  die  Hti(  hstal»en  £i>  ^J» 
^4f**«  gewählt  werden,  so  dass  künüigbiu  stets 

£=]/£;|=1,  £,«5,  £^1=61,  £4=1385,  £»=50531 

sein  wird,  die  Ucrechntifig  der  8|iäteren  Wertbe  aber  durch  die 
bckaoote  rekurrente  Uegel 

oboe  Schwierigkeit  weiter  geführt  werden  kann. 
Diess  vorausgesetzt,  bat  man  demnach s 

cetang^j+a:^  =  £+£;i .  — 2r  +  ^a*Tf~+^3- ^p+*'4' 


Digitized  by  Google 


Mnar:  DU  karmoHlteken  Heihfn*  14j 

•  Dte  VergleiclioDg  def  KoeflUSenten  dieser  Reibe  mit  den  frfllier 
difdb  C,  C\,  C^,       r^,....  beseiehneten  tetgt,  deas 

vsA»   Vi  —  *~ " ■     ^       »       —  *^i'2l'  * 


2^ 

C4S  £2-4[> 


wui  aUgentui 


Mi,  woraus  dann  vermöge  I.,  weon  segleicb  aestelt  d  der  aoge* 
■eee  koneteote  Werth  4  geeetst  wird, 

 8SS  =^.«r  •«!  =  ;  


folst,  wieder  anter  der  Voraassct^ung,  dase^nacb  den  roliiegei 
Mereeiiningen  Air  o  der  Werth  1  eegenemmeii  wird. 

Kacb  dieeer  Inirsen  Betrachtei^  einiger  beetiiDmter  Differenz 
ihJe»  deren  Mntien  elcb  erst  später  heraasetelleo  wird,  soll  neo 
»iedsr  se  dem  eigentlieb  hier  au  behandelnden  Gegenstände  an* 
ffdgekehrt  werden. 

$.  ML 

B#»rftt«  in  §.9.  ist  darauf  hingen iesen  worden,  da«is  «lie  liat- 
in««tii>(hrn  Keilten  höherer  Ordnungen  stets  konverc^ent  sind, 
»it  aUeiiiiger  Aus>nahn»e  des  Falle»,  wenn  unter  den  Ciliedern  der 
Reibe  eine«  mit  dem  Nenner  0  hohaftel  v. »(kommt,  v n  \velchem 
letzteren  K.illo  hier  nicht  ueifer  gehandelt  /u  werden  braucht. 
l>€*»halli  kann  die  8uinnie  einer  jeden  ^tlU  ohl  endlichen,  als  auch 
«Handlichen  harMi»»nis(  heu  lieifie  einer  höheren  als  d**r  ersten 
Offiitung  ülets»  tluich  die  pen dhniich«*  Addition  einer  {;eh«»rigen 
Anrahl  ihrer  ersten  (iiieder  entweder  vollkojumen  genau, 
o^.f't  doch  n äh  e  r  u  n  £;  s  w ei  s e  so  u c  n  a u  ,  alü  man  et»  verlangen 
seftTfrden  werden.  Alb'in  dieses  Verrahrcn  ist  we!;nn  der 
lan^-atuen  Ahnahnie  der  (Glieder  hei  solchen  Reihen  nur  dann 
kicht  und  kurz  anslVihrhar ,  wenn  die  Anzahl  der  Clicder  eine 
endliche  und  zugleich  nirht  besonders  gross  ist  \  sobald 
^linjegen  jlicse  .Anzahl  bedeutend  gross  oder  car  nnend- 
Ikch  \s\xA,  gilt  hier  enr>/  da«  nämliche,  was  in  10.  l»Pzüglich 
der  lur  traten  Ordnung  gehörigen  harmODiscben  Reiben  angefahrt 
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frvri».  Bs  mlM cn  Malier  Iiier  ebati  solcbe  Unformuigf«  vorge- 
nommeii  w«rdea  wie  <ioft,  diirtb  welche  nen  in  den  Steod  geeetet 
werden  soll«  den  Werth  der  endlichen  oder  nnendtichen  Reihe  in 
eilen  Flllen  nlttelet  einer  mi sei  gen  Anseht  ihrer  Glieder  ned 
ohne  elbn  grosse  Weitliafigkett  dsrsusiellen. 

Zu  einer  solchen  Umforniun!^  gelangt  mnn  ganz  leicht  auf  dem 
in  §.86.  bezeichneten  Wege,  indem  man  die  (ileichuiif:  II.  des 
§.  10.,  woim  (Jarlii  a  alt»  veränderlich  betra<:ht('(  (r  —  l)iiial 

differenxirL   liiedurch  erhält  man  nämlich  unmitteibur 

nnd  wenn  hierin  aas  IV.  in  §.  84.  und  I.  in  §.  86.  die  Wertbe  sub- 

r— 1 

stitnirt  werdpn,  iiiul  ninti  ii!>crfifP,<58  durchgängig  mit  ( — 1)     .(r— 1)! 

dividirt,  ergibt  sieb  die  zu  dem  angeführten  Zwecke  taugiicbe 
Gleichung: 

und  bieraoa  ferner  durch  Versetzung  der  Glieder; 

•  1  1 


f.  91. 

Die  glicr^crweis e  Vergleicbung  der  eben  gefai|den#ft 
Formel  I.  mit  II.  in  {.  10.  beetitiget  schon  in  den  dieasfUl^^n 
•rAlen  Gliedern  dasjenige»  was  bereits  in  {.  3.  vorlinfg  beMrIit 
wavde»  BinUeh  daaa  den  barvealeebeo  Reihen  bUherer  Ordnon- 
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oicbt  eben  ao,  wie  diese  bei  jenen  der  ersten  Ordnung  der 
Fall  war,  etgentbfirolicbe  konstante  Zahlen  sngebr>ren,  dase  Yiel« 
■ebr  deren  Stelle  bei  den  höheren  Ordnungen  dnrch  die  Summen 
der  onendlichen  Reiben  selbst  vertreten  wird.  Der  gance  weitere 
Terlaof  der  Dntersuehnng  wird  die  gleiche  Stellvertretang  der 
karaM»nlseben  Konstanten  dnrch  die  Summen  der  unendlichen  bar* 
neniscben  Reihen  höherer  Ordnungen  xeigen.  Desshslb  ist  es 
«istdienswertb »  diese  Summen  in  der  Folge  bei  ihrem  hiufigen 
Vorkonmen  auch  durch  eine  möglichst  knrse  Benenn ang 
bcieicboen  sn  kOnnen,  wosn  biemit  der  Ausdruck.*  harmonl- 
sebe  Summen  gcwihlt  wird»  der  stets  nur  in  dem  eben  angc- 
gebeae«  Sinne  gehraucht  werden  soll. 

Geht  man  bei  fortschreitender  Vergleichung  der  beiden  vorbin 
bezeichneten  Formeln  auf  die  zweiten  Glieder  Ober,  so  seigt 
sieb,  dass  an  der  Stelle  des  in  §.10*  vorhandenen  transsen* 
deaten«  nämlich  logsrithmiscben,  Gliedes  in  $.90.  ein  al* 
gebraisehes  zum  Vorscheine  gekommen  Ist.  Hiezu  gesellt  sieh 
nocb  der  Umstand,  dass  auch  die  Gleichung  VI,  des  {.  9.,  welche 
bei  den  so  eben  mit  dem  Namen  der  harmonischen  Summen  he« 
legtctt  Reihen  als  Stellvertreterin  der  fOr  die  harmonischen  Kon* 
Staaten  geltenden  Formel  I.  des  {.  22.  angesehen  werden  kann, 
tiitht  eben  so  wie  diese  letztem  einen  Logarithmus  enthält.  Da 
mta  auf  solche  Art  keine  mit  einem  logarithmischen  Aus- 
drneke  behaftete  Gleichung  zwischen  harmonischen 
Sanmen  kennt,  dient  diess  zur  Erklärung  des  In  der  Folge 
nnianend  hervortretenden  Unterschiedes,  dass  die  Logarith- 
men weder  bei  der  Berechnung  der  harmonischen  Sora* 
mos,  noch  auch  bei  der  Summirnng  anderer  Reihen, 
welcWe  ausschliesslich  von  jenen  abhängen,  irgend 
einen  Eiofluss  besitzen,  während  sie  doch  bei  den  barnio- 
nrschen  Konstanten  und  den  Reihensummirungen  ^  die  sich  auf 
letztere  zurückführen  lassen,  eine  imhi  unwichtigt^  Ixolle  spielen. 

Die  fernere  vergleich  weise  Betrachtung  aller  auf  die  beiden 
ersten  noch  folgenden  Glieder  in  den  Formeln  I.  des  {.90.  und 
iL  des  }.  10.  gibt  sogleich  zu  erkennen,  dass  der  ganze  wei- 
tem Verlanf  der  unendlichen  Reihe  11.  In  {.  10.  nichts  anderes 
aei^  als  ein  besonderer  Fall  von  1.  in  {.90.,  der  daraus  hervor- 
gebt, wenn  darin  r=l  angenommen- wird.  Desshslb  müssen  die 
in  12.  angefBhrten  Bemerkungen  äber  die  Bescbsffenheit  und 
den  Gebrauch,  der  von  den  Formeln  des  §.  10.  gemacht  werden 
kaaa,  audi  dem  vollen  Umfange  nach  von  den  Formeln  des  {.  90. 
gellen,  ohne  dass  es  nOthig  sein  wird,  jene  hier  vollständig  su 
wiederholen.  Man  ist  demnaeh  Im  Stande,  mit  Hilfe  von 
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II.  in  §.  90.  den  Werth  eftier  jeden  barmoni«ehen  Summet 
and  sobald  diese  als  bekannt  voraus  gesetzt  werden 

darf»  durch  die  Formel  1.  auch  die  äummc  so  ge- 

11  au,  als  man  e»  verlangt,  ohne  allzu  grosse  Weitläu- 
figkeit  zu  bestianiieü,  welche  Werthe  auch  o,  d  und  r 
baben^  und  wi-e  gross  auch  n  sein  mOge. 


Die  eben  erklärte  oder  eigentlich  nur  angedeutete  Methode 
sur  Berechnung  der  harmonischen  Summen  für  bestininit  gege- 
bene Werthe  von  a  und  (J  ist  z\v;u  auch  dann  anirendhar,  wenn 
a  oder  d  irrationale  oder  komplexe  Zahlen  sein  sollten:  üie 
ist  jedoch  in  solchen  Füllen  wenii;  bequem  \>('L'en  der  daher  Stall 
findenden  Vcrmengnng  der  rationalen  und  irrationalen  oder  der 
reellen  und  imaginJiren  Bestandtheile  der  Formeln.  Um  die  erfor- 
derliehe Arbeit  etwas  7.u  verkffrzen,  lasserj  .-sich,  wenn  li  ai«i  ratio- 
nal oder  reell  angennmn>en  uir<I  und  entweder  n  —  uAy'ß  oder 
a^aAtß'i  ist,  auch  lür  die  harmonischen  Sunnnen  solche  For- 
meln aufstellen,  in  u eichen  die  rationalen  und  irrationalen,  oder 
die  reellen  und  imauiniiren  Glieder  von  einander  bereits  getrennt 
erscheinen  und  daher  aitth  abgesondert  herechnet  werden  können, 
wie  diess  in  den  §§.  13.  und  14.  (ür  die  harmonischen  Konstanten 
i»eleistet  worden  ist.  Man  braucht  zu  diesrm  liehufe  ntir  die 
Formeln  II.  und  \.  des  §.  13.,  wie  aucii  III.  und  IV.  des  ^j.  14  ,  ffir 
die  Veränderliche  a  oder,  was  auf  dassetbo  htnauskoninit,  für  die 
Veränderliche  «  (r — ]}mal  zu  differenziren.  Uiedurch  erhält  man 
sogteicb : 


und 


wo  N,  Q  die  nimtiebeB  Wertbe  bedevtmu  wie  si«  in 
{•  13k  ond  {.Ii.  angesetat  sieb  befinden. 

Durch  die  wirkliche  Ausführung;  der  hier  nur  angczeicten 
Uiflerenzirungen  werden  diese  l  urnielu  allerdijigs  etwas  Nveiliiiufig, 
ohne  ilfxss  jeduch  eine  andere  Schwierigkeit  dabei  Statt  üudet. 
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al«  die  LXnge  der  Arbeit  mit  «ich  bringt.  Dessbalb  kann  die 
weitere  Auseinandersetzung  um  so  fiiglicher  hier  übergangen  vrer 
de»,  aU  ohnehin  in  der  Folge  kein  besümmter  Gebrauch  davon 
j^macht  werden  soll. 


§.  1)3. 

Naih  flen  bisher  vortjononinieriLn  allgemeinen  Erörterunyen 
niüss  riuituH'fir  zur  uirlJiciien  BerpcfiniiDg  der  harniüfiischen  iSiiin- 
inen  für  bestimmte  VVerthe  von  n  und  d  überceijangen  und  dabei 
zugleich  (lahiti  getrachtet  werden,  die  gei^efiNeidL'en  Beziehungen 
kennen  zu  lernen,  welche  zwischen  den  harnioi)ti»chcn  Sunitiien 
'sowohl  untereinander,  als  auch  rnr»i,'Ii(:lier  \Veis:e  mit  den  üblicIiiMi 
analytischen  Füfflvtifjricu  in  abnlicbei  W Cis-c  Statt  finden  dwrlieu, 
«ie  (Hess  bei  den  liannonischen  K4)nstantori  der  Fall  war,  wobei 
jedoch,  um  jede  iriicnd  vcrmeidliebo  Weitläufigkeit  hinter»  zu  hal- 
ten, die  Berechnung  nur  auf  additive  ganze  Zahlen  a  und  d 
bescbriolct  bleiben  soll,  da  hieraus  ohnehin  die  harmoniachen 
Summen  für  alle  anderen  rationalen  Werthc  von  a  oder  d 
abgeleitet  werden  kuoneo.  - 

Uei  der  auT  solche  Art  beschrankten  Bcrechnfing  soll  dann 
senau  die  naiuliche  Ordnung  beubacbtet  uerden,  welche  in 
5.  30.  für  die  harinoniscberj  Konstanten  vorgeschrieben  »vnrde, 
ohtie  <iass  eg  uütbig  sein  wird,  das  dort  Gesagte  hier  nochmals 
zu  aiederholeo. 

Ferner  mu«s  auch  hier  auf  den  Unterschied  zwiachen  denje- 
nigen harmontachen  SumnieD»  deren  Werth  bei  Einhaltung  der 
eben  featgeaefxten  Ordnung  nicht  andere,  als  nor  durch  Hilfe  on- 
eedllcber  Reihen  berechnet  werden  kann,  und  jenen«  welche  eich 
entweder  analytisch  im  Sinne  des  §  63.  darstellen,  oder  auf  au* 
dere  Torher  bereits  berechnete  harmonische  Summen  aurCckfjih« 
rea  lassen,  anfmerkeam  gemacht  werden,  ßrstere  sollen  pri* 
nire,  die  letateren  aber  sekundSre  harmonische  Summen  he- 
naant  werden* 

Endlich  wird  man  ohne  ausführlichere  Erörterung  sehen,  dass 
bei  jeder  einseinen  DlÜerenz  nur  solche  harmonische  Summen 
ciMT  besonderen  Berechnung  bedürfen,  deren  Anfangszahlen 
tcleiner  als  die  Differenz  sind,  und  zugleich  mit  der  letzteren 
keinen  Faktor  gemeins chaftlich  haben,  weil  aus  den  eben 
Zeichneten  alte  übrigen  harmonischen  Summen  vermSge  der 
Fonaelii  des  {.  9.  ohne  Schwierigkeit  sich  ergeben. 
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$.  94. 

Wird  nun  mit  dem  einfachsten  Falle,  nSmIich  be- 
goDnen«  wobei  für  jede  Ordnung  r  nur  die  einzige  Suiume 

einer  bMondereo  Berechoutig  bedarf»  ee  kenn  BetHrlieb  veo  einer 
ZnrSekfQhroDg  auf  andere  harmonische  Summen  nicht  die  Rede 
«ein»  eendem  nnr  gefragt  werden,  ob  nnd  in  welchen  FUlen  man 
im  Stande  eel»  diese  barmontsehe  Summe  durch  die  fiblicheii 
Funkilonsformen  mittelst  eines  geschleesenen  Ausdrudtee  dar- 
anstellen? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  för  die  geraden  Ordnungen 
kann  die  Gleichung  I.  des  §.20.  dienen«  Setst  man  nimtich  darin 
assl-'d?  und  «2=1»  so  geht  sie  in 


C  *  C  s  ff cotang (1  — «)  « ss—  tc  cotang  tuc  , 


oder»  weil 
Ist,  In 


C=:  C  +1 
C  —  C  =;=  ^ — ff  cotang  sur. 


oder  endlich,  wenn  hierin  anstatt  cotangM  die  bekannte  Reihen- 
entwickelnog  gesetzt  wird.  In 

Aber.  Wird  nun  diese  Gleichung  (2r  — Ijroal  für  l-fo;,  oder,  was 
eloeriei  ist,  Tür  x  als  Veränderliche  dilferensirt,  se  ergibt  sieb 
daraus  nnmittelbar: 


felglidi  ist: 

^^^^  +2!(2r+2).(2r-ir'" 
4lC2r  +  4).(2r-l)!  *^+-—* 
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irmos  man  fir 

(1,1,* 

erhiüt 

Diese  Gleichung,  welche ,  wie  man  aieht,  die  merktTGrdigen 
xoerst  TOD  Jobann  Bern onl Ii  gefundenen  Summlrnngen  der  gera- 
den Potenzen  der  reaiproken  nalflrlichen  Zahlen  anedrückt»  letgt» 
dasa  der  Werth  der  harmonischen  Somme  B  Ittr  jede  gerade 

Ordnnng  r  analytiacb  mit  Hilfe  von  »  und  der  Bernoulli'achen 
Zahlen  y  welche  hekanntlicb  rationale  BrOche  aiod,  eich  daratellen 
baae,  und  daher    5    jederzeit  eine  aekondlre  harmonioche 


Somme  ael. 


(Iii)*' 


Leider  iat  man  weder  auf  dem  vorhergehend  betretenen,  noch 
auf  irgend  einem  anderen  Wege  bisher  im  Stande  geireaen,  auch 
die  nngeraden  l'otensen  der  reziproken  natQrlichen  Zahlen  oder 
in  der  hier  eingeführten  Bezeichnung  die  Werthe  von     <S  eben« 

lalta  analytiacb  aoszudrfickcn,  aondern  dieselben  können  nur  mit 
Hilfe  von  unendlichen  Reihen,  wie  z.  B.  die  in  {.  90.  angeAlhrten, 
berechnet,  und  aomit  ninaa    iS    atetsala  primSre  harmonische 

Somme  angeaeben  werden. 

Die  n  um  er  ISO bo  Berechnung  der  Werthe  von    S  ,  «otvohi 

filr  gerade  als  für  ungerade  r,  hat  Cuter  bis  IG,  dann  Le- 
gendre  bis  r=J5  aus^eföhrt,  letzterer  auf  16  Dezimalstellen,  wo- 
bei er  zugleich  einige  bei  Euler  unterlaufene  Verstösse  verbessert 
hat.  Oetti  ri'jrer  bat  diese  l\cc}inun<»  bis  r  =  40  in  16  und  zuweilen 
noch  mehreren  i>eziniai»^teilen  aus«;eilefint.  Uemnadi  küiiuen  diese 
Werthe  zu  jedem  davon  zu  niacbentleu  Gebraucbe  mit  mehr  als 
hinreichender  Genauigkeit  für  bekannt  angenommen  werdeji,  ohne 
den  äcbon  bekannten  Rechnungen  irgend  etivas  Neues  hinzufügen 
2u  müssen.  Da  übrigens  hier  in  der  Folge  bei  den  einzelnen 
Rechnungen  überhaupt  nicht  weiter,  als  big  einschliesslich  der 
▼ierten  Ordnung  der  harnionischen  Summen,  vorgeschritten  wer« 
deo  soU,  mögen  der  VoUatändigkeit  wegen  die  Werthe  von  •$ 

Uli/ 

bis  rss-d  hier  noch  Platz  finden.   Es  ist  nSmllcb: 
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S  =  ?5»iL'  =  ?  =  1,044934066848  22G4, 

5  =s  l;20205ay031595943, 

S  ==:?J^^==:.''*  =  1,0850232837111382. 


95. 

Im  zweiten  Falle,  wenn  d=2  angenommen  wird,  ist  in  Folge 
des  in  §.  93.  Gesagten  für  jede  Ordnung  nur  die  einzige  Summe 
S  besondere  so  beetiiDineD.  Zu  diesem  ßehafe  ergibt  sieb  «u« 

(II«)*" 

der  Gleichung  VI.  des  $.9.»  wenn  darin  a=],  <^=2  und  n  =  2 
gesetzt  wird» 

S  +  5  =  Ä  , 

(H*/      («12/  (111/ 

froraoe 

{\\if     {\\\f     {ixtf  (»l»)*" 

oder 

dlt/  (111/ 

folgt. 

Mao  siebt,  dass  die  harmonischen  Suromen    S   in  allen  Fäl- 

len  sekundär  sind,  mag  r  gerade  oder  ungerade  seio,  weil  sie 
stets  auf  iS  sarfickgefährt  werden  kOooen.  In  dem  besoaderea 
(i|i/ 

Falle,  weon  der  Ordonngaexpenent  gerade  sein  sollte,  kana  ia 
I.  noch  ferner  2r  anstatt  r  geaetxt,  und  dann  anetatt    S  der 

(III)*' 

Wertb  ans  I.  In  {.  94.  eabatitnirt  werden.  Dadurch  erhÜt  mutt 


woraus  man  sieht,  dass  anch  diese  fiannonischcn  Summen  Biit 
Hilfe  von  n  und  der  Beruuuiii  äciico  Zahlen  analytisch  sieb 
ausdrücken  lassen. 

Noch  ▼eidient  biet  bemerkt  sa  werden«  daae  die  eben  getan- 
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ime  SlaiiiiMiirormel  aitcli  atif  einem  anderen  1/Vege»  nnabhKngig 
fM  I.  in  {.  94.,  bitte  abgeleitet  werden  k&nnen«  betst  man  nim* 
Kch  in  IL  des  {.  87.  asl  nnd  ii=:2,  se  ergibt  aieh: 

^  8«^>cotaflg^ 

p»*:  PID*'  '•^^'^ 


ud  folglich  iat 


an 


0'»^*  cotang 


Mlfr  der  Voraossetzunp,  dass  hier  nnrl»  Aiisffihnin»,'  der  Diffe- 
rtitzlrongen  för  a  der  Werth  1  angenommen  wird.  Unter  der 
Ulticbea  Bedingung  lat  aber  vermöge  II.  in  §.89.: 


yr-icetangy  (yr-i)|r,a^t 

  trarden»  wie  nnr  in  der  unmittelbar  vorhergehenden 

QyUeng  aubetitnirt  an  werden  branebt,  nm  aeglakb  obige  Fer* 
■d  iL  an  erballen. 

Für  die  drei  niedrigsten  Ordnungen  6ndet  man,  wenn  in  II.  r=I 
oiid  r=*i,  bingegeo  io  I.  r=3  angenommeo  wirds 

^  =^^"1^1,?'-=—  =1.2337005501361608, 
=-C^^i^=;^      SS  1^1467803  lAMltttL 


«.Ml 

Fir  die  Differcns  iiss3  aiflaeen  nach  {.  93.  die  awei  ^nmroeo 
B         S    beetlninit  werden.  Zn  dienen  Zweeiie  erh«lt  man 

a«  VL  in  ft.  9.,  wenn  darin  a;=l»  d=i\  nnd  »1=3  geaetst  wird, 

^  +   5  +  ^  »  ^  . 

apf   ßvf  ünf 


TMixun.  ti 
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ßl9f   fr.if    (i.tf  Oi«)' 

oder 

I.     S        S  =         .  5 

folgt.  Wird  nun  soorst  hierin  2r  anetattr  und  denii  ooeh  ferner 
anstatt    iS    der  Werth  aus  1.  in  {.  94«  «nhatitoirt«  ao  hat  nmm 

(III)*' 

(ÜT  die  geraden  Ordaangen: 


Ferner  ergibt  aoeb  die  Gleicboag  II.  daa  fi.  S7.»  weon  darin 
assl,  d  =3  geaatat  irirds 

unter  der  Bedingung,  das«  darin  zuletzt  a  =  I  angcnonmea  wird, 
Dardi  die  Vergleidiung  dieser  beiden  Werthe  vurd  «an 
den  bemerkanawerthen  ScUnaae  berechtigt,  daaa  fOr  «  s  l 


a«r-*cotangy  at>wa(yr_j)g,^»^a 

aeln  nflaaa»  bma  wird  jedach  bledortb  nicht  in  den  Staad  geaetst, 
jede  der  swel  harmoniachen  Snmmen    S    und    S  ahgaaondert 

beatimmen  sa  fcOanaa.  Deaahalb  lanaa  die  eine  Ton  ihnen,  nim* 
lieh  8    ,  ala  eine  primire  anerkannt  werden,  derea  Werth  mmm 

nur  mittelst  einer  unendliclicn  Reibe  zu  berechnen  rermag,  dl« 
aadere hingegen i«t eine  seicundfire,  welche dareh  die  Glelcbnoy 


II      K   ^V'-H^-^)ßrn^-^  ^ 


aof  die  |»riinire    8    aurilekgeAIhrt  werden  kann. 

Wird  zweitena  der  Ordnongaexponent  als  ungerade  ange 
noaiineo,  and  dafür  2r  -f  1  gesetzt,  so  gebt  die  (>leichung  I.  in 

3«r  1 1  _  I 

S  S      =:  — ^Jrrr—  .  Ä 
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uLcfi   reiit«r  ergibt  sich  au>  iU.  in  ^.  87.: 

wm  in  dnn  Oiflmiixiate  «uletxt  a=l  gcsefsl  werden  muss. 

A'j«  diesen  zwei  Gleichungen  erhilt  man  «ogleieh: 


Demancli  eind  dieee  laarnioQi«ciien  Suniinen  beide  selinndir, 
Ihre  Werf  he  nef  die  primfife  Svmme  sich  teriick* 


•lelit  Meiittet  das«  der  Torzui^,  welcher  be!  den  Diflfe- 
1  snd  3  den  geraden  Ordnungen  \oi  den  ungeraden 
sogekeMMeo  ist,  daaa  nimlicti  die  erstcmn  Summen  analy lisch 
»Mgiidildkt  weiden  IcOnnen,  nicht  aber  die  letzteren,  bei  der  Dif* 
fortaB  S  nidit  ferner  Statt  findet.  Hiebei  sind  vielmehr  beide 
£eee  AMbelkingen  Yon  Urdnnngeo  Tolllcommeii  einander  gleicli 
gaMlen«  indem  jede  zur  Differenz  3  geliurige  Summe  entiveder 
mIM  diie  (irimäre  i^t»  oder  doch  die  Kenntniaa  einer  anderen 
to  ihrer  Berechnun';  erfordert. 


Man  %vird  Gelegenheit  finden,  die  i;leicbe  Ueoliaclitang  aucb 
bei  den  ferner  in  Betracht  in  siehenden  grosseren  Differensen 
•keefslie  nniosteilen,  «vas  hier  vorläufig  nnr  angemerkt  wird»  o» 
e^ilefMi  niebt  nochmals  darauf  sorGckkommen  so  inaseen. 

Für  die  kleinsten  Ordnungen  2,  3,  4  findet  man,  wenn  in  I. 
r=:  I  und  r=  J,  in  III.  und  IV.  r  =  l  geä«tx.t,  utal  £u^Ieich  bcmerlct 
wird,  das»  vermöge     68.  lur  o  =  1 

ö»cotanR  3-     ^,  2      8^n  3 

— a? — =p«+')-4^=-ir- 

iot,  foigeud«  DUiiiericieho  Werths  1 


I 

L  _ 
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5              5  -0,340430601039fi576, 

Ä  ss'^.  S  =1,0207800444333631, 

(i|3)»      27  (in)»  3MJ 

5  ssl£.  5  =.0,1307562326882832, 

(S|s>*     27  (1,1)«  SM3 

Ä  =  '     1,0044  934476787301, 

^  »0,0644677688014064. 


fi.  07. 

Bei  der  Dillereog  i£  ss  4  sind  gieicbfells  nar  swei  faermosieclw 
Sommen,  nftmlicb    S  ood    i$  ,  beeonder«  sn  berecbnee,  wosu 

Hilf  mtf 

•icb  aus  VI.  in  $.9.,  irenn  darin  a  — I,  i2s2,  »»2  angeDem-* 
men  wird,  im  allgemeineo  die  Gleicheng 

mif    mf  (»1«)'' 

ergibt*  Für  Hie  geraden  Ordnungen  insbesondere  erhält  man 
daraus,  uenn  2r  anntatC  r  und  dann  aae  $.96«  II.  der  Werth  «nb- 
efitotrt  wird, 

S  +  S  =  ^^^.ril^L'El^ 

(H4)*'     (314)«'  ^•<*-^>' 

riebet  der  eben  gefandenen  erbült  man  ane  II.  in  (.  86.  noch  dlm 
fernere  Gleichung 

^  0^-*cotang^ 

wenn  darin  anletat  asl  geeetst  wird.  Aue  diesen  iwei  Glei- 
ebnngen  felgt  swar,  das«  fttr  assl 

4.C-^-l)T      dtt^-i      —  2.(2r>l 
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«eiii  milsse,  ivas  mit  «lern  in  Cj.  Hll.  III.  ^efuiuienen  IJesultatc  voll- 
koniinen  fibereinslnmnt,  man  ist  jedoch  »»cht  im  8(ande,  fiiornijs 
die  beiden  barniouiöcheo  «Summen    S    und         abgesondert  zu 

(l!4)**'  (3:4)*'' 

bestimmen.  Demnach,  da  eine  weitere  von  die^jcn  wesentlich  ver- 
schiedene (»leichuDg  nicht  helcannt  lüt,  niui>i»     iS     als  eine  pri* 

•Sra  fcamoniseha  Samni«  betrachtet  «rerden«  woraue  dano  S 
üm  aekaDdir  darcb  die  Gleidroag 

Imcht  gefunden  wird. 

Für  die  on geraden  Ordaangea  gebt  die  eUge  Gleichung  t., 
wenn  darin  2r-|-l  anstatt  r  ood  dann  feroer  ana  1»  in  {.96.  der 
Werth  geeetat  nrird«  In 

9km,  Hlezo  hemmt  ana  III.  In  i*  87.  OBr  e    t ,  d^sA  die  fer* 
Gleleheng 

^      ö«r  cotang  ^ 

darin  aetetat  essl  angenemmen  wird.  Uoter  der  nXmIiehen 
Vetamaatliaog  iat  aber  vermOge  IlL  In  f.  80. 

atreetang'-^''  „2r 
Sil?       =  .22?-^ 

eefunden  worden,  dnrcb  weiche  Substitution  die  letzte  Gleicbang 
sich  in 

 .Er 

.J^' mJ^~  ^'"''■^^^ 

«r#rwandelt.  Aus  diesier  und  der  nftcbst  vorb ergebenden  (ileicbuog 
«akitt  aaa  demaacb: 
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Für  tüe  kleinslen  Ordnungen  '2,  3,  4  «rgelicn  «ich  durch  wirk- 
li«lie  lierechnuog  l'oigeode  UesuUate: 

o  (>!♦)• 

S  5  -^=0,0414268-220026378. 

Ol«)»     10  ciH)«  04 

S  =  =1,0018112916726487, 

(114)* 

5  5  r=0,0128667ad03l$434. 

(314)*  (Ii4)« 


$.  98. 

Es  Ist  einleacfitond«  dass  roaii  durch  iTeiteres  FortschrelfoD 
auf  dem  bisher  betretenen  Wege  albililig  auch  Ittr  alle  grosse- 
ren Differensen  die  Wertbe  der  sugchürigen  harmoiii^chea  Som- 
iiien,  ihOgen  alc  nnn  prlmSre  eder  aeknndfire  schi,  bestianmen  and 
die  «wischen  denselben  Statt  findenden  ireebselseltigeo  Beste» 
bangen,  so  weit  sie  aus  den  bisher  beliannten  Gleichungen  sieb 
atileiten  lassen,  aofRnden  kfinne.  Hier  mag  es  jedoch  genOgent 
stt  den  bereite  auffgeführten  Rechnnngen  noch  die  Belrachtong 
der  sur  Olflerens  0  gehörigen  harmonischen  Summen  hinsit  «y 
fligea,  hauptPilchllch  aus  dem  Grunde,  ireil  die  Kenntniss  dersel- 
ben notbwendig  Ist,  nm  auch  solche  Reihen  behandeln  au  ki»iinei», 
die  «war  racksicbtlicb  der  numerischen  Wertbe  ihrer  Glieder 
nach  der  Differena  3  fortschreiten,  aber  wegen  Abweeheinng 
der  Vorseichen  der  letateren  eigentlich  aar  DIferena  6  gebo- 
ren. Auch  wird  sich  aeigen«  dase  bei  dieser  Differens  ohDehttt 
keine  neue  prImIre  Summe  an  den  frfiheren  binau  kommt 

Ffir  r^^6  bctlürfeii  nur  die  beiden  harmonischen  Summen 
und   S  einer  eigenen  Bereclmung.    Uietu  erhfill  man  aus 

VI.  in  {.9.  die  Gleichungen: 
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S       8  ^  S  und 

mf  mf   im*        ^m*  mi* 

3M  tielcbeo  «sogleich 

5  =  <S  —  «S  —  »S  —  S 

m''    m""    w«)'    (»»3)''  (2|3)*' 

■»4 

Ä  SS   Ä  —    j9  SS  4$    ""S«'  ^ 
««)''     W)'     (»!•)'     PP)*"  tiP)' 

f^efusden  wird.  Werden  nun  liicrin  die  ger.ideri  und  ungeraden 
Ordnungen  von  einander  nnterschieden  und  zugleich  ans  ^,  96. 
MMgUtt    S     und  die  Wtrtbe  «ubstituirt,  £o  Migt  skli« 

diw  für  die  geraden  OrdDungeoi 

II        C  _  '2^^-^  (3^^-  I)  Brn^     (-2^  ^  1) 

ftr  dir  ■Myeraden  Ordomigeti  bing6|t6ii: 

mit  W  aiber  ntcti  Verricbteler  Oifferenzirnn«;  noch  n  =  ]  angc- 
■  Verden  miMis.  Vür  die  drei  elnfacbateii  FfiJle  iiidet  im» 
AiMiiwig  der  Redmongen  t 

^  =i  Ä  J^25353W63794, 

AMD*     «  (MI).»  27 

<8  »1^—2-  =0,05^973475557715, 


-Ä  „g.- W  -  W»'»"»"»"». 
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5  =1^.  5  -T^  =  1,0004642141286422, 

(i|f)«     10  145tf 

S  S  e0,00168602am4fiS7. 


{.  99. 

Durch  Euler*B  ond  Legeiidre's  Beroflhnngen  bM^  vrle 
bereits  in  §.  94.  envähnt  wurde,  die  Werthe  der  Summen  i$  , 

und  auch  jene  von   S    bis  tu  sebr  hohen  Ordnungen  mit  einer 

siim  wirklichen  Gebrauche  mehr  als  hinlän(;tichen  («enauigiceit  be- 
kannt. Diene  Werthe  sollen  nun  sunSchst  dazu  benutzt  werden, 
nm  gewisse  tihi  den  Truher  gefundenen  veracbiedene  Reihen  auf- 
aastellen,  welche  bei  der  Berechnung  sowohl  der  harmoniachea 
Konstanten,  als  auch  der  harmonischen  Sammen  mit  Motten  an» 
gewendet  werden  JcSnnen» 

Ans  der  Gleichung  I.  des  {.85.  erhilt  man,  wenn  darin  a^x 
anstatt  a  angenommen  wird, 

woran  flir  «asO 


er  c 


^^(-lYM.  S 


folgt.  Settt  man  nun  hierin  anstatt  r  nach  und  nach  I,  2,  3,  4..... 
Qod  snbstituirt  die  biednrch  tum  Vorsehein  kommenden  Wertfie 
in  der  Maclanrin'schen  Reihe,  wenn  darin  /^s  C  aod  daher 

fOsz  C  angenommen  wird,  so  ergibt  sich: 

I,      C  =  C—  ^?  .a:  I        .a:«—  Ä  .af»+  Ä  .js*— .... 
mi^»\4     «Id     l«HO»         («Idj»  {m{4)* 

Doreh  diese  Reihe  Ist  man  nnter  der  VorauMetsong  ihrer 
Konvergens  offenbar  im  Stande,  den  Worth  too  C  bu  bereiehiien. 

sobald  sowohl  C  ,  als  auch  die  harmouischen  Summen   i$  ,    5  . 

S  als  bereits  bekannt  angenommen  werdep  dOrfen«  Diese 
t«|rf)* 
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(etzlere  Bedingung  würde  zwar  im  allgemeinen  Fphr  mühsam  zu 
eriiiilen  sein,  nach  dem  früher  (iesagten  ist  sie  ;il)er  in  den  bei- 
den Fällen  bereits  erfüllt,  wenn  entweder  a  —  \  und  r/  — 1,  oder 
'7=1  und  iJ—^  i^t.  Für  diese  eiozeioen  Fäile  bat  man  daher 
die  besonderen  Formeln 

II.  C  =  C—  S         S  S  .<a?>+  S  .^r*— .... 

i{i   aii)»      aiD»  (iji)* 

utiii  ' 

III.  C  =C^  S  .ar+  5  S  .ar»+  S  .ä*--.... 

l+xi«       11«      (11«}«  (1|S)* 

In  diesen»  ihrer  Form  oaeh  huebst  einfaeheo»  Reihen  mnd 
alle  darin  voTliommenden  lieBtiminteD  Zahlen  bia  auf  16  Deiimal* 
»teilen  bereits  bereebnet  und  JcHnnten,  wenn  ea  Terlangt  werden 
•ollCe,  ohne  allao  groaae  Mflbe  aaeb  noch  weiter  genau  gefunden 
werden;  dberdiesa  lton?er|>!ren  nie  offenbar  stete,  sobald  ist, 
und  svrar  desto  raacber,  je  kleiner  x  angenommen  wird.  Sie 
kvnneit  daher  zur  Bereeboong  Ton  C  oder  C  eigentlich  immer 

lfx|l  l+i|2 

gebraucht  >rerden,  wenn  ^  <  1  ist,  mit  einiger  Bequemlichkeit  je« 
doch  Qur  dann,  trenn  x  den  Werth  ^  nicht  übersteigt,  weil  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Abnahme  der  Glieder  rascher  vor  sieb 
j^ebt,  als  bei  einer  geometrischen  Progression  mit  dem  Quotien- 
ten 1. 

Es  wild  hnid  gezeigt  werden,  dass  jede  der  beiden  Reihen 
II.  oder  Ul.,  obgleich  «ie  nur  einzelne  FSlIe  ausdrücken,  dennoch 
die  Stelle  der  weit  umfassenderen  Formel  1.  \(iilkommen  zu  ver- 
treten vermag,  ohne  da«j«  es  dabei  noth wendig  ist,  für  x  einen 
grosseren  Werth  als  \  an/nnehmen.  De^i^hall)  dürfte  es  wohl  die 
Mfibe  lohnen,  den  Gebrauch  jener  Reihen  etwas  nriher  zu  unter- 
^üchen.  und  insbesondere  einige  Uiilsniitlcl  anzuheben,  durch 
^velcbe  dabei  die  Kaschheit  der  Konvergenz  erbübt  werden  kanu. 

$.  100. 

Zu  dem  eben  aosgesproebenen  Zwecke  iJEsst  sieb  aonSchst 
dns  nSmliehe  Verfahren  anwenden,  dessen  sieb  Legendre  M 
den  Reibeo  für  die  too  ihm  betrachteteD  Funktionen  IDi  be* 
dient  hat 

Setzt  man  in  den  Reihen  11.  und  Iii.  des  §.  99.  zuerst  — ae 
anstatt  :r,  so  geben  dieselben  in 

C  —C-^  S  .ar+  S  S  S  .«•+.^. 

u^ii    im  aw*      im*       m*  («i»>* 

11  • 
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UDd 

ii«  dl«)*      m*      t^w*  **w 

über,  und  weun  hiervou  die  früheren  Reihe»  abgezogen  werden, 
erb&lt  man : 

and 

C  -  C  =2[  5  .««f  ^  •*•+  Ä 

Man  ist  aber,  wie  bereit«  in  §.  94.  gezeigt  wurde, 

'  C        C  =i — sicotang;ru:, 

and  auch  vermöge  $.  26.: 

n  <  I  —  v )  w     n  nx 

C  ^  C  =:öCotang^ — 3 — »ataag-ö-» 

folglicb  hat  iDan: 

- 

und 

(Ii»}»  (»!*)•  *  * 

Durch  die  Ssbatitation  dieser  Werthe  in  II.  und  III.  den 
}.09.  ergeben  sich  aogleicb  die  neuen  Formeln: 

1.     C  =C— i  +  ScotamraMf  f  S  S  .x^^  S  .jfi  \-  — 

i+iji   iji  2      ^  diu*  ixw 

und 

II.     C  =C-5*«ok¥+  •'^  •^'+  .0:^...., 
Ii»    4        3  (11«)» 

in  welchen,  wie  man  sieht«  nur  dif  geraden  Pöteiiaen  von  t  in 
deo  entwickelten  Gliedern  verkommen,  wesshaib  von  den  lef^terey 
nor  die  HKlfte  der  früheren  Anzahl  oetb wendig  ist,  um  eioerlel 
Genaolgkelt  der  Rechnnng  so  erhalten. 

§.  JOl. 

Die  Abnahme  der  Glieder  in  den  Rethen  eewehl  des  j.  90., 
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«m  h  clei<  lUO.  knm\  not  Ii  dadurch  bedeutend  befördert  wer- 
ffpn.  niun  hei  jeder  eiiizeliteii  von  den  barmunischen  Sum- 

um       ,  .S  ,    tV        und    S  ,  S  ,  S        das  «rate  Glied 

fl  l!*    'Ifl)*    (I  1)"*  fl|2)*  (1|2)' 

dfrj»elheii,  ivtlthes  überall  ]  Ist,  absondert,  und  die  vermöge  die- 
ser Ahj»oiiderun^  entspringenden  Glieder,  die  zusammen  genonuneo 
eine  eeometrische  Progression  ausniathen,  bet^onder«}  eunmikL 
Aul  diese  Art  erhält  man  aus  II.  und  III.  de»  {.99.: 

I.     C  =C— ,4  ^  'S  Ä  5  — 

Hwi     i{i     l+X    (III)»  (t|t)« 


ff.     C  =  C  — r-f  Ä  5  i$  .**-»-  Ä  .a:*— 

l^-*t       1;«      1  +  X      (31«)»  (Sr«)»  dW*  (S|«)* 

aw  I.  wd  II.  dm  $.  100.  hingegeo  fotgtt 


Ä  .**+••.., 

if»*      i;*    4      "2      I  — JT*  (3|i)»  Ol»)' 

Uiff  lii>innieii  «war  durchgängig  die  nSmlichen  Potenzen  von 
M  Wi  wie  in  den  enteprechttiiden  Reihen  der  99.  und  100., 
hingegen  die  KoefTizlenten  jener  Potenzen  sind  hier  betrSchtlich 
kletecr  al«  vnrherf  und  nehmen  flSr  «ich  albin  betrachtet  schneller 
ab,  in  einer  'jnnTnetrIechen  Progression,  deren  Quotient  bei  1.  4» 
bmi  II.  I,  bcM  III.  l  und  bei  IV.  l  beträgt,  durch  iTelchen  Uro- 
sfBMi  eliiMbiii  bereitn  dorch  die  Wertbe  ▼on  x  herbetgefiUirto 
KMwrgms  weit  mcher  gemacht  wird« 


(.  103. 

Bei  Betrachtung  des  im  N  orher''.cIienden  angewendeten  Ab- 
iooderungsverfahrens  wird  man  uohl  sch\vrrlirh  zu  übersehen  im 
9fande  sein,  dass  in  der  gleichen  Wei«*f»  imk  Ii  ferner  fortgeschrif- 
Vt»  werden  könne,  indem  man  hei  jeder  <  in/»  In*  n  harmonis<  f)on 
Ssfliaie  auch  z"  <m  oder  heliehiti  mohrer  o,  intr  stets  durch- 
rtnwig  ni  ülficher  Anzahl,  ihrer  ersten  lilitder  \  nn  den  übri- 
e^n  trennt,  und  fftp  ahgesondcrlcn  (Glieder  als  L^eonnfrtKfhe 
Pregye— l»»en  «immirt  Dadürcb  erbäit  man  neue  Beibeo,  bei  wel* 
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chen  (iiü  Kopflizietitc  II  der  Potciizca  von  x  noch  kleiner  ausfallen 
als  vorher,  und  zw  ar  desto  rascher  ahnehnicn,  je  mehrere  Glieder 
man  nnf  solche  Art  abgesondert  behandelt.  Da  jedoch  die  Auf* 
isteliuiit;  (IcM  l>t;/ü'j;lichen  Formeln  nicht  die  geringste  Schwierig- 
keit daibiclet,  diirJto  es  wohl  überflüssig  sein,  in  eine  weitläufigere 
Auseinandersetzitiiü;  hierüber  einzugehen,  sondern  vielmehr  die 
eben  gegebene  Ariiicutung  vollkommen  geniigen.  Nur  soll  noch 
der  ünistaiul  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  man  bei  der 
gezeigten  1  reniiung  der  Glieder  auch  bis  an  ihre  äusserste  Granze 
vorgehen,  d.  h.,  die  säm  ni  tl  i  c  h  en  einzelnen  Glieder  aller  har- 
monischen Summen  von  einander  sondern  und  ilanfi  \Aieder  dieje- 
nigen aus  ihnen,  welche  die  Potenzen  von  einerlei  Zahl  im  Nen- 
ner enthalten,  zusamnien  nehmen  und  als  unendiicht'  geometrische 
Progressionen  siimmiren  könne.  Auf  diese  Art  konnnen  aus  den 
Reihen  II.  und  III.  des  §.  9U.  und  aus  I.  und  11.  des  100.  fol- 
gende Formeln  zum  V  or&cbeiüc: 


X  X  X  X  X 

.  }   .    X*     .       X*        ,  X* 

^ 


IIL     C  =  C  +  2^oUngnx--~^'¥iZ.^^^^-^f:z^^ 


Die^e  Reihen  besltsen  die  bemerkeDSvrertha  Eigenscbalt,  das« 
aie  nicht  nur  dann  koo?ergiren,  wenn  x  Meiner  let  ale  1,  sondern 
auch  (iHr  jeden  anderen  Werth  von  x,  wenn  nor  diejenigen  dnvon 
auageschlossrn  bleiben,  für  welche  der  Nenner  eines  der  rotkon- 
menden  Brüche  gleich  0  wird. 

Von  den  hier  aut  anderem  Wege'gefundenen  Keiben  1.  und  II. 
wird  man  sich  leicht  überzeugen,  dass  sie  eigentlich  mir  beson- 
dere Fälle  d  er  Formel  Hl.  des  §.25.  «eien,  die  sogleich  darau8 
hervorgehen,  wenn  uiun  q  —  \\x  und  entweder  d—\  oder  d=2 
annimmt 


{.  103. 

BÜt  Hilfe  der  in  Vefhergebenden  aufgefttellten  Reihen  tür 
C  ,  Qod  eben  so  auch  jener  Rir  C  ist  mn  im  Stmde.  die 
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Weitbe  der  harmonischen  KoiistaiUen    C  für  alle  reellen  Zah* 

ien  a  und  d  in  der  Regel  etwas  bequemer  zu  berechnen,  als  es 
dorcb  die  Formel  III.  des  §.  10.  gesebehen  kann.  Um  biebei  oieht 
weitliiifiger  als  nOthig  zu  werden»  wird  ea  biareicbend  aeio»  die 
amgesprocbene  Behauptung  nur  rflekaichtlicb  der  Reihen  fOr  C 

l+jcH 

wirfelicli  nachzuweisen,  da  diese  letzforf  it  zum  (iohrauehe  voll- 
kommen genüiren,  und  man  dnraus  leicht  entnehmen    wird,  auf« 
welche  Weise  die  gleiche  Folgerung  auch  auf  die  Heibeu  ffir 
C  sieb  ausdehnen  lasse* 

Durch  die  für  C  gefundenen   Entwicklungen   lassen  sich 

alMiDgs  oor  solche  harmonische  Konstanten  C  an  mittel  bar 

•I* 

berechnen^  bei  welchen  ii=:l  ist;  Oberdiess  muss,  damit  die  Aua« 
fiibrung  der  Rechnung  nicht  zu  sehr  zeitraubend  werde,  der  nu* 
roerische  Werth  von  x  nicht  grösser  als  folglich  x  zwischen 
den  Grinsen  — \  und  -W^  und  daher  q^\\x  zwischen  \  und  \ 
cQthaiten  sein.  Ea  ist  aber  leicht  au  sehen,  daas  jede  harmoni« 
sehe  Konstante,  welche  den  eben  aufgezShIten  zwei  Bedingnogen 
Mdtt  gleichzeitig  entapricht,  ohne  Schwierigkeit  aof  eine  andere 
zorfickgeföhrt  werden  könne»  bei  welcher  die  gedachten  Bedln- 
gsagea  wirklich  eintreffen.  Denn  erstlich  vermag  man  mittelst 
der  Gleickang 

1.    C-=\.  C 

a\d  da 

jede  harmonische  Konstante,  deren  Difieieiiz  von  I  verschieden 
sein  sollte,  sogleich  auf  eine  andere  zu  bringen ,  deren  Differenz 
i  ist. 

^  

Ferner  bat  man  vermSge  der  Formel  I.  des  §.  19.,  wenn  darin 
^^I  and     m  anstatt  m  gesetzt  wird, 

c  SS  c  +ir, 

oder  vermöge  der  in      8.  festgesetzten  Bedeutung  subtraktiver 
Wertbe  von  m: 

II.  c==  c  -  S  , 
«ii  «-«11  «-«ji 

rii  jede  beliebip^e  ganze,  übrigens  additive  oder  subtraktive, 
^abl  bedeuten  kann.  Hier  ist  man  offenbar,  sobald  a  nicht 
2)vischen  den  Gränzen  i  und  4  liegen  sollte,  stets  im  Stande^  m 
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«o  atMiuH-Slileii»  ihm  o«-*fii  tvHaelMit  «be»  diesen  Grftinen  ciC* 
halten  Ist,  and  auf  solche  Art  die  Konstante  C  aof  die  andere 

all 

C  siirfiei^aDfflbreti»  bei  welcher  letaterea  die  frfiber  verlangten 

a-m\\ 

lietiiiiguiigen  vAirklich  zugleich  erfüllt  sind. 

Diese  beiden  einfachen  Gleichungen  genügen  demnach ,  um 
die  Anweodang  der  gefundenen  Reiben  fiir  C  bei  Berecbouna 

der  harnioniseben  Konstanten  aneb  In  allen  jenen  Falten  we»i||- 
stens  mittelbar  möglich  sa  machen »  In  welchen  diese,  wie  1^ 
her  gesagt  %vurde,  nnmittdliar  niebt  geschehen  könnte »  weil  ent- 
weder die  Differena  von  1  verschieden  Ist,  oder  die  Anfangstahl 
ausser  den  GrXttcen  \  nnd  j  liegt. 

Hiehei  ist  ps  ausführbar,  und  ^vird  «ich  auch  buld  als  nütz- 
lich erueisfn,  die  so  eheo  fiJr  die  Anlafi«;szahl  ff  ffst^psefzteii 
(iräfiirn  iif)ch  mehr  zu  verengen,  und  «ie  auf  die  Ha)  Tie  dei« 
ancegelitiK^n  Intervalles  zu  he«rhr?inl%en.  Denn  atis  der  bereite» 
wiederholt  zur  Anivendung  geicomnienen  Gleichung 

1 

C  —  C  =  » cotans  nx 

ergibt  sich,  wenn  darin  —  a,  mithin  I— und  l^jr 

=  *i  —  o  gesetzt  wird, 

III.    C  =  C  +  r- —  +  »cofanga;!. 
«|t     a~«|i  I— •« 

Snh.ild  mm  a  zwischen  den  Gränzen  \,  und  1  liegt,  iitus9 
offenbar  "1— o  zwi»«  hen  •  und  1  enthalten  «?ein,  und  umecfcchrt, 
wenn  a  jn\ischen  den  /uletat  bezeichneten  («ränaen  einge><hi<>ss»en 
ist,  wird  2  —  a  /.vvi^clK«n  den  ersteren  gelegen  sein.  Wie  man 
sieht,  folgt  vermöge  dieser  Gleichung  aus  einer  jeden  liarnionischei» 
Konstante,  deren  DiÜirenz  gleich  1  ist  und  deren  Anfangszahf 
in  der  einen  Hälfte  des  früheren  Intervalles  liegt,  sojileich  eine 
andere,  deren  Anfangszahl  in  der  zweiten  HSlfte  enthalten  ist,  so 
dass  es  genügt,  nur  die  dereinen  Hälfte  zugehörigen  harmonischen 
Konstanten  mit  niJic  der  v  urausgeschiekten  Reihen  zu  berechnen, 
weil  daraus  die  der  anderen  HaUle  entsprechenden  ohne  Mfibe 
abgeleitet  werden  können. 


%.  104. 

Dia  fuMoalaehffi  KanalMrtao  ^en«i  nichl  aar  als  Hilfszahlen 
aar  fiMchnaog  dar  %UKm  «hier  MIehig  gressea  Anzahl  von 
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fiOedern  #}ner  baiteonicclien  Reibe  der  ersten  Ordnung,  sondern 
ihre  Kenntnis«  ist  auch  in  allgemeinen  unumgänglich  nothwendig, 
um  alle  konvergenten  unendlichen  Reihen,  deren  allgemeine 
Glieder  rationale  gebrochene  Funktionen  der  ^tcHenzahl  sind, 
sammiren  zu  können,  wie  diess  zum  Theile  bereits  mzeii^t  wurde 
uoH  bald  vollständig  ernieaen  «erden  uird;  übcrdiet^s  lassen  sich 
mit  Hilfe  jener  Konstanten  die  Werthe  einer  grofitfcen  An^afil  be- 
stimmter  Integrale  ausdnickeii.  Bei  dem  h.lutigeren  Gebrauche 
dieser  Zablen ,  deren  einzelne  Berechnnr^L:  ungeachtet  aller  dabei 
nn2:eliracli(<.'r  Erleichterungen  doch  immer  nmhsan»  uiul  /.eitraubend 
lileibt,  «ürtie  man  sich  die  Arbeit  fsehr  bedeutend  \  »  rkürz«n,  nenn 
man  für  dieselben  bt-.soiMlere  Tafelri  bereclincn  wollte,  au8 
«tlchni  dann  jr.le  einzelne  harmonische  Kmislante  entweder  un- 
iiiitfelbar  entnuminen,  oder  doch  mit  leichter  Miilic  abgeleitet  er- 
den kTinnte.  Ohne  hiebei  so  weit  m  ben  zu  wollen,  wie  diess 
I.egeiidre  und  Gauss  für  die  Funktionen  /:  und  //:  wirklich 
'.'eleislet  haben,  soll  doch  die  nachstehende  Tafel  als  e'tftp  kleine 
Prohe  dieser  Ait  dienen,  welche  trotz  ihres  ^erin^cn  Lmfaugen 
dennoch  hinreicht,  um  daraus  den  Werth  einer  jeden 
fatrmoniachen  Konstante  r  ,   » aa  für  reelle  Werthe 

aach  Q  und  d  beaitzen  mögen,  ohne  besondere  Miibe 
in  7  Dezimalstellen  genau  zu  finden,  wobei  höchstens  die 
letzte  Üezinialstelle  einer  Unsicherheit  unterliegen  kann,  ivie  diesa 
auch  bei  anderen  ciiebenstelligen  Tafeln  in  der  Hegel  der  Fall  ist. 
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Es  verdient  angemerkt  zu  werden,  das«  di«  In  dieser  Tafel 

enthaltenen  harmonischen  Konstanten,  so  wie  auch  die  2ur  Inter- 
polation dienlichen  Zahlen  B,  C  nrsprünglich  auf  10  Dezimal- 
steilen  berechnet  und  dann  erst  die  3  letzten  von  ihnen  auf  ge- 
hörige Weise  weggelassen  Muttien  sind,  um  hiedurcli  für  die 
letzte  beiliebaltene  Ziffer  grüsscre  Sicherheit  zu  erlangen. 

§.  105. 

Damit  nian  die  Regeln»  naeh  welchen  b«i  dem  Gebrauche 
dieser  Tafel  zu  Terfahren  ist«  im  Znsaninienbange  vor  Augen  habe, 
wird  ts  aweckmSseig  sein,  sie  in  kurzer  Fassung  hl  eher  an 
setien. 

1.  Vor  allem  Anderen  sehe  man  daran!,  oi»  bei  der  xu  be- 
stimmenden Konstnrjte  die  Diflerenz  gleich  1  od«jr  hie- 
ven verschieden  ist?  Im  letzteren  Falle  reduzire  man 
durch  die  Formel  I.  de«  g.  103*  die  konstante  auf  die 
Differenz  I. 

%  Ferner  beachte  man,  ob  die  nunmehrige  Anfaiigasahl 
swiachen  den  Grenzen  \  und  enthalten  sei  oder  aaaaer 
denselben  liege?  Im  letzteren  Falle  bediene  man  sich 
der  Formel  II.  des  §.  103. »  um  die  Konstante  auf  eine 
andere  zarfickzuflihren>  deren  Anfangszahl  vrirklich 
zwischen  den  angegebenen  Grenzen  eingeschlossen  tat. 

3.  Sollte  vielleicht  nonmehr  die  Anfangsaahl  zwiscben  i 
und  1  liegen«  ao  bringe  man  durch  die  Gleichung  III.  des 
{•  i03,  die  Konstante  auf  eine  andere ,  deren  Anfangs* 
zahl  zwischen  I  und  |  enthalten  ist. 

• 

4.  \  i(  Ii  geschehener  Vornahme  dieser  Verwandiun [»eii,  in  so 
wL'it  dieselben  fnr  nüthiii:  b(  jtinden  wurden,  <lru<  kc  man 
die  ATifangszahl  als  einen  Dezimaihriich  mit  höchstens 
7  Steilen  ans,  und  suche  vorlänfi?  die  ganze  sammt 
den  J  ersten  De  z  I  m  a  I  S  t  e  1 1  c  n  in  der  mit  u  iiher- 
schriolienen  ersten  vSpnIte  der  Talel  auf,  man  die- 
selben aurh  gewiss  arjtrefl'en  wird,  t^nmittelbar  daneben 
to  der  mit  C  itberschriebenen  z%veiten  Spalte  steht  dann 

der  aiebenstellige  Werth  derjenigen  barnioniachen  Kon- 
stante, %velche  den  nachgesuchten  nnd  gefundenen  ersten 
Stellen  entspricht,  die  3  übrigen  Spalten  enthalten  in  der 
gleichen  Zeile  die  zugehörigen  Werthe  der  liilCszahlea 
B  und  C. 

5.  Sind  nun  ausser  den  auf  solche  Art  bereits  beröcksich- 
llitil  XLUI.  18 
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tlgten  noch  mehrere  spStereDesimalatellen  Torbanto, 
so  betrachte  man  dieaelhen»  mit  Voraetanng  voa  0  lU 
ganaer  Stelle,  wie  einea  I3r  sich  beateheaden  Deinaa^ 
brach»  «reicher  der  Kfirse-  «regen  mit  ae  heseichoet  w«t< 
den  mag ;  multipliiire  den  nach  4*  gefundenen  Werth  too 
C  mit  siehe  dieses  Produkt  von  B  ab,  multiprniK 
den  Rest  abermals  mit  a,  siehe  das  Produkt  roa  A  tb 
und  multipliaire  nochmals  mit  x  nnter  Beseitigung  der 
hiebe!  etira  erhaltenen  Uesiroalstellen. 
6.  Die  auf  solche  Art  zum  Vorsclieine  komnirnde  Zafil 
niuss  noch  van  den  De/inialstellen  der  vermüge  der  Ik- 
gel  4.  aus  der  Talel  gehitidenen  Konstante  entweder 
abgezogen  oder  /u  denselben  addirt  erden,  je- 
nachdem  diese  Konstante  in  der  Tafel  de^*  Zeichen  + 
oder  —  vor  sich  trägt.  Hiedurcfi  eihSit  man  die  lur 
V  o  l lö  t  ä  n  d  i  [; 0  II  A rdaMf^s/.ahl ,  mit  weicher  man  nach  4. 
in  die  Tafel  einj;etreteri  ist,  gehurige  harmonische  Kon- 
stante, aus  welcher  dann  nach  Massgahe  der  nach  '2. 
und  3.  vorgenommenen  Umwandlungen  durch  die  Formeln 
des  {.  103.  die  eigentlich  gesuchte  harmooiscbe  Kon- 
stante leicht  abgeleitet  ivird. 

Die  CO  eben  nnter  4.,  5.  und  6.  aufgestellten  Begelo  hMca 
eine  kleine  üblnderung  an,  «reiche  Ton  einem  nicht  nagefibtei 
Rechner,  und  ^nen  solchen  darf  man  hier  wohl  nicht  roraai- 
setzen,  zuweilen  mit  Vortheil  gebraucht  werden  kann.  Es  hl 
nämlich  zulässig,  anstatt  derjenigen  Werthe  von  C »  A,  B,  C, 

a\l 

«reiche  Jn  einem  gegebenen  Falle  nach  der  Regel  4.  aus  der  Ta 
fei  entnommen  «rerden  sollten,  besiehangs«reise  dlejenigeo  Zablcn 
anauwenden,  die  in  den  Spalten  der  Tafel  nnmittelbar  nnter  d«B 
frfiheren  stehen,  d.  h.  diejenigen,  «reiche  aar  nScfast  grcieserea  Ib 
der  Tafel  ▼orkomraenden  Anfangssahl  geboren.  Will  man  diem 
thun,  so  masa  anstatt  des  in  5.  angegebenen  Werth  es  von  s  die 
Ergfinsnng  desselben  au  I ,  nftmllch  ]  genommen  und  fldt 
dieser  Zahl  die  elien  dort  vergesehriebenen  Blnltiplikationen  w 
richtet^  die  einaelnen  Prodnkte  aber  überall  addirt  «rerden,  ^ 
in  5.  die  Subtraktion  angeordnet  norde.  Das  letzte  auf  dieM 
Art  sich  ergehende  Produkt  Ist  dann  au  den  Deaiusalstellea  der 
aus  der  Spalte  C  entnommenen  Zahl  an  addiren,  «renn  lefatere  dm 

Zeichen  +  vor  aich  hat,  im  entgegengesetzten  Falle  hing^en  xa 
subtrahiren. 

Man  «rird  wohl  leicht  erkennen,  dass  dieses  abgefinderte  Ver- 
fahren vorzffglich  dann  emigen  Nutzen  au  gewähren  geeignet  ael* 
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wm  j:>i  «id  oabe  bei  1,  folgKch  a;<|  ••in  «nd  nahe  bei 
0  fieg^o  •oBl»,  obwohl  00  auch  io  ollon  inderon  Filleo  «iig«w«n* 
liC  vord«ft  darf« 

Um  den  Gebr.nK  li  der  gegebenen  Aoweisungen  vollkommen 
klar  10  machen,  8uil  itier  noch  ein  ganz  aufgearbeitetes  Beispi^ 
hittraiieftlgt  werden  von  (solcher  Art,  dass  dabei  nicht  nur  die 
Mfiimiiichen  Kegt'ln  de»  ^.  105.  zur  Aowendiing  kouuuea,  sondern 
man  zugleich  mittelst  der  früher  bereits  ausgeführten  Kechnungen 
Ifkht  iiu  ^»taudu  iai,  die  Htchtigkeit  des  Re«uUatei$  zu  konatatiren. 

Sei  daaiaadi  dar  Worth  der  harnoolschoa  Konotaiito  C  mit- 

ki»l  der  Talel  d*  >  ij.  104.  t.vt  bestimmen.  Vermüge  der  lieu'cl  1. 
dl«!«  f  105. ,  da  hier  (lie  Differenz  von  1  verachieden  i»t>  ergibt 
ikb  auerst  dorcb  die  Formel  1.  dea  §.  103. : 

C  =  |,  c. 

Die  nunmehrige  Anfani;*?7Rhl  ^  lieet  nirht  zwischen  den 
GrioscD  \  und  Man  mu*»«»  daher  vcnnüge  der  Reirel  2,  die 
Fornel  11.  de^«  §.  103.  anweodeo»  indem  man  darin  rii=2  annimmt. 
Üadircb  erhält  man: 

c  =  c  —  s  =  c  — I— i=  c  — 
tu    in   {Ii   |ii  }ii 

Da  die  jetzige  Aafangszahl  awtoehen  i  vad  1  oathaltM  lal^ 
bil  mm  aach  vanaOgo  dar  Regel  &  dea  f  IQl  itto  Fet mel  IlL 
^  f  KKl  aar  Aaweadaag  su  brlagen«  wodareh  akb 

Iii    ti*  *'» 
■ad  dareb  die  Sabatitotioa  der  beiden  letzten  Werthe  in  dem  ersten 

etxibt.   Jetzt  erat  sind  bei  der  Kooatantc  C  alle  Bedingungen 

ii« 

«ar  Anwendung  der  Tafel  dea  §.  104.  vorhanden,  daher  eratere 
OHutteibar  aoa  der  letzteren  beatimmt  werden  kann.  Zu  dieaw 
Itcha  bat  man  Termuge  der  Regel  4.  dea     lOÖ. : 

IS* 
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%  s  1.3333333. 

folglich  ist  äs  1,33,  und  man  findet  io  der  Tafel  die  Zahlen: 
C  =  +0,135  G920,    ^4  =  iü  *J'J.iä,   Ä  =  565,   C  =  4. 

1,3SH 

Nach  der  Recel  5.  des  §105.  ist  ferner  r  irr  0,-13333 ,  daher  er- 
hält  man  durch  Ausführung  der  dort  ertheiiteo  X  or&chrifteo: 

C.ir=l,    Ä-.Cr  =  664,   (Ä— Cj-).ar  =  188, 
(Ä- Ca:) 109747,   U-(ß^C«)«),«  =  36582. 

Endlieh  ergibt  sich  Termoge  der  Regel  6.  des  §.  105.: 

C  =0>1366020,  V 

htevon  abgezogen  36582 


verbleiht  C  ^  0.1320338, 

in 

und  wenn  dieser  Werth  in  dem  früher  für  ("  aufgestellten  sub- 

stituirt  und  zugleich         ==0,6045998  entwickelt  wird,  Ündetoiai): 

C  =  0,0440113  +  0,3—0,6045998=  -  0»260588Ö. 

Dasselbe  Resultat,  und  «war  bl«  einschliesslich  zur  letzten  Deii- 
malstelle  genau,  erhält  man  auch»  wenn  io  der  Gleichung 

813       2j3     2)3     2(3  218 

anstatt  C  der  bereits  in  {.  33.  gefundene  Werth  geaetst  wird. 

Wollte  man  aich  bei  diesem  Beispiele  des  am  Schlüsse  dw 
§.  105.  angeffifafften  etwas  abgeftnderten  Verfahrens  bedieneo,  wü 
aber,  weil  hier  s<,\  und  daher  1— a;>i  ist»  In  Wirfclicbkett 
nicht  tu  empfehlen  wftre,  so  wttrde  aich  die  Reebnnng  in  folgen« 
der  Weise  beransstellen.  Man  findet  in  der  Tafel  bei  a=l|fM 
die  Werthe 

C  =^  +  0,1247546,  ^  =  108816,   £=S54,  C=:4. 

Ferne?  ist  1  —  <a? » 0,66667,  was  mit  C  =  4  roultiplizirt  naefc 
Weglassung  der  Detimalatellen  das  Produkt  o  und  zu  B  addirt 
die  Summe  557  gibt;  durch  Multiplikation  dieser  Zahl  mit  1—^ 
erhält  man  371,  dann  durch  Addition       A  die  Summe  109187  und 
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durch  Qocbmalige  Maltiplikatioo  mit  \—x  das  Produkt  72791, 
«Mm  IQ    C  ait4irt  deo  Werth  C  ^=0,1320337  ergibt 

I  1 1 

Mao  eiebt  wohl,  dass  dieser  Werth  von  der  früheren  Bestim« 
muog  nur  um  1  in  der  letzten  Dezimalstelle  abweicht,  eine  Un* 
iidberheit,  deren  Vorhandensein  in  Iü4.  bereite  inn  ellgenieinen 
itl^deutet  wurde,  und  ^reiche  hier  ioBbesonderet  ^vie  man  eich 
leich  eine  ecbärfere  Berechnung  von  C  liberseagt,  davon  her« 

■!  '  1 

rübrl,  r  wahre  Werth  diour  Kunistaitie  ei«j;eQtlicb  zwischen 

deo  beiden  gelundeuen  Zableu  eingescbloääCii  ist. 

I>a<!  von  $.99.  angefangen  bis  hieher  Vorgetragene  enthält  mit 
Uinzofügun^  piner  aogjieich  nachfolgenden  Bemerkung  die  bereite 
kl  f.  83.  in  Aussicht  gestellte  Ergänaang  der  Lehre  von  den 
hmeniecben^ Reiben  der  ernten  Ordnung. 


{.  107. 

Werden  die  eimmtKchcfn  Glieder  der  hemonieeben  Reibe- 


•    _     1   ]   l  1 


5  =(«+«)-'+(a+i<+*)~'+(«+2i/+«>-^+^..+(a+(ji-l)i<+«)-' 

fiwiigt  den  blnoniaeben  Lebreatkee  naeb  den  Poteues  von  s 
ealnicfcelt  nnd  dann  wieder  die  in  Being  anf  x  glelebartfgen 
€Bed»  abgebitat,  ae  ergibt  alcb  aogieieb: 

\       /  (^j)r+e 

V        /  ,..^r+» 


(•14)' 


Wild  ferner  liierin  a  =  I  und  ciitu  tMJer  r/ —  l  oder  il  ^*^t  gesetzt, 
M  erhÜt  man  für  dient*  einfacheren  l  alle  die  Formeln: 


-cvo 


5 
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und 

Iii.      i    s  5  -^('J).    5  S  .Ä« 


Offenbar  könnten  diese  Formeln  zur  Berechnung  der  Wertbe 
von     8    uod  insbesondere  von     S    ond    iS    dienen»  freno 

n  n  «  na 

die  harmonischen  Summen        ,      S    ^      S  >     5  , 

(a\df     («1*1)''+*    (a|d)''+*  (III)*"  (lfiy'+* 

•I  «  •  « 

5    , ....  oder    8  ,     S    ,     S    , ale  bereite  bekannt  ao- 

{l]if  112)''+* 

genommen  uerden  <liirreii,  was  freilich  für  bestimmte  Werthe  von 
n  nur  buchst  selten  der  Fall  sein  wird. 

,Noeh  roaae  man  hiebe!  bemerken,  dasa  die  ▼oratebeadsB 

Entwickelongen  stets  ihre  Richtigkeit  beibehalten,  wetcbe  Zakl 
anch  darin  für  r  angenommen  iverden  mag;  sie  gelten  daher  nicht 
nur  liir  die  harmonischen  Reihen  höherer  Ordnungen,  sondern 
gleich  für  jene  der  ersten  Ordnung. 


NimiDt  man  in  den  Glelclmngen  des  $.  107.  «=00  ao, 
geben  dieaelben  in 

I.  8^8  -CO     5   •«  +  rt^)-  S 

II.  5     =r   S  ^(\).     S    .W-I^CV).  S 

-CD-  ^ 

III.  s  «  s        5  .*+f't')..  5 


-Ca')- 
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Bm,  wa  vi'eiiigftteiis  M  den  zvrei  Miseren  die  W«rtbe  d«r 
•Immtlicheo  KoeCiitienten  wirklich  bereite  bekannt  slod.  Dieee  Per» 
bcId,  welcke  wegeo  der  Divergenz  aller  unendiicben  barnoDiscben 
Reihe«  der  ersten  Ordeeng  fifr  diese  nicht,  sondern  nur  für  alle 
bsbere«  Ordningea  geltesy  aiiul  effmlMr  den  in  {•  99.  rar  die 
hifwrfech—  Kenetenten  infgeetellten  genau  entsprechend  und 
ÜMm  iidi  nach  ene  diesen  letiteien  eof  den  in  }.  86.  angege- 
kmea  Wegs  gnns  lelelit  ableiten  lassen.   Dabei  lat  ferner  in  die 
A«|;cD  rallend,  dass  das  aliaiicbe  Verfahren  auch  auf  die  in  den 
Ml  M»  Kn.  aad  109.  ans  jenen  des  {$.  99.  bergeleiteten  Glei* 
cisigia  angewendet  und  auf  solcbe  Art  nocb  mebrere  andere  (tlr 
die  lianaeaMkea  Reibetf  höherer  Ordnungen  giUige  Ausdrücke 
gefindffs  «rerdtn  künnen.   Diese  ist  se  einieaebtead  aad  sogleich 
k  der  Aimf^lbroag  so  leicht,  dass  es  ▼oUkommen  genügen  wird, 
oor  die  Resnltate  dieser  Vernandlungen  hieher  su  setsSBy  ebne 
I     lilbig  tn  baben,  in  die  Einzelheiten  der  Herleitung  genauer  ela- 
tBgehen.  Nur  die  Bemerkung  darf  dabei  nicht  iiberseben  wer- 
im,  dtss  bei  Jenen  Reihen,  in  welchen  niebt  die  alaiaitll- 
fbss,  ssadam  nsr  einige,  insbesondere  die  geraden  Potenaea 
ftfi  X  Torkommen,  wie  diese  In  eifrigen  der  vorhin  angedenle* 
Im  Eeibea  der  Fall  ist,  das  £rgebniss  der  Differenzirangen 
f4ne  etwas  Terscbiedene  Form  annimmt,  je  nachdem  die  Anzahl 
I      ^  Üiffererizirungen  eine  gerade  oder  ungerade  ist.    Es  wird 
desthalb  bei  snicben  Reiben  sweckniässig  seisf  diese  beiden 
FlMe  ven  einander  zu  (rennen,  and  dareb  abgesonderte  Formeln 
darmstellen,  %f  ibtend  diess  bei  aaders  besebaiMien  Relbea  aieht 


hin  Ueiiicksichtimintr  diese«  C^nistandes  er^i  lK'ii  sich  aus  den 
2  Glcichuiigeii  f\vs  ^.  100.  lolgende  4  Formeln  liir  die  harmoni- 
scben  Heiben  liüherer  Ordnungen: 


atibaMidif  ist 


5 


ji^iSr-icotan^JCT 


2r    ^     2.(ar— i}lö«*^» 


V. 


5 


3t8^eolanR»x  1 


(IUI**' 


s  .»•+ 
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/2r\ 


VII        s     -  ,     s  «  ^ 

^  *  J  <,m»r+» 

Eben  so  erhält  iiiau  aus  den  Furmeln  des  {.  101.  folgende  neue : 

il^M^f  '  (312)''+*         \    ^  ^  ^^^f\9, 

^ff).  5   

V    ^   /  j3|a^r+8 


(2r\  /'2r-|-2\  n 

I     1  •  Ä  •  »IT  I  n  )•  iS  •  JC^^^MMf 
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Was  eniliicb  die  tileichungen  des  §.  102.  anbelangt,  so  \\ird 
mn.  wenn  man  sie  dem  Verfahren  des  §.  86.  untern  irft»  sich 
Wicht  uberzeugen,  dass  daraus  nur  entw  eder  identische  oder  doch 
mIcIm  Gleicbungen  für  die  harroeniaeben  Reibeo  höherer  Ordnun- 
iscn  berforgebeo»  welehe  nur  einfache  Folgerungeo  aus  §.  87.  eat- 
bitten,  weaabalb  es  aberfl0a»ig  würe»  sie  hier  noch  beaondera 


HM. 

Ca  wird  kaam  der  Brianerang  bedHrfeD,  daaa  ven  den  aa  ebea 
aafgialallteo  PermelD  deraalbe  Gebraoeb  nad  awar  gana  ia  der 
iMBcben  Weiae  aar  Berecbaaiig  der  barmeaiacbea  Summen  ge* 
mickt  werden  fc8nae»  wie  dieaa  forbia  ven  dea  Gleiehangen  der 
ff.  ML,  100.  ond  101.  in  Besag  anf  die  barmeniacben  Konatanten 
gexei|»t  werden  lal>  ebae  daaa  ea  nOtbig  aela  wird,  daa  bereite 
Gtaagla  hier  an  wiederbelen.  Ferner  tat  klar,  daaa  aneh  Air  die 
karmaalacban  Summen,  eder  deeb  wegen  ibrea  binligeren  Verkem- 
maaa  wea%iteaa  fflr  die  niedrigsten  Ordn nagen  deraefben  be- 
aead are  Tafelir  bereebnet  werden  klinnlen,  aua  weieben  dann 
Aa  Varlha  in  alleo  FKlIen  mit  grOiaerer  Leichtigkeit  aieb  wfir- 
dea  calacbmeii  iaaaen,  ala  ea  durch  unmittelbare  Bealimmung  ana 
grftea  aiSgticb  iat.  Seiehe  Tafeln  braueben  fiDr  jede  elnselae 
CMaang  keinen  grlisaeren  Umfang  au  beaitsen,  ala  die  Ia  {.  lOI« 
Ikr  dfe  liarmoalFclien  Keaatanten  enthaltene^  weil  ana  den  3  Glel* 
chsagea  dea  f.  101  dnreb  mebnaaligps  Diferenilren  deraelben 
ilA  lelcbf  andere  ergeben,  durch  welche  maa  In  den  Stand  ge* 
aatit  wird,  jede  bannoalacbe  Summe  mit  reeller  Anfangatahl  und 
tWfcrta*  auf  die  Olffereas  I  ond  elae  Anfangaiahl,  die  awlscben 
IjOO  aad  1,00  liegt,  anrfiek  au  fQbren,  wenn  ale  dieae  Beachaffea- 
hrilL  nicht  ahnebin  beaitat  Da  jedoch  die  gegeawirtige  Abband- 
kmg  bareita  elae  weil  grOaaere  Anadehnung  erlangt  hat,  al«  beim 
Begioa  der  Arbeit  vermutbet  wurde,  aell  auf  eine  nihere  Auaelti- 
aadanatsong  dieaea  Gegeaataadea  nicht  weiter  eingegangen,  aoa- 
dm  aegleieb  der  Gebrauch  der  barmonlacben  Summen 
bei  der  Summirang  uaeudlicber  Reihen  getelgt  werden. 
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S.  iia 

Am  den  bereits  angeßthrteD  Unetemlej  daee  Jede  berno- 
D^^lie»  einer  bO bereu  als  der  ersiea  Ordnung  angebOtige  mieod* 
liebe  Reihe  stets  konvergent  sei»  und  daber  eine  bestlmnte 
esdliebe  Semme  besitse,  mit  alleuiiger  Aosnabnie  des  Pallesi 
wenn  unter  den  Crlledem  eines  vorkommt«  dessen  Nenner  gleich 
0  Ist,  TOR  welchen  Falle  aber  hier  nicht  weiter  gehandelt  n 
werden  braachtr  weil  das  Nßtbigste  darttber  bereits  früher  beige* 
bracht  wurde,  folgt  unmittelbar,  dass  jede  ans  einer  endll* 
eben  Ansaht  von  harmonischen  Reihen  hCberer  Ord- 
nnogeu,  nach  Mnitiplikatlon  derselben  mit  belleblgea 
Faktoren  durch  Zusammenatehnng  Ihrer  glelchvielten 
Glieder  entspringende  neue  nnendlicbe  Reihe  noth« 
wendig  eine  endliche  Sonne  besitsen  und  daber  kea- 
vergent  sein  nüsse,  ebne  dass  es  blesn  der  Erfflllong 
irgend  einer  besonderen  Bedingung  bedarf. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  unter  den  harmonischen  Rei- 
ben, aas  welchen  durch  Zusamroenziehnnt;  der  Glieder  eine  neue 
Reihe  gebildet  werden  soll,  auch  solche  der  ersten  Ordnung 
sich  befinden.  Denn  in  diesem  Falle  kann  offenbar  die  neue 
Reihe  nur  dann  eine  endliche  Summe  haben,  wenn  den  sämmt- 
lichen  vorhandenen  harmonischen  Reihen  der  ersten  Ordnung 
fSr  eich  alleiD,  jedoch  im  Zusammenhange  unter  einander  ge> 
nonmen,  eine  eben  solche  Summe  zukommt  und  folglich  die  Fakte* 
reu  derselben  der  Bedingungsgleichung  des  {.  48.  Genüge  lei- 
sten. Zugleich  ist  bei  dem  wirklichen  Eintritte  dieser  Bedingung 
gewiss,  dass  die  neue  Reihe  eine  endliche  Summe  haben  mGsse, 
weil  sie  denn  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  endlichen  Summen 
besteht.  Hieraus  ergiht  sich  der  Satz:  Jede  aus  mehreren 
harmonischen  Keiheit,  welchen  Ordnungen  dieselben 
auch  angchüren  mögen,  durch  Multiplikation  mit  be- 
liebigen Faktoren  und  Zusammensieben  Ihrer  gleicb- 
i^ielten  Glieder  entfipringeode  neue  nnendlicbe  Reihe 
besitzt  eine  endliche  Summe  oder  nicht,  jenacbdan 
die  Faktoren  der  darunter  befindlichen  Reihen  der  er- 
sten Ordnung  der  Bedingungsgleicbnng  des  §.4i^  est- 
sprechen  oder  nicht  entsprechen. 

In  den  eben  bezeichneten  letzten  Falle  kann  selhsverständ* 
.  lieb  von  Aufsuchung  einer  Summe,  die  es  nicht  gibt,  auch  nicht  I 
welter  die  Rede  sein.   Tritt  hingegen  der  erste  der  beiden  an- 
gezeigten Pille  wirklich  ein,  d.  h.,  leisten  die  Faktoren  aller  vor- 
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kttdcoeii  bmonischen  Reihen  dar  eraten  Ordnniig  der  BedSn* 
gmigsgleichang  de«  $.48.  GenQge,  dann  Ist  tn  Jederaeit  telcbf, 
die  Sninne  der  neu  gebildeten  nnendlicfaen  Reibe  de- 
dorcb  s«  finden,  indem  man  die  Summe  der  ans  den 
Reiben  der  ersten  Ordnung,  fflr  sieb  allein  genom- 
■•D,  entspringenden  nuendlieben  Reibe  naeb  Anlei- 
tmg  des  {.49.  bestimmt  und  nocb  die  harmonlseben 
Somnieo  aller  uberdiess  vorkommenden  Reihen  höhe- 
rer Ordnungen  mit  den  ihnen  zugehörigen  Faktoren 
und  Vorbei  die  Ii  hinzuiiigt. 

DtDcb  diese  beiden  einfachen  Gesetze  werden  soirobl  die 
FiUe  genau  beselchnet,  in  «reichen  die  Snmmirung  der  Reibe 
aSglicb  ist»  als  auch  die  Summe  selbst,  sebald  es  eine  solche 
^SAt  tri  r  kl  Ich  gefunden. 

S.  111. 

Auf  dem  nanilichcn  Wege,  welcher  in  48.  hei  den  harmo- 
nischen R<?!hen  di»r  ersten  Ordnung  eingeschlagen  «urde,  iiher- 
zeugt  man  ^ich,  dass  das  allgemeine  Glied  einer  aus  harmont- 
achen  Keihen  überhaupt  ^  welchen  Ordnungen  dieselben  auch 
aogebtiren  mögen,  durch  Zusammenziehung  ihrer  gleichvielten  Glie* 
der  nach  {.  47.  herTorgelienden  Reihe  noth wendig  eine  ratio- 
nale gebrochene  echte  Funktion  der StelJeoaahl  n  seInmOsse 
und  umgekehrt,  dass  jede  Reihe»  deren  allgemeines 
Glied  eine  eben  solche  Funktion  von  n  vrirklicb  ist, 
aus  der  Zosammentiebung  der  Glieder  mehrerer  bar* 
moniscben  Reihen  nach  §.  47.  entstanden  gedacht  wer- 
den kuDoe,  und  man  im  letateren  Falle  die  aligemeinen  Glieder 
der  eiaseiaeii  Reihen,  welche,  und  lugleieb  den  Faktor,  mit  wel- 
ehern  jede  einzelne  von  ihnen  in  die  Zusammenziehung  einzntre- 
teo  hat,  ohne  Schwierigkeit  aus  dem  allgemeinen  Gliede  der  ge- 
gebenen Reihe  durch  Zerlegung  desselben  In  Partlal« 
hrfiebe  finden  werde* 

Ferner  ist  bereits  ebendort  angeführt  worden,  dass  unendliche 
lielhen,  deren  ailgemeine  Glieder  rationale  gebrochene 
Funklionen  von  n  sind,  konvergent  od**r  diverL^ent  sind  und 
folglich  eod  1  i che  Summ en  besitzen  oder  nicht,  jenachdero 
der  ZShIer  um  wenigsteas  2  Grade  niedriger  ist,  als  der  Nenner, 
•dir  nicht. 

Wird  nun  eine  uniiidiichc  Reihe  «lot^elien  ,  derer»  allgemeines 
Glied  eioe  rationale  gebrochene  Funktion  von  n  und  zugleich  der 
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Z&liltr  um  w^nigstena  2  Grade  nMriger  »t  «fo  d«r  Nenoer»  und 
entwiekcU  man  daraus  durch  Zerlegung  ia  Partialbrüche  die  ein* 
aelnen  harmonwcheii  Reiben«  aua  ireichen  die  gegebene  dnieh 
das  Zusammensieben  der  gleiehvietten  Glieder  nadi  {.47.  ent- 
standen Torgestellt  vrerdeu  kann,  so  ist  leicht  einanseben,  dans 
die  Faktoren  der  darunter  befindliehen  Reiben  dar 
ersten  Ordnung  notbtrendig  der  Bedingungsgleicbung 
dea  §.48.  Genflge  leisten  mfiaeen.  Dean  im  entgegenge* 
setaten  Falle  konnte  die  aus  diesen  letateren  Reihen,  fHr  sich 
allein  genommen,  entstehende  unendliche  Reihe  und  folgMch  auch 
die  gegebene  Reibe  keine  endliche  Summe  haben»  was  doch  ver- 
möge der  ▼orausgeaetsten  Beschaffenheit  der  letsteren  in  Folge 
des  eben  Torhin  Angeffihrten  gewiss  der  Fall  ist  flieraua  folgt, 
dass  unter  den  angenommenen  Torauasetsungen  die  In  dem  ersten 
Satze  des  §.  110.  ausgei^procbene  Bedingung,  unter  welcher  die 
Sumroirung  der  Reihe  nach  Anleitung  des  ebendort  enthaltenen 
sweiten  Geaetsea  ausgeführt  werden  kann,  jederseit  eintrifft,  d.h.. 
dass  Jede  unendliche  Reihe,  deren  allgeroelnea  Glied 
eine  rationale  gebrochene  Funktion  von  n  undaugleieb 
der  Zähler  um  wenlgstena  2  Grade  niedriger  ist  als 
der  Nenner,  durch  Zerlegung  In  Partialbrffche  nach 
(.110.  aich  Summiren  lasse. 

Dieser  hücbeit  einfache  i>atz  brsitzt  eine  grosse  Wiclitigkeif, 
weil  in  ihm  eigentlich  die  gesainnitc  f^ehre  von  der  Summirung 
jener  iineiidlicfien  Heihen  »sich  konzeutrirt,  doren  allgemeine  Glie- 
der rationale  Funktionen  von  w  sind.  Denn  <la  jede  ratio- 
nale Funktion  von  u  entweder  eine  ganze  oder  gebrochene 
ist;  aus  einer  Funktion  der  ersten  Art  aber  niemals  eine  kon- 
vergentc  unendliche  i^eihe  entspringen  kann  und  aus  einer  der 
anderen  Art  nur  dnnn,  wenn  die  in  dem  vorigen  Satze  ausge- 
sprochenen Bedingungen  eintreffen,  so  ist  klar,  dass  jode  un- 
e n d Ii c Ii c  f>  e i h e  n) i  t  eine lu  rational  e n  a 1 1 g e m e inen  (■  I i e d c 
entweder    nach  (\vm  obii^rii  Satze  sieb  SummirCU  l&Sat, 

oder  gar  nicht  summirt  werden  kann» 

«.  iia. 

Um  die  Leiclitigkeit,  mit  weldier  die  aufgestellten  Regela 
sich  in  Ausftthmng  bringen  laseeo,  recht  deutlich  vor  Augen  zu 
legen,  möge  es  gestattet  sein,  iwei  niclit  besonders  weitiiiufige 
Beispiele  darnach  auszuarbeiten. 

Sei  zueri^t  die  unendliche  Reihe 
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MI  kSttiumirang  vorgelegt.    Da«  allgeraeioe  Glied  derselben  UC: 

1 

(3»— 2)*.(a?i  -  Jj^(3M)'^  * 

woltti  man  sogleich  siebt,  dass  die  Bedingungen  zur  8uiumir' 
barkeit  Her  I^eihe  nach  §.  III.  uirklich  vorhanden  sind.  Zerlegt 
man  diesen  Bruch  in  die  Partialbrüche,  so  geht  derselbe  in 

_    «    i  *  I      ^      I  !  4.11 

i'i/)pr.  tvornns  ninn  erkennt,  dass  die  vorgelegte  Reihe  aas  den 
ffiiif  harmonischen  Heihen 

S  ^    S  f     St    S  9  s 

(MS)'    (2  IS)*  «|t)* 

beucbaogsweise  multiplizirt  mit  den  Faktoren 

'»     III  I 

l»  «»      ■»  3« 

dorch  Zusammenziehen  ihrer  gleicbvielteo  Glieder  nach  $.  47.  ent> 
staodeo  gedacht  werden  kOone*  Die  Summe  der  aua  den  beiden 
Reiben  der  ersten  Ordnung  (ttr  sich  allein  genommen  entsprin- 
geaden  anendlichen  Reihe  findet  man  vermSge  {.  49. : 

4   H3     4  1  j  1 

Fügt  man  hiezu  noch  die  harmonischen  iiumnien  der  drei  vor- 
baodenen  Reihen  der  zweiten  Ordmin«»  mit  ihren  zugehörigen 
Faktoren  und  Vorzeichen ,  so  erhält  man  die  «Summe  der  gegebe* 
wo  Reihe  ansgedriickt  dorch 

—  ^'+7'  Ä  -|-  5  +ai.  5  , 

4  ti8    4  Kl     4  jjjjjt  ^p^a 

<Hler,  ivenn  man  hierin  an^^tatt  C,    S  ,    S   die  Werthe  aus  den 

(213)* 

K'^M  93.  und  91.  substitoirt  und  dann  gehOrig  abktirzt, 

72  ~  24  ~  8  4 

^obei  nur  nocli  zu  bemerken  ist,  dass  der  nnmerische  Werth  der 
pivairen  harmoniachen  Summe  S  aas  {.93.  entnommen  werden  kann. 

«18)" 
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Als  Bweltea  Beispiel  mag  die  miendllcbe  Reibe  dienen  t 

III  1 
1».3»  +  5».7»  +  9»- 11»  +  13».  lö»  + 

deren  allgemeines  Glied 

I 


(4«— 3)\C4«-J;3* 
oder  in  Partialbrflche  zerlegt 

4„  -  3    4fi — l (4ii  -  3)«""  (4ii  -  1^^  (4«  —3)»    (4«  - 1)« 
ist.  Hieraus  ergibt  sieb  sogletcb  als  Summe  der  Reihe  der  Aesdrack: 

3  ^  ^  _^  ^  ;5 

ß  |,4      16*814      16  ^„^^1     16'^^%     g-^jj^jB  g'jjj/ 

oder  nach  vorgenommener  Substitution  der  Werths  und  gebüriger 
Abkürzung  « 

3»      3?r«  7r3 

ST     188  +  256* 


i.  113. 

VerroSge  der  Summlrungsregel  des  {.  110.  werden  die  Bm* 
men  der  unendlichen  Reihen»  welche  sich  nach  jener  Regel  be- 
handeln lassen,  im  allgemeinen  doreb  die  harmonischeo  Km« 

stanten  und  Summen  ausgedrflekt.  Da  nun  die  Wertbt  der 
ersteren  niemals,  jene  der  letzteren  nur  in  sehr  selteneo  FUhs 

durch  Uie  sonst  gebräuchlichen  analytischen  Funktionen  lo  |S" 
sclilossener  Form  sich  darstellen  lassen,  so  können  die  auf  soldie 
Art  erhaltenen  Summirungen  in  der  Regel  keine  a  n aiy  tischeB 
im  Sinne  des  §.  53.  sein,  wie  auch  das  erste  in  §.  112.  beige- 
brachte Beispiel  zeigt.  Von  dieser  Regel  Ünden  aber,  me  n&n 
an  dem  zweiten  Beispiele  des  §.  112.  sieht,  zuweilen  fast  uner- 
wartete Ausnahmen  Statt,  welche  nobl  verdienen  möchten«  etwas 
näher  untersucht  zu  werden. 

Dem  ersten  Anblicke  nach  konnte  man  sieh  su  der  Maino*! 
veranlasst  finden,  dass  hier  die  nSmliehen  4  Aufgaben  so  ISM' 
seien,  welche  bei  der  Sommimng  dnrch  die  harmonischen  Konstia« 
ten  In  9.53.  vorgelegt  wurden.  Allein  ans  dem  schon  bemerkltB 
Umstände»  daas  in  den  Werthen  der  harmontechen  Snmmen  pl^' 
mala  ein  Logarithmus  enthalten  Ist»  folgt  von  selbst,  dass  aach  10 
dsn  dnrch  dieselben  ausschliesslich  bewerkstelligten  Rsibef 
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^.umniirunL'cn  ohiiehio  ke\t\  Logarithmus  vorkomntcn  kann,  wess- 
halb  die  dritte  von  «leti  envcihnten  Aufgaben  von  selbst  hinuetj 
Tällt  und  dann  die  sweito  von  ihnen  mit  der  letzten  einerlei 
irird.  Kur  dann,  wenn  unter  den  zusammen  zu  ziehenden  har- 
monischen  Reiben  auch  solche  der  ersten  Ordnung  gegeben 
•iod,  kunneo  in  dem  Ausdrucke  der  Summe  Logaritfameo  erschei- 
nen. In  diesem  Falte  aber  mflssan  die  Bedingongen  sum  Ver- 
schwinden dieser  Logarithmen  aus  der  ganzen  Samme  offenbar 
die  ntoUchen  sein,  darch  deren  Erfallung  dieselben  Logarithmen 
web  au  der  Summe  aller  vorhandenen  barmoniecben  Reihen  der 
ersten  Ordnnng,  fSr  eich  allein  genommen,  hinweg  fallen  w0r* 
den,  und  von  der  Aufsuchung  dieser  Bedingnagen  ist  liereits  bei 
der  Relbensomniirang  durch  die  harmonischen  Konstanten  die  Rede 
geveseo.  Ans  diesem  Grunde  soll  In  Bezug  auf  die  harmonischen 
Reiben  bdherer  Ordnungen  nur  die  Auflösung  der  ersten  und 
Utiten  Aufgabe  dee  §.53*»  nftmlich  von  der  analytischen  und 
«Ige brai sehen  Suramintng  der  Reiben,  Im  allgemeinen  kurs 
MiMideU»  dann  aber  nur  Beirscbtung  einiger  besonderer  FlUe 
Micher  Snmmlmngen  übergegangen  werden,  welche  mit  dem 
•eben  frfiber  Erwiesenen  In  genauer  Verbindung  stehen  und  aus 
wskbea  zugleich  einige  nicht  uninteressante  Ergebnisse  sum 
Vöiscbeiae  hommen  werden. 


S.  114. 

Die  Anflosang  der  eben  lie/eii  Imeten  beiden  Aufgaben  kann, 
wie  man  /eicht  erkennen  \^  i^d,  hier  im  allgemeinen  ganz  in  der- 
selben Art  Ijcwerkstelliget  werden,  wie  in  §.54.  Denrt  es  handelt 
^icli  hier  wie  dort  nur  darum,  aus  dem  Ansdru«  ke  der  Ninume 
entnreder  die  nicht  analytischen  oder  nebst  denselben  zu- 
gfeich  die  nicht  algebraischen  Glieder  verschwinden  lu 
roathen,  ivas  nur  dadurch  geschehen  kann,  ifldeni  die  Koeffizieo* 
teo  dieser  genannten  Glieder  gleich  0  werden.  Es  wird  desshalh 
bier  vollkommen  genü'gen ,  die  Art  der  Ausfahrung  sowohl  rfidc- 
sichtlicb  der  analytischen  als  auch  der  algebraischen 
Soinmirbarkeit  der  Reiben  jedesmal  an  einem  einseinen  nicht 
Titwiekelten  Beispiele  an  selgen. 

Sei  zuerst  die  Aufgabe  vorgelegt  zu  untersuchen,  ob  und 
oster  welchen  Bedingungen  aus  den  3  harmonischen  Reihen  der 
xweiteo  Ordnung 

(i»)*     dW*  (118)» 


Digitized  by  Google 


1^  Knar:   Die  harmoniscUen  Heiken. 

wenn  dieselben  betlebangsweise  mit  den  Faktoren 

lutiUiplIzirt  werden,  eine  analytiticii  «unimirfoare  liethe  nach 
^.  47.  abgeleitet  werden  kunne? 

In  {*  95.  iet  geieigt  worden»  das«  S  selbst  analytisch  auag*' 

drückt  werden  kSnne.    Ferner  ist  vermöge  $.  96.  <S  eine  pri- 

(1|3)* 

m;iro   harmonische  Summe,    welche   auch    nach  §.98.  in  dem 

Wcrtbe  der  sekundären  barmouischen  6ufutue  <S  vorkommt,  und 

(i;6)* 

zwar  mit  den  KoefBzientcn  ^  behaftet.  Eine  andere  primiirc  har- 
monische Summe  crsclieiut  nirgends.  Damil  daher  die  aus  <ien 
obigen  3  Reihen  /w  l/ddende  neue  Heihe  analytisch  ?;umniirhar 
iverde,  müssen  aus  ihrer  Suuinie  alle  Glieder,  welche   iS  enthal* 

(113)* 

ten  wMsn,  verschwinden,  was  nnr  dadurch  gescheiten  kann,  wenn 

ili-i-UnssO   oder  A^^^^A^ 

wird.  Diese  Ist  daher  die  einzige  Bedingung,  von  deren  Erfül- 
lung die  analytische  iSummirharkeit  der  aus  den  vorgelegten  drei 
Reihen  hervorgehenden  neuen  Reihe  sUibangt.  Desshalb  mus« 
die  Reihe 

deren  allgemeines  Glied 

_^  .      A,        _  4 

(2n  — J)*  ^  (3«— 2)«  '  5(ÜM  — 5/^ 

Ist«  stets  snalytiscb  lummirbar  sein,  was  filr  Werthe  man  auch 
den  Faktoren  A  und  Ai  beilegen  mag.  Wirklich  findet  man  nach 
j.  1U9.  die  Sninine  dieser  Reibe  durch 


mithin  analytisch,  au&gcd rückt.  Durch  die  vorhergehende  Ablei' 
tung  ist  aber  noch  ferner  gewisj»,  dass  jede  andere,  aus  den 
nämlichen  drei  harmonischen  Reihen  n  a  c  fi  §.47.  a  h  g  e  - 
le  i  t  e  t  e  H  e  i  h  e ,  w  e  I  c  h  <»  <1  e r  o  b i  e  n  Ii  e  d  i  n  ^  u  n  g  s  c  i  e  i  c  h  ii  ii  g 
nicht  entspricht,  auch  nicht  analytisch  «ummirbar 
seio  werde. 
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.  AU  «weites  Beieplel  solleo  die  Bedingungen  aafgeeucbt  wer- 
de«, ooter  welchen  die  Reibe 

(513)*  («15)* 
etee  algebraiseb  aosdrückbare  Summe  besitzen  kann. 

Vermuge  der  in     96.  gefundetien  Wertbe  kommt  in    'S  die 

«13)' 

primäre  harrooniscbe  äumme  iS  mit  dem  Koeffizienten  ^\  be* 
haftet  vor;  ferner 'io  — |  gleichfuiU  die  uämlicbe  pri* 

(5)3)'  («13)' 

Dire  Kenatante  mit  demselben  Koeffizienten        endlich  in 


wyr    ^  ciii)»  (6|3)*    ^  (iji)*  (III)» 

mit  dem  KoeCfiaienten  vereeben.  Damit  daher  die  beeelcbnete 
primire  Summe  atte  der  Samme  der  neuen  Reihe  versehwinde, 
iiNMs  Botbwendig 

+        +  a^T^ar^O  oder   13.1  +  13^,  +  ^.=:  0 

aeia.  Darcb  die  Erfäilang  dieser  Einen  Bedingung  wird  die 
fieibe,  wie  man  leieht  siebt,  wobl  eine  analytisch  summir- 
bare,  aber  doch  nicht  notbweodig  algebraisch.  Denn  In  ihrer 
Sonme  kann  noch  die  nicht  algebraische  Zahl  ir"  enthalten  sein, 

welche  in  dem  Wertbe  von    S   mit  dem  Koeffiaienten        ,  In 
S  mit  behaftet  ist,  In    5    hingegen  gar  nicht  vor* 

(613)» 

koBDit  Zorn  Hinw^fallen  von      wird  demnach  erfordert,  dass 

2v3  ^    2V3  ^      ^     ^       ^      ^  Ä 

aii.  Die»e  nnd  die  frühere  Bedingung  sosammen  genommen 
geben  nnn 

il|  =  ^    und    /lj|  =  — 26il 

<b  di^enigen  swel  BedingnngBgleichongen,  bei  deren  Erfdllang 
die  fieibe  gewiss  algebraisch  sammirbar  ist,  was  aber  auch 
geiriss  nicht  der  Fall  iat,  sobald  nicht  beiden  gleichseitig  Genflge 
geleistet  wird. 

Wirklich  findet  man  im  Falle  des  Zutreffen«  beider  Bedingun- 
gen das  allgemeine  Glied  der  Reihe 

TheU  XLIU.  19 
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(3«— 2)s  +  (3«  +  2)»~27(«  +  l)»  • 

und. die  Summe  derselben  ist: 

181 

A.  S  ^A.  S  -26i<.  5  ==5i5-^- 

(US)'  15 1 3)'  (6  IS)' 

LSast  maD  hiebei  den  von  u  nnabhftngigen«  in  allen  drei 
Reiben  gemeinechaftlich  Torkommenden  Paktor  A  gana  bei  Selten 
eo  eiebt  man  wobl,  daas  ana  den  obigen  Reiben  eigeot- 
lleb  nvr  eine  einsige  algebraiacb  anibmirbare  Reile 
nach  §.  47.  enta toben  fcSnne»  deren  allgemeinea  Giied 

1  I  26 

(3»--2)»  +  (arjr2)*    27(n  +  l)» 

nnd  ibre  Summe  ^  lat. 


l  115. 

In  den  FfiJlen,  nenn  aoa  aolchen  harnionlaehen  Reiben,  wefcfc« 
nicbt  aftmmtllcb  su  einerlei  Ordnnng  gebdren,  eine  bm« 
Reihe  naeh  §.  47»  gebildet  werden  aoll,  kann  bei  Anfeochuog  der 
fiedingangsgleicbangen  für  die  aoalytiacbe  Snmmirbarkelt  folgende 
einfacbe  Bemerkung  von  Nntsen  nein. 

Ans  dor  Gesanimlheit  der  im  Vorherrschenden  ausgeführten 
Berechiiuni^cn  ersieht  man,  dass  es  zwischen  den  harmonisclien 
Konstanten  und  Summen,  so  wie  auch  zwigchrn  den  letiteren 
nnter  einander,  sobald  sie  verschiedenen  Ordnungen  angehö- 
ren» Iteine  wechselseitige  Beziehung  gibt  oder  wenigstens  noch 
keine  solche  Ijekannt  ist,  durch  deren  Hilfe  jene  Zahlen  für  be- 
atimmt  gegebene  Wertbe  von  a  und  d  aoa  einander  abgeleitet 
werden  Icünnten«  wesshaib  sowohl  die  primSren  harmonischen 
Konstanten ,  als  auefa  die  primären  harmonischen  Sammeo  einer 
jeden  einzelnen  Ordnung  eine  besondere  Abtbeilung  von  irra- 
tionalen oder  transzendenten  Zahlen  bildenj  ivelcbe  Abtheilfiof{^° 
gar  nicht  von  einander  abhäncr^n  Aus  diesem  Grunde  IM  e.^  g^* 
atattet,  in  den  vorgedachten  Fällen  die  Aufstellung  der  Bedm- 
gungagleichungen  fiOr  das  Wegfallen  aolcber  barmoniacben  Kod- 
atanten  oder  Summen  ahth eilungawelae  vorautiebmen,  l^^^^ 
man  zuerst  nur  alle  irgend  einer  ein  seinen  Ordnung  angebörigeo 
barmoniacben  Reiben  ao  in  Betraebt  siebt»  ala  ob  nur  diese  allein 
vorbanden  wiren,  und  die  an  ibrer  aoalytiacben  Simmlfbtf^' 
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erCMiierUebeo  Bediogongagleichungen  fefttsetzt,  duB  aber  nach 
md  nacli  in  gleleher  WeUe  xn  den  harmonischen  Reihen  alier 
ubri^eo  Ordsungen ,  ko  weit  solche  vorhanden  sind,  übergeht. 
Die  gleichseitige  Erfüllung  aller  anf  diese  Art  sichergebender 
einzelner  BediDgang^^leichungen  wird  dann  h  i  ii  rci c  he ti  d  und 
aucii  not h  wendig  sein,  damit  die  Summe  der  Keüie  eine  ana- 
lytische «yrde,  weil  stets,  sobald  nur  einer  eiiiziL'en  von  jenen 
Gleichtingcn  nicht  fseniige  geleistet  sein  sollte,  >vcin^«»tens  Ti  n  o 
der  primhren  harnionischen  Konstanten  oder  Summen  in  dem 
Äunjmeiiausdnicko  dt  i  lifihe  zuriickhleihen  niusstc,  wodurch  der 
letztere  eben  auHiören  irürde,  ein  analytischer  Im  Sinne  des 
§.  53.  zu  Nein. 

.\^<  ein  srfir  einfaches  Im  i-^piel  dieser  Art  soll  die  AiilLjalx- 
Tnr2en<'rnnien  werde»,  die  I !  e  <l  i  n m»  n  g e  n  zu  suchen»  unter 
«eichen  aus  den  vier  harmonischen  Keibea 

S  p    St  s 

(l|4)»  I3I4)* 

WiUlitiiigf  weite  multiplixirt  mit  den  Faktoren 

eiee  •■alytieeh  eeminirbare  anendliehe  Reihe  each 
f. 471  estatehen  werde,  oder  mit  anderen  Worten >  nie  der 
Sibler  dee  allgemeinen  Gltedee  einer  unendlichen 
Beihe  heaebaffen  nein  nSeae»  wenn  der  Nenner 

(4n— 3)«.(4fi-l)* 

ünd  die  Summe  a  n  ;i  I  y  t  i  c$  c  h  sein  soll? 
Hetr.icht^'t  w,\i\  hier  ziur-^t  die   beiden   Kcilicn   der  ersten 
Ut4aiuur  J  .      und      •  ^  ,  *fO  erhält  mau  schon  nach  6.  4tt.  die 

Badingungsgleichung  Ai-Ag^O^  deren  ErRslhing  vermöge  {.57. 
■egfiict  iUe  analytiaefae  Summirbarkeit  der  hierana  allein  ent- 
springenden Reihe  herbelAhrt«  Demoach  mnea  sneret  Ai=^A 


Für  die  beiden  lietben  der  zweiten  Ordoung  A^  .  S  und 

tu*)* 

Af .  S  ergibt  eich  an  ihrer  analytischen  Snmmirbarkeit  aas  §.  97. 

dte  Bediegmigegieiehong  A^^  A^^ 0,  womiie  A^siA^  folgt 

Beiden  dieaen  Bedingungen  mnaa  Genflge  gelelatet  werden» 
«tia  die  Snmme  der  Geaammtreibe  analytiacb  aeln  aell.  Hleraua 
eiUlt  man  aoglekh  daa  allgemeine  Glied  der  Reihe  durch 


^  A 
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und  die  Summe  derselUen  durch 


71  TT* 


^•4  +  ^a*  g 

ausgeilrückt,  wo  A  und  jeden  beliebi|»en  Werth  habeo  können. 
Ausser  den  so  eben  besti ni m  t m  Is  t  keine  andere  Reibe 
analytisch  suninii  rba  r.  bi^i  uelcher  das  allgemeioe 
Glied  den  Nenner  (4»— (4ii  -  1)^  besitzt. 

Am  deo  voroftebenden  Formeln  ergeben  Vieh  offenbar  die  bei» 
den  elnfaeberen  FUle,  Indem  man  entweder  Ass^^,  A%sss^ 
annimmt^  worane  man 

1   w 

5  3 
findet,  oder  indem  Ass^  nnd  J^ss^^  geeetxt  wird,  wodurch 

die  Summirung 

'^(4»-3)».(4«r^l)«  —  ^  512 
inm  Voraebelne  kommt. 


Vermöge  der  in  §.  91.  iind  <>5.  anr^eführte»  Bernoulirschen 
SummiruDgeo  hat  mao^  sobald  a  eine  beliebige  ganze  Zahl  be- 
deutet, 

(a;!)*'"  (III)*»*       (III)*"  ^"'^^  (III)*' 

*         *L  ^    ^L** — «TTä^fl — 

Durch  diese  Formeln  lassen  sich  die  \V(>rflic  der  barmoni* 
sehen  Summen  aller  geraden  Ordnunmi!.  sobald  die  Differenx 
entweder  1  oder  2,  und  die  Anra?»s:«;?.al)l  fitie  ;i  ti  7  e  ist,  jeder- 
zeit mit  Hille  der  Zahl  tc  in  gcschlossenei  iMirni,  d.  h.  analy* 
tif^rh,  ausdrücken,  und  zwar  sind  diese  die  ein/.  1 14011  harmoni- 
schen Summen,  die  man  bisher  in  solcher  Weise  darzustellen  im 
Stande  iat  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dapa  alle  ans  barmo« 
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ni  sehen  Rei  he  n  v  o  n  d  u  r  c  h  ä  n  i  ?  er  ade  n  Or  d  u  u  n  g  e  ii , 
mit  den  Differenzen  1  oder  2  tirut  ipi^nzen  Anfaogs- 
zahien  nach  i\nleitung  des  §.47.  entspringenden  neuen 
Reiben  »othwcndif»  analytisch  sunimirbar  sein  nitis- 
8cn,  ohne  d;iss  <  s  hiezu  des  Eintreffens  irgend  einer 
weiteren  Bedingung  bedarf. 

Verbmdet  man  dieses  Ergebniss  mit  dem  bereits  is  j.  67, 
ttivietenen  Satze  oacb  der  ersten,  dort  angeireodeten  Aosdmcbs* 
ftwt  deiwetbeiiy  so  erbfilt  der  letztere  biedurcb  folgende  erwei* 
forte  Fasseng:  Jede  aus  harmonisehen  Rethen  der  ersten 
Ordneng  mit  ganzen  Aofangszablen  und  den  Differen- 
sez  ],  2,  3,  4  oder  6,  und  aus  harmonischen  Reihen  hS* 
berer,  jedoch  nnr  gerader  Ordnungen,  ebenfalls  mit 
gazzen  Anfangszahlen  und  den  Differenzen  I  oder  2 
nach  {.  47.  entspringende  unendliche  Reihe  ist  stets 
analytisch  summirbar,  sobald  sie  überhaupt  eine  end- 
liche Summe  besitzt,  d.  h.,  sobald  die  Faktoren  der 
tot1( onim e n d e n  harmonischen  Reiben  der  erbten  Ord- 
nung der  bedingungs  gleichung  des  §.  48.  Genüge 
leiiteo. 

IVill  man  eine  Sbnltche  Verbindung  des  früher  ftfr  die  har* 
fliODiscben  Reihen  hSberer  Ordnungen  eririesenen  Gesetzes  mit 
dem  zireiten  in  {.57.  ausgesprochenen  Satze»  der  wohl  hlufiger 
praktische  Anwendung  finden  dflrfte«  vornehmen,  so  darf  man 
liebt  ftbersehen,  dass  in  dem  Falle,  wenn  In  dem  Nenner  eines 
gegebenen  rationalen  Bruches  ein  Faktor  von  der  Form  (n  4  a)^ 
oder  (2n  f  a)*  vorkommt,  daraus  bei  der  Zerlegung  In  Partlalbrfiche 
azcb  solche  mit  dem  Nenner  (n-fa)*  oder  (2n-|-a)>  entstehen 
kftDoeo,  ffir  welche  man  die  zugeburigeu  harmonisehen  Summen, 
weil  sie  von  der  dritten,  demnach  einer  ungeraden  Ordnung 
sisd,  im  allgemeinen  analytisch  auszodrflcken  nicht  im  Stande 
ist  Dasselbe  gilt  offenbar  auch  für  Faktoren  von  einem  noch  hü* 
beren  als  dem  vierten  Grade.  Hingegen,  wenn  in  dem  iNen- 
oer  de«  Bruches  ausser  den  mir  einfach  vurliandenen  Faktoren 
de«  ersten  Grades  noch  solche  von  den  Formen  in  \  a)^  oder 
(2n  +  a)2  enthalten  sind,  jedoch  keine  eine«  höheren  (jrades,  dann 
kürmeii  au»  den  Kaktort'n  {u  \  a)'^  oder  {'bi  +  a)*  nur  Pai tiall*rü(  be 
mit  den  Nennern  +  n  -f  «  oder  ('2w  {-  o)^,  2«  -f^  a  entstehen, 
so  (lass  <lie  diesen  Partialbriichen  entsprechenden  iiarnionischen 
Reiben  entweder  zur  zweiten  oder  zur  ersten  Ordnung  geho- 
'•n.  Die  ersteren  sind  vermöge  <le?i  vorhin  Erwiesenen  sämmt* 
lieh  einzeln  und  daher  alle  zusanmien  nnalytisch  «iimmirbar.  Was 
<iie  letzteren  aubelangti  müssen  dieselben  in  Verbindung  mit  den 
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abrigen  vorbandeiien  harmonbcben  Rethen  der  erfttea  Ordnvog 

der  Bedingungsgieichung  des  §.  48.  tiotbwendig  GenGge  leisten, 
weil  im  entgegengesetzten  Falle  weder  diese  Reihen  fiir  sieli 
altein.  noch  auch  vereinigt  mit  den  bemerkten  Reihen  der  awei- 
ten  Ordnung  eine  endliche  Summe  haben  konnten,  was  doch  stit« 

eiritreflfen  muss,  sobald  der  Zähler  de«  gegebenen  Bruches  on 
weiiicisfenH  2  (irade  niedrisfer  ist,  als  der  Nenner.  Wenn  afcer 
Holclitige&tait  die  sammtlichcn  Reihen  der  ersten  Ordnung  der 
ßedirigungsgleichuiig  des  §.48.  wirklich  euti»prechen ,  dann  moss 
vermöge  §.  57.  die  Summe  derselben  zugleich  analytisch  sein, 
und  folglich  uird  auch  die  Vereinifjung  eben  dieser  mit  ilen  vor- 
her bemerkten  Kcilitn  der  zweiten  Oidnung,  was  nichts  andpres 
ist,  als  die  aus  liem  gegebenen  rationalen  liruche  entspringeude 
unendliche  Reihe,  geiviss  aualytisch  summirbar  sein. 

Zufolge  dieser  Betraebtungen  kann  daher  dem  s weiten  bi 
§.  57.  ausgesprochenen  Satae  nachatehende,  im  Vergleiche  gegen 
die  frfihere  awar  erweiterte,  im  Zusammenhalte  mit  dem  nnmiltel* 
bar  vorhergebenden  Satae  aber  etwas  minder  weit  reichende  Ft» 
sung  ertheilt  werden:  Jede  unendliche  Reihe,  deren  sN* 
gemeines  Glied  eine  rationale  gebrochene  FunktioD 
von  fi  ist,  muss  analytisch  summirbar  sein,  sobald  der 
Zähler  um  wenigstens  2  Grade  niedriger  ist  als  der 
Nenner  und  zugleich  der  letztere  aus  durchgängig  von 
einander  verschiedenen  Faktoren  von  den  Foriaeot 
7i  -|  a ,  2w  +  fli ,  3«  +  «2,  4;i  f  ^3  ,  0;/  -f  a^,  {n  \  o^)'-  u  11  d  (2«  -f  ^e)* 
besteht,  wo  a,  c/j ,        ^'3 '  "4^  ^'f>  beliebige  ganze, 

übrigens  additive  oder  subtraktive  Zahlen  bedeuten 
können. 

Durch  dieses  Gesetz  (indet  man  sich  im  SfaTufo,  mit  Leich- 
tigkeit eine  unbeschrankte  Menge  allgenieiner  Glieder  von  unend- 
lichen Reihen,  in  deren  INennern  auch  Faktoren  des  zweiten 
Grades  vorkommen  dürfen,  aufzustellen,  bei  welchen  die  Summen 
der  Reihen  gewiss  analytisch  im  Sinne  des  {.  53.  ausgedrückt 
werden  kOnneo,  nur  mwssi  man  sich  dabei  aus  leicht  begreiflichen 
Gründen  büten^  unter  die  Faktoren  des  Neuners  solche  aofzuneh- 
man,  welche  für  irgend  einen  additiven  gansen  Werth  roo  * 
gleich  0  sein  würden. 

Uehrigens  sind  diese  Sjitae  offenbar  keineswegs  im  Sinne  der 
Ausschliesslichkeit  au  verstehen,  d.  b.,  es  kOnnen  allerdings  ooch 
andere  analytisch  sammirbare  Reihen  naeh  §.  47.  entstehefli 
welche  sieh  aber  durch  keine  der  vorstehenden  Regeln  auffindeo, 
sondern  nur  nach  §.  114.  erkennen  lassen.  Das  zweite  in  }. 
angeführte  Beispiel  ist  ein  praktischer  Beleg  für  diese  Behauptung« 
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Beb&lt  man  die  schon  bisher  hei  den  Ani^endungen  auf  be- 
stimmte Zahlen  in  der  Hegel  zum  Grunde  lie^ende  Voraus- 
setzQUg,  dass  die  Anlanf».szahlen  und  Differenzen  aller  harnionisf  ht  ii 
Reihen  eanze  Zahlen  seien,  auch  noch  weitoi  hei,  {wiiiint  man 
ferner  an.  ila^-s  alle  vorhandenen  oder  doch  alle  nach  §.  116. 
gleichzeitig  zur  Betrachlung  koiuniendcn  Keihen  2u  einerlei 
Orinuw'j:,  ijehüren  und  dass  überdies»  hei  ihnen  durchj;Hngig 
dieeielbe  Differenz  herrsche,  welcher  letztere  Umstand  jeder- 
lei! leicht  herbeii^efnhrt  werden  kauu,  wenn  er  etwa  nicht  ohne- 
hin vnrhaitden  sein  i^ollte,  so  ist  es  auch  für  die  harmonischen 
Keihen  h'iherer  Ordnungen  jrnnz  leicht,  die  sowohl  zum  Eintreffen 
der  anaiv  tisehcrj  als  auch  dt-r  sili^chraischen  ►Sumniirbarkeit  erfor- 
derlichen Hr(lin^uni;sf;leichui»gen  m\\.  Hilfe  der  in  §.  5.S,  eingeführ- 
ten und  hier  unverändert  heiznhebaltendea  nezeichnungswcise 
genau  in  derselben  Art  darzustellen,  wie  diess  in  §.  59.  und 
dann  in  §.  7i.  bis  §.76.  bei  den  Reihen  der  ersten  Ordnung  ge- 
zeigt worden  ist,  nur  müssen  bei  den  höheren  Ordnungen  die 
beiden  Fälle,  oh  der  Ordnongsezpooent  eine  gerade  oder  eine 
oogerade  Zahl  ist,  wohl  tod  einander  unterschieden  werden,' 
weif  darnach  auch  die  Gleichungen  selbst  etwae  verschieden  aus- 
faUen.  Diess  ist  so  einleuchtend ,  dass  es  wohl  ffir  hinreichend 
eiachUi  werden  darf,  nur  die  Bedingungsgleichungen  der  analy- 
Usthen  und  auch  der  algebraischen  Summirhark^it  für  dieje* 
eigen  Differenzen,  für  ueiche  die  zogeharigen  harmonischen  Sun- 
nsD  io  den  {§.94.-96^  berechnet  worden  sind,  kurz  anzuführen, 
ohae  Dotbig  zu  haben»  die  Ableitung  nnd  Begrflndung  derselben 
fUBstfadlieh  m  erörtern. 

Ua>  zuerst  den  Fall  anbelangt,  wenn  die  t^enieinschaftliche 
m  '  reiiz  aller  einzelneu  Hfifien  —  1  ist,  linOet  man,  da«s  für 
,lf''lc  trerade  Ordnung  die  6 u nunc  jederzeit  und  unbe- 
üiuut  analytisch  sein  niüsse,  aliiebraisch  jedoch  nur 
dann,  wenn  die  Summe  der  Faktoren  aller  Reihen 
gleich  0  ist,  oder  in  der  Bezeichnung  des  §.58.  ausgedrückt, 
^veim  Fq=Q  ist.  Die  Erfüllung  der  nämlichen  Bedin* 
gaogsglei  c  h un g  Fq-sQ  ist  au  c h  hei  den  ungerad en  Ord- 
Duncren  nothwendig,  wenn  die  Summe  analytisch  oder 
algebraisch  sein  soll,  da  hier  beide  diese  Eigenschaften  stete 
mctoigt  Torkemmen* 

Im  l^'alle,  wenn  d  —  2  i>t,  \^  ird  für  eine  gerade  ürrlnuns; 
^  d  i  e  a  n  a  I  y  i  i  ti  c  h  e  8  u  ui  ui  i  r  b  a  r  k  e  i  t  ebenfalls  unbedingt 
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eititretfen,  die  a  I  !?e  b  i  a  i  s  c  Ii  i'  S  u  la  m  i  r  h ;)  r  k  eit  hiogegea 
nur  dann,  weno  der  Üedinguiig«gleicbuQg 

Fo  +  (atr-l).Fi  =  0 

Genüge  geleistet  ist;  für  eine  un [gerade  Ordnung  2r+l 
niuss  zum  Eintreffen  der  a  ii  a  1  y  t  i  t  h  e  n  wie  der  alge- 
braischen 6umniirbarkcii  die  Gleichung 

n  +  (2*+i-l).FiS=0 

erffillt  sein. 

Bei  ils=3  «rglbt  sich  fOr  die  gerade  Ordnaog  2r  aor 
aoalytiacben  SmuHiirbarkeiC  die  Bedingungsglelcbong 

aur  algebraiaebea Snmniirbarkeft mnaa  nebet  ebea  di«- 
aer  noeb  der  weiteren  Bedlngnngegleicbong 

Fo+(3*^-l).Fa=0 

Geoflge  geacheben;  fOr  die  ungerade  Ordnung  2r-|-  1 
wird  s&r  analytiaeben  Sonrolrbarkelt  die  BrfQllang 
der  Bedingangsglelchnng 

aur  algebraiaeben  Snmnifrbarkeit  anaaer  eben  dleaer 
noeb  der  weiteren  Gleicbung 

I 

erfordert. 

Ist  d=.i,  so  erhält  man  fflr  die  geiadc  OrduuiiL;  'Ir  z  ur 
anal y tiä c h Uli  tSuniniirbarkeit  die  Bediuguogsgleichuug 

und  zur  algebraischen  Suminirbarkei t  noch  die  zweite 
Gleich  uog 

F^ + (3*-- 1).  F,  +  ««rßi^^D.F, = 0; 

für  die  ungerade  Ordnuni^  2r-f  I  findet  man  zur  analy* 
tiacheu  Suniniirbarkeit  die  Gleicbung 

Fo  +  (W*  - 1) .  F, +  2«r(2^r+i-l) .  F,  =  0, 

zur  algebraischen  Öummirbarkeit  kommt  noeb  die  fer« 
nere  Gleicbung 

binau. 
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Eüiilich  für  #/=0  und  jede  gerade  Ui  tlniinj?  2r  ergibt 
•icb  zur  anal y ttiicbefi  Summirba r keit  die  Gleichung 

vBil  zorn  ßehnfe  dr>r  algebraischen  SuiUiuirbarkeit  noch 
die  zi?ei(e  4«ieicbung 

F.-(3^-l).  F,  +  (2^  - 1).  F, -I- (3^— 1).  F4 + 2»'(3*'- 1).  F,  ssO; 

für  die  11  11  r  n  <T  e  Orditttnt;  2r -f  1  hingegen  nuSft  lUT 
4ii»if tiaclieii  öuniiiirbarkeii  der  Gieicbung 

+(a»+,-j).F,«o. 

til  Bar  algebraUclieii  Snnnirbftrkeit  noeh  flberdiese 
dir  GUicbttDg  • 

0^+*  4-  J)  (F|  — F«)  +  F.-F^Ä  0 

€t«age  geaelielieii. 

Mm  darf  biebei  nicht  ausser  Acht  lassen,  dass  den  eben  aof- 
mtidtBa  Regeln  die  Eigeeaebefl  der  Atisschliesslichkeit 
«bommt,  so  daw  die  Sanmeii  solcher  Keibea»  bei  welchen  die 
CMcb  Anfiiey  aoagesprochenen  Voraussetzungen  eintreffen,  nicht 
ner  datto  gewiss  analytisch  oder  algebraisch  sind,  sobald 
des  da/ilr  gefundenen  Bedingaagagleichnngeo  ▼oUstindig  Gendge 
ge/eistet  wird,  sondern  ea  aaeb  gewiaa  niebt  aind»  wenn  daa 
iMHa  akbt  der  FaU  iat* 

Cm  die  Anwendung  der  vorstehenden  Bediiigungsgleichungen 
ßil  einem  sehr  einfachen  Bei«|)ii'U'  /u  lu  kufn,  soll  die  Aulgabe 
iiT  Losung  vorgenommen  werdm,  Uie  ü  c d  i n  ;i  u ng e n  aufzu- 
iQchen.  unter  welchen  autt  lieo  4  barmuuischen  Heibeu 
4er  aweiten  Ordiiuug 

St        Ä  ,       S  ,  St 

üwr       WD*      ffw*  mr 

beziebangsweise  mulii|»lizirt  mit  den  Faktoren 

At         Ai»       A%,  Att 

lach  Anleituni»  des  §.47.  eine  entweder  analytisch, 
•der  auch  algebraisch  auiaaiirbare  ooeodlicbe  Keihe 
eitapriagaa  werdet 
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Hier  ist  cls4»  dann  die  Ordnung  d«r  Reihen  9»  mithin  gt- 
rade,  und  r=  1.   Ferner  bat  man; 

Werden  diese  VVerthe  in  den  vorhin  bei  r /  ~  4  aufgeatellten 

liediugungsglcichinigoü  substituirt,  so  ergibt  hieb,  dass  die  Heihe 
dann  und  nur  dann  analytisch  buuimirbar  sein  nerde,  sobald  der 
Cvleichung 

il  —      =  0  oder   A^='  A 

entsprochen  ist ;  zur  algebraischen  Summirbarlieit  aber  niuss  nocli 
fiberdiess  der  Gleichung 

il8-|-3ili-|-12il,  =  0  oder  A^^^^A^^^HA 

Genilgc  geleistet  werden.   Demnach  ist  die  Reibe 

A,  S  S  ^J.  5  f /f,.  S 

(ii4)*  (|i4)* 

Biels  analytisch  and  die  Reibe 

A.  S  -I-Ai.  S  -^A.  S  -{l^A^^A^).  S 

(114)*  (214)*  014)*  *<4|4)* 

gewiss  aig  I- 1)  r  a  i  8c b  summirbar ,  was  inau  auch  dur^b  wiriiiich^ 
Sunimirung  bestätigt  tindet,  indem 

A,  S  5  5  S  =(^+^+^0"^ 

(t|4)*  (2i4)*  (314)*  (414)*       ^         *  ^ 

und 

A.  S  5  ^A.  S  ^(12/4+3-4i).   S  =0 

(l|4)*  (2|4)*  (314)*  (414)* 

erhalten  wird.  Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  aller  noch  ferier, 
dass  aus  den  vorgelegten  4  Reihen  keine  andere  analytisch  oder 
8«eb  algebraiscb  suniaiirhare  Reihe  nach  Anleitung  des  §.  47.  est* 
springen  kOnne,  als  ausschliesslich  nur  diejenigeo,  welche  In  <lit' 
sen  2  Formen  begriffen  sind. 


$.  118. 

Aus  den  Suromenforroeln ,  welche  in  fien  §§.03.,  04.  und 
aufgestellt  wurden,  lassen  sich  ohne  alle  Schwierigkeit  andere  ba- 
raerkenswerthe,  zur  Lehre  von  den  harmonischen  Keibeu  bobefO' 
Ordnungen  gehörige,  analytische  Sumroirungeo  ableiten. 
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BfseMiMt  ^  fftn*  ballebige  FonkHon  tod  n,  ond  f  du» 
VniMiefMbe,  von  vtlelicr  fpn  nicht  nbfclagt»  so  Ist,  wenn  nan 
Ii  BeMiang  nvf  «  difftmsirt, 

d(9it  +  <)sae, 
.  1 


ad  ailgnniein  HHr  jeden  additiven  ganzen  Werth  von  r: 

1 


8^» 


0)11 +  £     (— l)'"->.(r—  I)! 


,   L  (-1)""*      yw  +  g 

MgL  Da  dia  beiden  Tbeile  dieser  Glelehnng  aneh  F^nictioneo 
m  m  iM»  können  dieeetben  ale  allgemeine  Glieder  von  nnend- 
Mm  Sdkea  aogeaeben  werden»  dnrch  deren  8ommlning  man 

^      +  (r  — 1)1  •         ö«'-»  • 

end  intdi  Temeckelanf  der  Ordnang  der  beiden  Recbnange« 
aMen  8«d  8^ 

II     c^i      ^ ^^^^e 
^  (yii  -f         (r  - 1)! '  ae»^» 

fflOlf. 

Cm  eines  davon  zu  machenden  Gebrauches  willen  muss  hier 
BOC&  bemerkt  «rerden»  dass  msn  die  Gleichung  I.,  bevor  die 
Birnag  dabei  vorgenommen  wird,  auch  mit  ( — 1)"-^'  roultipliziren 
kiiae,  wodwcb  daa  Resnitat  folgende  etwas  veiiuderta  Gestalt 

Mit  liiife  der  (!eiuiiil«'npn  Formeln  II.  und  Iii.  ia( 
■ti  offenbar  im  Stande«  sobaid  mau  die  Summen 
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oder  S^- — 

dnrch  eioeii  geschlossenen  aitaly tischen  Ausdruck  dar- 
zustellen  vermag,  durch  wiederholtes  I) i ffcrenzire n 
des  letzteren  in  Bezug  aui  die  Veränderliche  £  aucli 
die  Summeo 

l  (—1)"+* 
in  gleicher  Wei«e  aufigedrfickt  au  fiodeo. 


119. 

Setzt  man  in  der  Formel  IL  des  §.  118.  zuerst  (pn  —  yn*  i-  dn, 
dann  noch  9iissy(2n  — 1)* -f  d<aii— I),  ferner  in  III.  ebeafnlU 
9«  ^  yn*  -f  in;  ao  erhill  man  darana: 


I.  S 


(yn»    dii  f        > — 1)1  *  a«^-^ 


III.  5 


(yn«  +  dn  +  e)r  —  (r  —  I)!  '  Bb'^  ' 


Nnn  ist  man  durch  die  in  den  §§.  63.,  64*  und  65,  gefnodeoea 
Formeln  in  den  Stand  gesetatf  die  Summen 

awar  nielit  Im  allgemeinen,  aber  doeb  in  einigen  dort  bestimmt 
beseicbneten  Fällen  wirUicb  In  geaebloasener  Form  analyHneb 
anssttdrttcken.  Sobstitairt  man  daher  mit  Uebergehnng  der  avrnr 
allgemeineren,  jedoch  in  praktiecher  Bealehung  minder  bequem  an« 
anwendenden,  Formel  des  f.  63.,  da  sie  ohnehin  darch  die  folgen* 
den  ?ollstSndlg  ersetit  wird,  die  Werthe  ans  §.  64.  und  $.66.  ia 
den  Toransgebenden  Gleichungen  II.,  III ,  ao  ergeben  sich  no« 
gleich  folgende  neue  analytische  Snmmirnngen,  wobei  die  ebnn* 
dort  eingeMrten  Beaeicboungen 

a«->4ye  V(4yg-d«) 
P-    4ye  und.^«  
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■ivtfftMi^rt  Mlidialteii  bleiben.  £•  iet  D&mlicli»  frenn  >  eine 
gered«  Zahl  ist; 

4 


0f  •\'  (r~^^ 
1  ^  1 


«era  -  eloe  BAfferede  Zabl  ist: 


 1 


leraer  «reiia  ^  eine  darcb  4  tbeilbare  Zabl  ist; 


y'*"  ((2« 
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« 


cDdlich  noch  wenn  -  «ioe  g trade  Zahl  iat: 


,   -  (-1)-^     (-1).  (-')-^»-^  Vp 


± 

oder  .  , 

1 

(—  i)ii-n  1^  (-  ly. ».8^'  ^ 

Es  versteht  sich  hiebei  von  selbst,  dass  von  diesen  letzten 
paarweise  geordneten  8  Formeln  stets  entweder  die  erste  oder 
die  I weite  gebraucht  werden  nifisse,  je  n^clideiii  entweder  V|» 
oder  9  eioen  reellen  Werth  besitat. 

s.  m 

Die  wirklirfip  Ausführung  Her  in  §.  HO.  nur  ane;ezei£rff*n  f)iJ- 
ferenzirunuen  li'ir  jeden  be«Hnimt  cei^eljenen  VNrrth  von  r  unter- 
liegt nicht  cl*»r  t>trinr^steri  8chv^  i»'HL;keit;  nur  müssen  die  hiedurch 
sich  ergebenden  Ausdrücke  lortM  ährend  desto  vervvif  kt  ft er  aus- 
fallen, je  crösper  r  anjj;enonimen  wird.  Desshatb  wnIteT»  ilie  l'Or- 
uiehi  nur  für  den  einfachsten  Fall  ausdrücklich  hieher  gesel/t 
werden,  um  sie  hei  vorkommendem  Gebrauche  sogleich  zur  Uaud 
zu  haben.        ist  nämlich  für  r=2: 

 1   _l     .  ^*(ceaecj»Vf»)».  «eetanggyp 


1  %  ^ 
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1 


4*  "57  1 


I  «■(aec~2"^)*    Jitang — 

i  ^  1 


y«- '  ((SÄit-l)«-!»)«' 


*(yAt-l)*  +  a(2«-l)+£^*-         g  -C 

Kür  tvelche  F.'ille  jede  einEelne  von  diesen  Formeln  anwefitihar 
•ei.  iftt  zwar  ia     119.  alwirflcklMi  ugegvbM  w erdea ;  e«  bedarf 


a 


Digitized  by  Google 


200 


JTJitfr;  Die  äarmotUseAen  ile§Un* 


aber  nicbt  einmal  dieser  Hinweisung,  weil  die  Beschaffenheit  dtr 
Fonneln  es  ohnehin  jederzeit  selbst  ganz  nosweideatig  dadercli 
zu  erkeimen  gibt,  indem  überall  bei  der  im  lettteo  GUede  jeder 
einzelnen  Formel  vorkommenden  endlichen  Summe  die  Uber  dem 
Sttmmenzeichen  etehende  Anzehl  der  Glieder  nothwendig  doe 
ganze  Zahl  sein  muM,  und  genau  mit  den  in  (.  119.  aeegedtflck' 
ten  FftUen  Gbereinstimmt. 

Die  vorsteheiidcn  Ausdrücke  würden  eine  noch  etwas  kür- 
zere  Gestalt  erhalten,  wenn  man  darin  ö=zO  annehmen  wollte, 
weil  liei  dieser  Voraussetzung  die  eben  erwähnten  letzten  Glieder 
aller  1  (►rnielti  liudz  weglallen  und  zugleich  die  Werthe  von  p  und 
t/  sehr  kurz  sich  darstellen  lassen  würden.  Die  auf  solche  Art 
sich  ergebenden  Gleichungen  würden  dann  genau  den  in  j»  67. 
angeführten  ^nmmirungen  Euler 'e  entsprechen,  aus  welchen  sie 
auch  durch  Üifferenziren  für  s  unmittelbar  hergeleitet  werdm 
kSnnten.  Ee  wird  deeehalb  nicht  oütbig  sein,  Iftnger  dabei  se 
verireileD. 


§.  121. 

Die  Summenformeln  der  §{.  64.  und  65.  noterliegen  >  wie  be- 
reits in  {.  66.  bemerkt  worden  ist,  rOeksIchtlicb  ihrer  Aoweodba^ 
keit  gewissen  ßeschrlnkungen,  welche  letztere  nun  auch  bei  den 
aus  jenen  früheren  hergeleiteten  Summirungen  der  §§.  119.  and  ISO. 
Platz  greifen  müssen.  Es  finden  nämllcb  erstlich  diese  FoiiimId 
keine  Anwendung^  sobald  d*  =  4)r«  oder  d* — 4ye  =  0  ist  lo 
einem  solchen  Falle  ISsst  sich,  wie  bekannt,  yn^-i-dn  -{-t  in  da 
Produkt  aus  zwei  einandergleicken  Faktoren  zerl  ege  ti ,  folg- 
lich ist  Sj^^jjyqT^jj-^Tjp  eine  harmonische  Summe  der  2^teo  Ord- 
nung, und  eine  solche  kann,  wie  man  aus  $.  94.  und  §.  05.  weiss, 
nur  dann  analytisch  dargestellt  werden,  wenn  die  zugehörige  Dif* 
ferenz  entweder  1  oder  2,  und  zugleich  die  Anfangszabi  eine 
ganze  ist. 

Ferner  geben*  einige  von  den  Formeln  der  §{.  119.  und  110* 
Dir  die  gesuchte  Summe  das  Resultat  nur  in  einem  unbestimm- 
ten und  daher  unbrauchbaren  Ausdrucke,  sobald  Vp  elDS 
ganze  Zahl  ist.  Für  solche  Fälle  ist  es  aber  stets  leicht,  die 
bestimmten  Werthe  der  Summen  zu  finden,  indem  man  zu  die- 
sem Behufe  nur  die  in  {.  66.  aufgeetellten  Ausdrücke  (r— l)malfBr 
f  au  differenziren  braucht,  um  sogleich 
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(-.l)r-I.ar-l(p-|.V  ^  ) 


(- l>r-i .a'-» .  ^""/^  ) 

iB  erhaltMi«  fr^lcbe  Formeln  stets  anwendbar  sind,  trenn  Vp  ir- 
fitd  «i»6  ganze  Zahl  bedeutet,  zugleich  aber  I.  und  III.  avcii 
dtan,  wnin  Vp  ein  regelmftssiger  Bruch  mit  dem  Nenner 
2  Min  sollte.  Aach  sieht  man  «irohl,  dass  dorcli  diese  Formela 
4te  tre^uchten  Swmc^n  nicht  nur  ftoalylUelit  ecHiderii  eeger  al* 
lekraieei  anegedrfiekl  gefnedeii  werdeo. 

In  äm  eiefecinliii  Falle,  weoii  rs3  tat,  trgllit  aleh  inabe- 


1  '^vj 


 i^.T 


V    5  »  J    ^         .  ' 

—  s  •  5  y—  « 

-  ^^^^ 


i,  in. 

0«cfc  VanalM  daar  UalaaB  AkMerang  bei  das  In  f.  IIS. 
iiiiutaHeeaa  Varfabraa»  ladaai  maa  ainrfleb  dabei  aaatalt  der 


1k«ü  XLIU,  U 
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Differenziale  die  Differenzen  anwendet,  Ut  man  im  Stande, 
noch  andere  analytische  Summirungen  ans  den  Formeln  der 
f{.  64.  und  65.  abzuleiten,  weJche,  wenn  sie  auch  minder  erheb- 
lich, als  die  vorhergehenden,  sich  erweisen  sollte«»  doch  sieht 
gtns  mit  StUUchwoigen  Obergftogen  werden  dftrfeo. 

Mit  Beibehaltung  der  in  {.  118.  eingeführten  Bezeichnungen 
Süll  noch  die  Differenz  der  VerSnderlichen  e  durch  ri  bezeich- 
net werden ,  nämlich  ^{  =  17  sein.  Unter  diesen  Voraussetzuügeii 
weiss  man  aus  der  Uiffer^nzenlebre,  dass 


1  .  /m\  1 


(3)*  (^+i+3ii?  +  (4)  ÖST+TTSf? 


ist,  weM  ntn  nicht  übereeheo  wird,  daee  die  swisciMii  des 
Kiammero  enthaltene  Reihe  rermOge  der  EigeiiechafleB  der 
BinomiallcoefBxieoteD  für  additive  ganie  ei  Mllweedig  end* 
lieb  ist  and  ane  m^-l  Gliedere  beetebt 

Betrachtet  man  hier  alle  vorkaromendcii  Ausdrucke,  da  sie 
zugleich  Funktionen  von  n  siiid,  als  allgemeine  Glieder  uriend* 
lieber  Keiheu,  so  folgt  durch  iSummirung  derselben  sogleich 

oder  in  kürzerer  Weise  dargestellt: 

I  1 


ist  man  neo  im  Stande«  die  Summe 

Ä— i— 
(9>ii  +  f)»" 

durch  eiae  aaalytieebe  Fonktion  von  t  In^ geschlossener  Form  aus- 
andrücken,  ao  brauebl  mm  da^ia,  elfenbar  nur  anatatt  e  aaeb  ami  oaeb 
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ttod  daher  (iurch  die  Substitution  aller  dieser  Werthe  in  L  end- 
Udi  noch  tite  Summe 


<9WI  + 

ebftDÜüJ«  in  gescbloa»euer  Form  analytiscb  zu  ünden. 

Dieses  Verfahren  Ist  xwar  stets  anwendbar,  was  fiBr  eine 
gtate  additive  Zahl  avcb  r  sein  mag,  allein  nur  in  dem  Fane» 
ircBB  r  I  ist,,  ergeben  steh  durch  dasselbe  hinlänglich  einfache 
RcMiltalay  um  es  der  Mflhe  werth  au  erachten,  beseadere  For^ 
nein  daßlr  aafanstelten. 

^  ist  ntoÜcb,  wie  man  sich  leicht  iiberaengt, 
_J  ^  (— l)"'.m!.<7"'  

nod  folglich,  wenn  dieser  Werth  in  l.  und  II.  ^uUstitnirt  oad 
i;leicb  daicb  (— l)"*.m!.i}"*  beiderseits  dividirt  wird, 

III.   5  ' 


{tpn  +  4)  (yn  +  «  +  n)  — •  (9«  +  «  ^r  mri) 
oi!«r  In  kilraerer  Beselchnnng: 

in    o  ^  (— ir  1 


{ifn  +  «) (9>n  +  « -|-  +  €  +  wij)      mi ij""  *        gm  -|-  e 

Wird  in  diesen  allgemeinen  Formeln ,  welche  Rir  jede  Funktion 

l 

9iig»iten,  wenn  nur  die  Reihe  iS^^-^p-^  analytisch  snmmirbar  ist,  ins* 

besondere  sowohl 

>ii  =  yii«-|-dfi,  als  auch  qm  — y(2ti  — ])*  +  d^(2ft-l) 

^genommen,  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass  die  unendlichen 
Retbeo,  deren  allgemeine  Glieder  entweder 
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  I  

(yn» + «II  +  «)  (yn*  +  « II  +  f  + 1?) . . . .  (y«« + d«  +  f  +  mi,) 

oder 

 I  

(f9n  -  1)«  +  d(2«  - 1)  +  «  +  mri) 

sind»  in  Allen  Jenen  Fillen  enalytiecb  raainiirt  werden  kdonen»  In 
trelchen  mn  vermOge  {.  64.  und  {.  6fi«  die  Semnien 

^       1  .      .   l 

nnf  eben  solehe  Weiee  anenidrilcken  im  Stande  let 

Was  ferner  die  Reihen  mit  abwechselnden  Vorxetcheu 
betrifft»  iet  lelcbt  einauaeben»  daaa  der  Wertb  der  Reibe 

(pi*  +  ^»  +  0  (yw*  +  dn  +  €  + 1?) ....         dn+f  +  mi?) 

erbalten  werde,  wenn  man  von  dem  doppelten  Betrage  der  Snnmo 

  1  

^  4  (y (2«- !)•  +  ö (2«  -  1)  +    (y (2« -  !)•  +  d (2» - 1)  +  «  + i 

}  „..(y(9ii-l)«  +  d(än-.l)  +  f+mir)  | 

den  einlachen  Werth  vun 

1 

'^(yi^H-dii-|-f)(y»*-|-dfi-f*a-|-^)...(yn«-|-dii+i'f«if) 

abzieht;  demnach  kann  allen  Fällen,  in  welchen  man  beide 
letzteren  Summen  analytisch  darzustellen  vermag,  auch  die  er- 
ster e  in  eben  solcber  Weiae  gefunden  werden. 

Um  WeUllnfglLeiten  in  vermeiden,  aell  In  die  BlnielMtMi 
dieaer  SnbaHtntionon»  die  niebta  Beaonderea  darUetnn,  nieht  nilnr 
eingegangen  werden« 

{.  m. 

Aua  dem  in  {.  77.  betrachteten  besonderen  Falle,  in  welclicm 
eine  aus  barmonlaehon  Reiben  der  ernten  Ordnung  nach  §.  47. 
entspringende  neue  Reibe  gewiss  algebraisch  summirbar  ist, 
kann  an^  Air  die  Reiben  b  Ob  er  er  Ordnungen  ein  entsprechen- 
des Geseta  abgeleitet  werden. 
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1q  §.  77.  Ut  erwiesen  worden,  dase  unter  VoraoMetsnng  der 
fiJfiichaogen 

il  -1-  ^1  -I-  ilt  -1-     -I-  •  =0 

o  =  01  s  <if  =    s  ••••  (inod.  <f) 

<Ut  SiUBine  der  Reibe 

X  —  A.  S  -\-  At*  S  +     .  ^  -f  -^a •  'S  -|- . . .. 
•|d  a^l«!  a^ld  o,|4 

«iurcb  den  algebraUcbeu  Aaedrack 
dttgftitoUt  werden  könne,  wobei 

bt.  Werden  die  beiden  eben  angesetzten  Wert  Ii  e  von  x,  jeder 
(r— I)mal,  in  Bezug  auf  die  Veränderliche  u  differenzirt,  und 
dabei  nicht  ausser  Acht  gelassen,  doss 

—  ao-  ao  * 

ist,  so  fiitdet  man  aus  dem  ersten  Wertbe  voo 

(a\df  (a.d)''  (ajlci/  (a^ldf 

oder,  wenn  man  die  hier  awiachen  den  Klammern  entbaltene 
Rcifce  dnrcb  Xr  beielebnet, 

g;i=(-l)'-».(r-l)t.«,5 
«M  dtm  obigen  sweite»  Wertbe  von  x  bingegeo  ergibt  eich: 

(«Iii)'  (ald)'  WO*" 

Oittb  die  Gieiciisetzung  der  beiden  gefundenen  Wertbe  des 

"Hfferenzialquotienten  g-jfZi   und  nachherige  Division  derselben 
(— l)r-^(r-l)l  folgt  sogleicb: 
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{a\df  {»[df  {aidi^ 

woraus  aicb  zeigt,  das«  die  in  §•  77.  gefundene  Summenformel  1. 
nicht  nur  fSr  die  harmouiscben  Reiben  der  ersten,  sondern  auch 
jeder  bOberen  Ordnung  gelte»  unter  vollkonimener  Gteicfaheit 
der  dabei  au  Grunde  liegenden  Toraussetsungen. 

Verbindet  man  hieniit  noch  deu  ao|>le'ich  eiDieuchteude«  Cm- 
stand,  dass  die  in  $.78.  pezeitrt^'  Fnveiterunj?,  welche  man  der 
Surnmii  ung  nach  §.77.  in  drr  \  nw  endunrr  zu  geben  vorn)a<j,  in 
gleicher  Weise  auch  bei  den  hat  riii>(iis(  hen  l^eihen  hidicrer  Ord- 
nungen sich  ausführen  Irisst,  wie  bei  jcni  ri  der  eiste»  Ordnung, 
60  erkennt  man  auf  der  Nlrlic.  da<s  dem  <  r^-ten  in  §.77.  ausge- 
sprorheneii  iiatzc  foiucdder  mehr  uniias  -  ude  Ausdruck  t^cgeben 
wer  1  LI)  könne:  Jede  aus  ii arm on tischen  Ucihen,  we leben 
O  I  (i  II  11  II  j  t  i>  dieselben  aucli  angehören  nini^en,  nach 
Anleitung  det»  $.47.  entspringende  unendliche  Treibe 
ist  durch  ein-  oder  mehrmalige  Anwendung  der  For- 
mel I.  algebraisch  snnimirbar,  sobald  alle  einzelnen 
Reihen  entweder  zu  e i  n  e r  I  e i  O r d n u  n  g  g e h  ti r e n ,  g  1  ei c h e 
Differenzen  haben,  ihre  A  n  f a n  g  s z a h I e  n  in  B c a u  a u I 
die  gemeinschaftliche  Differenz  al.*-  IVIodnl  einander 
kongruent  sind  und  überdiess  die  >»umnie  ilircr  F;ikto- 
r  e  n  gleich  0  ist,  oder  sie  \a  e  n  i  g  s  t  e  n  s  in  A  b  t  h  e  i  i  u  n  e  e  n 
sich  sondern  lassen»  deren  jeder  einzeln  gcTiommen 
die  eben  angegebenen  Eigenttcbarten  vollständig  zu* 
kommen. 

f.  1^ 

Aucb  die  wichtige,  ßir  die  harmonischen  Reihen  der  ersten 
Ordnung  in  §.  8*2.  nachgewiesene  Eigenschaß  läset  sich  ohne 
Scbwierigiceit  auf  die  höheren  Ordnungen  übertragen,  indem  leiclit 
gezeigt  werden  kann,  dass  man  bei  allen  Jenen  Reihen, 
fflr  weiche  als  unendliche  betrachtet  man  die  Summe 
nach  Anleitung  des  {.  1^.  au  finden  vermag»  aucb  im 
Stande  ist,  die  Summe  einer  unbestimmten  endlichen 
Ansah!  ihrer  ersten  (»lieder  durch  einen  geseblesse- 
nen  algebraiscben  Ausdruck  darxustellen. 

Denn  wie  schori  in  §,  82  gesagt  wurde,  kann  die  Summe  dtr 
71  ersten  Glieder  einer  unendlichen  Reiiie  dadurch  erhalten  wei- 
den, indem  mau  von  rien»  Wcrthe  der  ^.ui^lu  I»eihe  die  Summe 
derjenigen  unendlichen  Reibe  abiiiuhL,   weiche  aus  der  frObcren 
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J)prTAr<»f  .  wenn  man  mit  iieseitiguuL!;  der  ersten  ii  Glieder  nur 
den  ubrip:en  Theii  der  Reihe  stimmirt.  Die  erste  von  diesen  bei« 
den  Summen  ist  durch  die  Formel  I.  des  §.  1*23.  au5?^cdrüekt ;  die 
andere  S^mme  wird,  wie  ebenfall«  in  §.  82.  gezeigt  wurde,  aus 
der  erstereii  abgeleitet,  wenn  darin  a^nd  anatatt  o  aubatitairt 
vkd»  dieae  lat  dabar: 

{m^m*[if  («+«11«' 

Itfcb  dafea  Sabtraktfon  voa  I.  in  133.  laan  Ar  die  Saroma  dar 
■  inlMi  Gliadar  den  Aiiadraelt  arbllt: 

IKaaar  Aatdrack  lat  waiOga  dar  la  {.  133.  aofgeatalliaa 
VmaaaefcnBigeo  atola  ab  aodllehar;  ar  lat  flbardiaaa  aia  al- 
gfbralaaliar,  iraoa  alle  Faktarao  At  Ai,  A%,  A^»**^»  m  wia 
a  «id  li  abaafrlla  algebrabeb  alad  $  im  antgegengeaetateii  Falle 
•M  M$  efbaltene  Sawno  swar  olabt  alftebfalacb«  aber  daeb  aaa- 
lytiaeb  aeto»  waa  dar  ecban  b  {.  80t  beigefOgteD  Bemerbing 
«■mmb  eatopridkt 

^och  bedarf  e»  wohl  nur  einer  einfachen  Erinnerung,  uro  ein* 
zusehen,  das»  dann,  wenn  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
nur  durch  die  wiederholte  Anwendung  der  Formel  1.  dea 
liä.  tat  die*  verschiedenen  Abtheiluni^en  der  einzelnen  Heiben 
gcfmden  werden  kann,  die  Summe  der  en<llichen  f'eiho  «vben* 
falU  nur  durch  mehrmalige  Anwcndunt;  der  obigen  Formel  I. 
aaf  ä$  aiadicbaa  AbtbeÜangea  ateb  argebao  werde. 

Es  wird  siebt  für  unaogeroeaaee  eraebtet  wardea»  das  In 
|.  ttL  and  $.  134.  Cbaagte  dvreb  eb  eebr  ebfacbea  Beispiel  m5g- 
Mal  bbr  aa  Mehan.  Ab  aabbee  mag  db  Reibau  dienen,  deren 
dgeoieinea  Glied 

(2«~l)(2ii-t'3)jr«-l 
(3ax  +  I .  (3fi*+ 1  +aa:)* 

iiw»  b  Partbibricbe  aarlagt, 

43-  ix  ix 
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ist,  und  welche  eewehl  eis  noendltehe,  wie  auch  alt  end* 
liebe  eiimmlrt  werden  eoU. 

Damit  diese  Keihe  als  unendliche  nach  §.  123,  oder  als  end- 
liche nach  §.  124.  sich  suinmiren  lasse,  ist  vor  Allem  notbwendip, 
die  beiden  Reihen  der  ersten  Ordnung  von  jenen  der  zweiten 
Ordnung  zu  trennen,  weil  um  bei  solcher  abgesonderter  Behand- 
lung die  in  deni  Nal/.e  des  §.  ausgesproc  lienen  Hedingungen 
eintreffer»  können.  Nach  \  oil/.ng  dieser  'i  i  ciniung  überzeugt  man 
sich  sogleicli ,  dass  bei  jeder  einzelnen  Abtheilung  den  gedachten 
Bedingungen  wirklich  vollständig  Genüge  geleistet  werde.  Denn 
erstlich  geboren  die  Reihen  einer  jeden  Abthoilung  zu  einerlei 
Ordnung;  dann  ist  die  Differenz  bei  allen  Reiben  dieselbe,  näm- 
lich 2jr;  die  Aiirangszublcu  bei  jedent  Kcibenpaare  sind  a  —  \-{x, 

iii=:l-|-5«»  weasbalb  a5e|(aiod.2d;)  und  m^^^^^  =2  ist; 
endlieb  atnd  die  Faktoren  der  sirei  Reihen  der  ersten  Ordayng; 

1  1 

ij=l^,   ^,=— — ,  mithin  il 4 =3  0« 

and  ebcnao  die  Fakteren  der  s«rei  Reihen  der  n  weit  es  OrdiinBip 

A  S5—         4  =  ^ ,  folglich  wiedfir  A -{^  A^^=^ 

m 

In  GemSeebeit  dieser  Wertfae  ergibt  sich  nach  der  Permel  L 
des  {.  193.  dleSnmme  der  swei  Reihen  der  ersten  Ordnung,  ab 
nnendliebe  betrachtet. 


und  die  Snnine  der  swei  Reiben  der  s weiten  Ordnung: 

werans  die  ttnmme  der  sinnitlichen  vier  Reihen,  als  nnend- 
liebe betrachtet,  dnreh 

,  1/1  .  J!  L_  L_  h^3^i3j*_ 

ansgedrttckt  erhalten  wird. 

Für  die  e nd  I  i  r  Ii    n  Smiunen  hingegen  firuiet  man  nach  I.  i» 


§.  124.  die  Weribe  von  den  zwei  Keiben  der  ersten  Urdouog: 
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änar:  Die  Jk^rmmUeMen  SeiAen.  ;^U9 
Ar  4i«  iwei  ReilbMi  der  g weiten  Ordoieg; 

'  C    5    -  5  ) 

-  '/     ^    .       l  l  I  \ 

-  44rV(l  +  «>"*(iT3^""(2iwr+l+ar)«^  (211x^^1+3^7* 

oad  daher  nach  höriger  Ziü^ammenrechnung  und  AbkQrzung  für 
ÜeSuuM  von  »  Gliederu  der  vorgelegten  Reihe  den  Ausdruck: 

„      1  +  3j:  +   /M-H4C2«4^1)(2w43)(wjr  +  1  +  a^)  ^\ 

b  d«n  eben  erhaltenen  Summen formeln  I.  und  II.  ist  es  offen* 
fear  ee§tattet,  anetitt«  jede  beliebige»  nicht  nur  rationale  oder 
algtbreieebe»  eonrlern  auch  trenezendente  oder  komplexe 
Zahl  anzoneliaieD.  Ueeelielb  leeeeii  sich  durch  das  C^esett  dee 
§.123  zuweilen  Reiben  earomireo,  welche  denselben  beim  ereCeo 
Asblicke  gar  nicht  zu  unterliegen  scheinen,  und  deren 
mi  anderen  Wege  niebt  leicbl  «nfsufinden  «ein  dSrften. 


Seh  lussbemerkung. 

JXn  Awarbeituiig  der  gegenwirligen  Abhandlung  ist  bereICs 
\m  Mfe  1800  begonnen  werden,  In  welchem  Jehre  Ich  Sfenttlebe 
^«lanogen  Uber  die  liemienbNiben  Reihen  nn  der  Univereittt  au 
Craa  abhielt  Eint  nneb  der  ver  Knraem  erfelgten  Vollendung 
■aiacr  Arbeit  iai  mir  der  acbOne  Anfeata  den  Herrn  Prefeaaor 
Bi.  Oettinger  aber  beatlnunte  Integnle  im  30.  Tbelle  dleaee 
Anhiitt  dar  MetheiMtik  und  Pbynik  na  Binden  gekommen,  in 
walibim  dernaibe  ^e  mit  der  meinigen  eebr  nahe  Aber- 
«inetlmmende  Benelehouag  der  banneniachen  Reibco  bO« 
hertr  Ordnungen  nnd  sor  Berecbnnng  der  Wertbe  ihrer  Snmmtn 
filelehe  Hilfamittel  mit  mir  anwendet  Der  Zweck  dleaer 
Berechnung  aber  bt  bei  ihm  nnd  bei  mir  eis  ga«s  foraeble- 
daaer»  indem  Herr  Hefratb  Oettinger  dieae  Summen  nnih 
aMaaaCch  aurWerthbtnlimmnngven  Integralen  gebraucht» 
«ihmnd  sie  bei  mir  eben  so  auascblleaalidi  anr  Summlrnng 
von  Reihen  so  dienen  haben. 

In  Bezug  auf  die  harmonischen  Reihen  der  ernten  Ordnung 
Mt mein  Anleatafen  jenem  Oettinger*«  gaas  unabbSngig  da* 

Lnter  diei*cn  UiuNtäntlen  kunnte  ich  mich  nicht  veranlasst 
b4tfi,  lu  meiner  Arbeit  irgend  eine  weseotUcbe  Aeiiiieruug  vor* 


Die 
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zunehmen,  sondern  übergebe  sie  ganz  bo,  wie  leb  sie  voUeodete, 
der  uffeotlicheii  lieurtbeilung. 

Um  jedoch  dabtei  jede  Kollteioo  bintan  so  balteo,  erklKre  icb 
hieinit  ansdrfiebBehy  was  aich  swar  eigentlich  von  aelbat  ver« 
atebt,  daaa  ich  die  Prioritit  des  Herrn  Ho'fratbaa  0 et- 
tinger in  allen  Punkten»  in  welchen  seine  Abbaadloog 
mit  der  melnigen  attsammentriff t,  auf  daa  Bereitwil- 
ligste unbedingt  anerkenne. 

Graz  am  12.  Märs  1869. 

0ef  Verfasser. 


XIII. 

Ueber  das  ballistisclie  Problem »  UDter  Vorausseuuog 
eiiiea  der  erlangten  Geschwindigkeit  proportioiialeii 

Luftwiderstandes* 

Von 

dem  Herausgeber 


{.  1. 

In  der  Abhandlung  Tbl.  XXII.  Nr.  XXVL  habe  ich.  unter 
Voraussetzwnc^  eines  dem  Quadrate  der  erlangten  GeschnindigkeH 
proportldii  ilen  Luftwiderstandes,  eine  Lüsung  des  ballisfischen 
Problem!«  gegebtMi ,  bei  der  ich  zugleich  auf  gewisse  Inte^ral^ 
geführt  worden  inn.  die  Herr  Doctor  Ligowski  in  der  Abband- 
lung  Tbl,  XfJl.  iSr.  III.  mittelst  der  hyperbolischen  Functionen  m 
interessanter  Weise  weiter  entwickelt  hat.  Ob  da«  in  der  genanO" 
ten  Abhandbing  von  mir,  wie  dies  fast  innin  r  bei  llntcrsachun- 
gen  dieser  Art  geschieht,  zu  Grunde  gelegte  uU\iie  ^ewton^^che 
Gesetz  des  Lull  Widerstandes  richtig  ist,  ist  bekanntlich  imio^' 
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eines  der  eriangien  Ceschwinäigk.  proportion*  lMftwider$UiHäe$,^\\, 

noch  sehr  frac^iich ;  und  vrilf  man  der  Wahrheit  die  Ehre  geben, 
so  kann  man  ülierhaupt  nur  ^a^en,  dass  das  wahre  Gesetz  des 
J.uftwiderstaudes  noch  iiar  nh  fit  gefunden  ist,  und  wir  uns  bei 
diesen  Tn!»  rsiichunijen  iniüior  noch  mit  blossen  hypothetischen 
Vorans>etzungen  belielfen  müssen,  üeherdie«  hat  ilio  Voraus- 
vHziiML'  eine«  dem  Quadrate  der  erlangten  C»e8chwindigkeit  pro- 
porlioiiilen  Luttvvidersf <iii<l e*!  Das  gofjon  sich,  dass  unter  dieser 
Annahme  die  Lnstin«;'  des  ballistischen  IVoldems  in  völlig  geschlos- 
senen analytischen  Ausdrücken  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande 
der  Analysis  nicht  mtiglich  ist,  überhaupt  die  analytische  Lösung 
f6r«cliiedene  theoretische  Schwierigkeiten  darbietet.  Dagegen  ist, 
Qoter  der  Vorauseettnng  eines  der  erlangten  Geschwindigkeit» 
oder  —  bestimmter  aaegedrfickt  —  der  ersten  Potenz  der  erlang» 
teo  Geschwindigkeit,  proportionalen  Lufitvideretendes  das  Problem 
in  der  srhunsteo  Weise  in  vullig  geschlossenen  analytieehen  Aue* 
drOeken  luebnr,  und  ob  der  Widerstand  wirklich  der  ersten  oder 
iweiten,  oder  überhaupt  einer  Potenz  der  erlangten  Geeebwin- 
dlf  keit  gen  an  proportional  sei»  dfirfte  gegenwärtig  immer  noch, 
weo^tene  theil weise»  eine  offene  Frage  sein  und  wohl  noch  lange 
Zeit  eiae  solche  bleiben. 

Bei  dem  grossen  Interesse»  welches  gegen  wirtig  darch  die 
früher  nicht  für  mSglleh  gehaltene  grosse  VerTolIfcommnnng  der 
Wvrfgeschatze  die  Ballistik  von  Neuem  mit  tollstem  Rechte  för 
sieb  In  Anspmcb  nimmt»  dürfte  es»  anter  den  oben  erwähnten 
ümstiDÜen»  nicht  nnangemessen  und  den  Zwecken  des  Archivs 
nicht  entgegen  erscheinen,  wenA  Ich  in  dieser  Abhandlung  das 
balNstiiche  Problem  unter  Voranssetsung  eines  der  erlangten 
Gesebwludigkeil  proportionalen  Luftwiderstandes  etwas  weiter 
entwickele»  als  dies  bisher  geschehen  sein  dürfte,  wobei  ich  mir 
übrigens  natürlich  gar  nicht  einfallen  lasse,  und  bei  diesem  Ge- 
gesstiode  ancb  gar  nicht  elnfntlen  lassen  kann ,  hier  absolut  Neues 
geben  sa  wollen,  welche  Forderung  ja  bekanntlich  auch  von  dem 
ArcbiT  nicht  unbedingt  gestellt  wird  und  gestellt  ivrerden  soll. 
Es  reicht  mir  für  jetzt  bin,  diesen  Gegenstand,  wie  ich  glaube, 
in  nicht  ganz  uneigenthfinilicher  Weise,  bei  völlig  ntrenger  Be* 
handlung,  von  Neuem  in  Anregung  gebracht  zu  iiaben,  was  mir 
bei  dem  schon  erwähnten  grossen  Interesse,  das  die  Ballistik 
gegenwärtig  mit  vollem  Rechte  für  sich  in  Ans|»ruch  nimmt,  jetzt 
wohl  an  der  Zeit  zu  sein  schien.  Wegen  der  im  Folgenden  in 
Anwendung  gebrachten  Gruhdlurniein  und  Bezeichnungen  verweise 
ich  hier,  ohne  jedwede  weitere  Anfuhrungen  im  Folgenden,  ein 
für  alle  Mal  auf  mfine  AhhandluriLr  Tbl.  XXI.  Nr.  XXXI,  über 
die  allg  eiiK'ine  Theorio  der  freien  kruuimliDigeo  Bewegung,  worin 
allet  hier  ^otbwendige  zu  ündeo  ist. 
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j.  2. 

Am  Anfang«  der  Bewegung  wirke  auf  den  Punkt  A  eine 
Hiomentankratt  F,  welche  Itir  sich  eine  geradlinige  gleicbfdmige 
Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  F  erieugt,  und  deren  Ridi- 
tung  mit  den  positiven  Tbeilen  dreier  durch  den  Anfangspiukt 
{abe)  der  Bewegung  gelegter»  den  primitiven  Axen  der  jfi  i 
paralleler  Azen  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  «» j?»  7 
einschliesst.  Ferner  wirke  auf  den  Punkt  A  in  jedem  Ptnkt« 
{xtytit)  seiner  Bahn  eine  constante  Zeitkraft  Ft's26\  derto 
Rtchtangen  sich  stets  parallel  bleiben  sollen ,  und  die  auch  immv 
nach  derselben  Seite  hin  wirken  soll,  wobei  wir  die  von  der 
Richtung  der  Kraft  Ft*  mit  den  positiven  Tbeilen  dreier  dnrel 
den  Punkt  {xtytit)  gelegter,  den  primltiiren  Azen  der  x,  y,  '» 
paralleler  Axen  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Wh- 
kel  durch  cpt' ,  ^'t' ,  yt'  bezeichnen  wollen.  Endlich  wirke  auf  döi 
Punkt  A  in  jedem  Punkte  (jti/tzt)  seiner  Bahn  eine  Zeitkiaft 
Ft"y  welche  der  von  dem  Punkte  A  in  diesem  Punkte  seiner  ß«bD 
erlangten  Geschwindigkeit  proportiunal  und  deren  Richtung  übet' 
all  der  Richtung  dieser  GeschwindigktMt  direct  entgegengcsetit 
ist.  Die  vüii  der  Richtung  dieser  kraft  Ft"  mit  den  positiwo 
Theilen  dreier  durch  den  Punkt  {xtytu)  gelegter,  den  primitiren 
Axen  der  y,  z  paralleler  Axen  eingeschlossenen,  J80°  oicl»^ 
Cberstelgenden  Winkel  sollen  durch  (pt" ,  ^n** »  tß"  beieicbuet 
werden. 

In  dem  Punkte  (atfftxt)  lassen  sich  nach  drei  durch  deosel- 
ben  gelegten,  den  Azeu  der  x,  y,  t  parallelen  Axen  die  Kii^ 
Ff'  und  Ft"  respective  in  die  Krifte 

Ft'cosipt',    Ft'co9^t',  Ft'coBxt* 

und 

F,"cos9>i",   Ft'^costift^  Ft^cosy 

zerlegen,  und  die  KrSfte,  in  welche  sieh  nach  denselbeo  ^ 
Axen  die  Resnltlreode  der  KrSfte  Ff'  und  Ft*  zerlegen  litft» 
sind  also  offenbar: 

Fr' cos  ^t'  +  Ff*  cos  9«*, 

Ff'co8i/;f'  +  Ff*cosi^t*, 

Fi'cosxi'  +  F<"Gosxt*. 

Folglich  moss  man  in  den  bekannten  allgemeinen  GleicliBi^' 
gen  der  freien  krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes,  ivie*''' 
gleich  In  die  Augen  fallen  wird. 
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Ftcoatpt^z  Ff'cos^f'  +  Fi" co8ipt''f 

Fteoßitt—  Ft'eoBipt'  4-  f V'cos^t'» 

Ftcosp  ^Ft'coBp*  -|-  Ft'eoBTiß^ 

sefzen.  Um  nun  aber  die  Untersuchung  möglichst  zu  \  ereiiilachen, 
nehmen  wir  die  durch  die  Richtungen  der  Kräfte  und  F^^'  be- 
stimmte Ebene  als  Ebene  der  und  den  ])Oöitiven  Theil  der 
Aie  der  der  Richtung  der  Kraft  Fq'  parallel  und  von  dem 
Anlange  der  Coordinaten  aus  nach  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung bin  liegend  wie  die  Richtung  dieser  Kraft;  so  ist  offenbar 
c=:0,  y=:90^«  und  wegen  der  gemacbteo  Voraussetzungen  all- 
gemdo: 

Ako  ist: 

Ft'coBq>t'=:-2a,   Fg'eoB^t'=Q,    Ft' cosp' z=0. 

Weil  rerner  nach  der  VoniiiMetxQng  Ft"  der  reo  dem  PoDltte 
J  ia  dem  Punkte  {xtytit)  seiner  Bahn  erlangten  Geschvrindig* 
init  y>t  proportional  ist»  so  ist»  wenn  fi  eine  gewisse  constante 
poiHife  Grösse  beselcbnet, 

Fi"  = 

Aaeli  Ist  nach  der  Voranssetsnng  die  Rlcbtang  der  Kraft  Ft" 
der  Bkhtang  der  Gesehwindigktit  10t  stets  direct  entgegengesetst, 
and  fblfficb«  wenn,  so  wie  tt»  nncb  {t,  i}f>  {t  ibre  aus  Tbl.  XXI. 
Nr.  XIX].  bekannte'  Bedeutung  bebalten, 

ilio 

Ft"  cos  21"  =  —  fiX>tcos{f. 

Nimmt  man  dies  a^t  dem  Vorbergebenden  sosaaunen,  so  er- 
giebt  sich : 

Ft  coBipt  =  —  'iG  —  [iVt  cosif, 
Ft  cos^t  = — cos  m , 
Ft  eos  )Gt  = — M^^i  costr. 

BektDDttich  ist  aber 
od 
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cos  i;t= 


V(&r-(»y-(iiy 


9x, 


also 


VreM&s:     *      CO«  ^  =  ^ »  l^icosCt  s  ; 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

F|Co«^  s  —  2€f  ^fi  ^  t 

FtC08l/;i  :ä  —  , 

oder  in  der  an«  den  froheren  oben  erwttnten  Unterencbimgee  ^ 
tcannten  BeeeiehnoDg: 

Da  Dtin  beicaoDtlieb 

die  allgemeinen  Gleicbuogen  der  freien  kmmmlinigen  Betreguog 
in  ihrer  ehiftcbsten  ond  arsprOngliebeten  Gestalt,  anf  vrefde 
rfickavgehen  hier  sweckmSeaig  iat,  sind,  so  erhalten  wh  filir  ort* 
seren  TorliegeodeD  Fall  die  folgenden  Gleichungen: 

IX  rty. 


Die  dritte  der  drei  vorhergehenden  Gleiehnngen  1)  iraoD  oi" 
anf  die  Form 


Digitized  by  Gopgle 


8*>t 

IT 

4.  Lt  wie  sc^tMcb  erhellet,  auf  di«  Form 

McM«  Atoo  l«t>  WMB  C^'^  ein«  Conateae«  bmiebiMt: 

Mi  Mglicb,  w«Bii  c  saine  bekaBnle  Bwieatang  hat: 
•tf^r.  »tw  wir 


IN»      itr  Projedlra      PobIiIm    «if  to  Aiü  4tr  s 
mi*ge  te  Wirkung  dar  Zeitkraft      am  Ende  dar  Zatt  I  ctlaagla 
Gmhwki^gkait  M  bakamOiiflli 

0(»t«— Ftcoay) 

— 5r — ^' 

iLL*  wfil  Qfiterdeogemacbteo  Voraussetzungen  yz^9Q^\  cosy  =  0  ist: 

Weil  ouii  ilicsii:  UeschwiftiiigHeil  lür  <=;:0  offeniittr  versclmiadet, 
M  v«cacb windet 

fir  issO»  aml  nach  4aM  OMgao  tat  aiaa  Or  <»0; 
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folglicb  C"=:0.   Daher  ist  nach  dem  Obigen  allgemein: 

Bxt 


=0, 


also  it  eine  Constante.  Weil  aber  Zo=ü=0  ist,  so  ist  allgemeio 
2r  =  0,  und  die  Trajectoria  liegt  also  im  Torliegeoden  Falle  ganz 
\n  der  Ebene  der  Jty,  ist  folglich  eine  Curv«  van  einfacher  Krfim- 
mung,  zu  deren  vollstfindiger  Charakterisirung  die  beiden  eiBtea 
der  GlelchnngeD  1)»  D&mUch  die  beiden  Gleiehnngen 

hinreichen,  die  wir  daher  auch  ron  jetat  «o  imeeier  feraeren  Be- 
tnebtnng  «Uein  mm  Gmnde  legen  werden« 


j.  4. 

Um  min  die  eieCe  der  beiden  Gleichungen  2),  nlmlkh  die 
Gleiehoeg 

n  bilegrirw,  wollga  wir 

aetMB;  dtM  «rUH  dia  n  fai(egrii«ada  GMahnag  di«  OttMl 

w  oraiM  sich 

and  folglich  durch  Integration,  nach  einer  allgemein  bekauoteo 
Integraiforinel,  wenn  C|  eine  Constaote  bezeichnet, 

<=C4-^/.(2G  +  ft«i)2   oder   <=Q— 3j^/.Ci6 +|* ^')« 

ergiebt   Bekanntlich  ist  nun: 

6(jBi— g*»  F^eee«)     .  .  Sx« 

^1  »  "öt     r  Cosa» 
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die  von  der  Projcction  des  Punktes  A  auf  der  A.\e  der  x  \er- 
»öee  der  Wirkung  der  Zeitkraft  Xt  am  Ende  der  Zeit  l  erlangte 
Ge»cbiviodjgkeit,  und  da  diese  Geschn-iiidigkeit  lür  ^  =  0  offen' 

lar  vmefcwindeC,  so  ist  Teo««  der  \¥ertb»  welchen  ^  för 

erhält.    Dies  fuhrt  nach  dem  Obigen  zu  der  Gleichung: 

0=C|-^/.(2C;  +  f»Fcosa)^ 

« 

•igiMt  Also  Ut  Meb  den  Obigen: 

•26r+j* f  cos a-v  * 


oder,  wenn  €  seine  lieknnnte  Bedentang  bat. 


leipicn 


 zsi±ef^. 


WeV  Mcfc  dem  Obigen 

dfe  f<e«  der  Projeelion  de«  Pnnktee  A  wai  der  Aze  der  vermüge 
der  Blrfcmg  der  Zeitkrtft  Xt  wm  Ende  der  Zeit  <  erlangte  Ge* 
igkdt  tot,  und  ee  In  der  Nator  der  Sccbe  liegt«  daes  eich 
€eecbwi»dlgkeit  augleleli  mit  der  Zeit  nnr  stetig  Sndern 
,  M  kann  sieb  aiieb 

"51' 

nnd  MgBeb  aneb 
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zugleich  mit  der  Zelt  nur  stetig  indeni.  Ein  eteliger  Uebergung 

,     C  PeeitiTeD  >      ,     (  NeniiTeii  >  , 
einer  GrOsee  von  dem  |  N^gnü^eii  J  (  Poeitivee  > 

aber  bleee  darch  Neil  hiodoreh  Statt  finden.   Ana  der  Gleiehmig 

2£+j4Fco8a_ 

folgt  aber  anf  der  Stelle,  daae 

nie  verschwinden,  and  daher  nach  dem  Vorhergehenden  auch 
niemals  sein  Zeichen  Sndern  kann.   Für  t     0  erhält  aber  nach 

dem  Obigen       den  Werth  Fees«»  also 

•  26  -j-  ftf  cos« 


den  Werth 

2G-f  fiFcosft 
2i;4-fftFcosa 

so  dass  also  die  Grösse 


=  1. 


2G-f  f*Fco8c 

flir  f  =  0.  also  nach  dem  Vorhergebenden  stets  |iosiliv  Ist. 
Desbaib  rauss  man  in  der  Gleichung 

2t?+arC08« 

das  obere  Zeichen  nehmen ,  d.  b.  mau  muss 

2€?+fAFcestt 


2C?+|*^ 


setzen,  woraus  sich  leicht 
^  ^ort    2C-ffiFeoe«     ,  2G 

VI  fl  fft 
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€r^^  Iftlegriit  nlw  aber  4iwe  Gleichang«  so  erhält  man,  wenn 
C  flfaM  CoBtInto  beieldinett  nach  bekannten  lategrnirenneln : 

«Iweil  nna  Xo  =  a  Int»  so  int: 

 -5  , 

2G  +  f4Fconci 
G  =  n  -1-         ^  4  » 


4).  ,  .  .  «rsa  — —  <f — i-E^  (l-c-/*')- 

Ca  Ae  sweUe  der  Gleichnngea  S),  nimlieb  die  Gleichung 

« ietegrireo,  wellen  wir 

dyt      .  det 
rr=     ,  eine  ^ 

mkmm,  «elnrcli  die  m  Integrirende  Gleichung  die  Geetnit 
tMi  Aiae  int,  wenn  C^'  eine  Cenettnte  beieichnet: 

ayrV 


de»  Obigen  let  nberi 


8(y<— 6— F<coeft 

— sr  ' 
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die  von  der  Projection  des  Punktes  A  auf  der  Axe  der  y  vertnuge 
der  Wirkung  der  Zeitkraft  Yt  am  Ende  der  Zeit  i  erlangte  Ge» 
«cbwlndigkeit,  und  da  diese  Geschwindigkeit  für  ^  =  0  verschwin- 
det» so  ist  iMcb  dBm  Vorhergebenden  Fcwß  der  Werth,  «relcbeo 

fiSr  IzzO  erhält   Also  Ut: 
folglich  nach  dem  Obigea«: 


oder 


dyt  ) 
also 


FcosÄ 
H 

Durch  ein  gaoE  lihnliches  Kaisotinenient  uip  o!>en  liberzeugt  man 
sich  al)er  auf  der  Steile,  dass  mau  auch  in  dieser  Gleichung  das 
obere  Zeichen  nehmeo«  also 

df 

setzen  mass,  vroraus  sich 

Ö)  ;  •  ^=  VeoBpe-/^ 

oder 

d^g  =  Fcos^e-z^'at, 
•Iso  dareli  lotegration,  weiiD  C  eise  Ceostsiite  beseiehoet, 

ergiebt   Weil  aber  ^  =  6  ist,  so  ist: 

issC'-^^,   C'  =  6  +  — -^i 


Digitizedby     1  »i;le 


6)  y#=6  +  -^^(l-r-M). 

Ans  diMer  Glekbaug  erliäit  naii: 


Fcosp  '  Fcosp 

Ffibrt  man  diese  Wertbe  io  die  Gleleheeg  d)  eto,  eo  erliilt 
Ar  die  Trejectoiie  die  Glelchneg 

^  ^Fcw^    (3^'-*>  +  7?'**-T^i^< 


9  ^=«+-^^^-(3,1-6) +   p^^j^l  

NiMit  omh  jefit»  «ee  dseber  inner  verstittet  let,  den 
^Mwm  TMl  der  Aze  der  ^  so  an,  daes  der  WinlLel  ß  niclit 
grOeeer  ele  90^  lel,  eo  fei  offenbar 

weao  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdem  die 
IBclitoog  der  Kraft  F  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
xweiteo  Axe  eines  durch  den  Anfang  der  Bew'egung  parallel  mit 
dem  Systeme  der  gelegten  Systems  liegt ;  und  bczeichocu  wir 
also  den  90°  nicht  übersteigenden,  und,  jenacbdem  die  Richtung 
der  Kraft  F  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  dor  zncileu 
Ajte  eines  durch  den  Anfang  der  Beivegang  parallel  mit  dem 
Systeme  der  a:^  gelegten  Systems  liegt,  als  positiv  oder  negativ 
betrachteten  Neigungswinkel  der  Richtung  der  Kraft  F  gegen  den 
poeitKen  Thcil  der  zweiten  Axe  eines  durch  den  Anfang  der 
B^ejjun«;  jtaralkl  mit  dem  Systeme  der  gelcfjtcn  Systems 
d  Tch  /.  so  ist  offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  und  uuleren 
jLmiLhcii  auf  einander : 
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folglich  allgenein : 

€06  a  =  sio      cos  ß  =s  cos  L 
Alflo  ist  nach  den  Obigen: 

10)  te^a6+K»'°v,._2g 

Qod 

11)  .  .  .  .*i  =  a-— ^-f — ^  (i-r-/^); 

ferner 

12)  Fcoe*«-!«« 

uod 

13)  yi  =  6+^^(l-e-^^); 

•ndllch  tot: 

oder 

15)  xi=a  +  — .|,j5;^(y,-6)  +  -,/  ' 

Vertauscht  man,  natürlich  nur  in  der  tiezeiclHiuDi;.  fj,  h  und 
xty  y%  mit  einander  j  so  werden  die  vorhergelieoden  Gieicliuugen : 

16)  ^=  Fcoste-/^ 

und 

17)  ^(l-«-*^; 

ferner 

18)  |i=?^±ji:fi--.^^E^ 

id 

19)  .  .  •  .yir=6-  — <  +  —  (l-c-A"); 

endlich 

od«r 


mid 
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Weil  bekann Üicii 

»»=V(tJ+(t)' 

M,  «o  Ul  Mch  Ifi)  md  18)s 

•4«r,  WM  man  leSclit  finiltt: 

2^  Vt 

rn  dieM  Gleichungen  kSoDte  man  leicht  nocli  d«n  folgenden,  ane 
17)  Mb  wimitteUNir  eigebenden  Werth  von  e-M  eloßlhren : 

V  GOS  { 

vmas  Mch  auch 


M  ^1 ,  Fcoef  

ergabt. 

Die  Wbfcel  6»  «f»  erhXlt  mui  nlltelet  der  Fonneln 


• 


27> .  .  . 


M  4mnm  wnitarer  EatwIciEeliing  wir  uns  nicht  «nfhalten  wollen. 

§.  & 

W«U  hl  de«  hScheten  Pknkte  de?  Triijectorin  deren  BeHlb- 
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rende  der  Aze  der  jr  iMirftUal  ist»  d.  fa.  mit  dersellmi  eines  ver- 
sdbwiDdendeo  oder  180^  betragenden  Winkel  einscblieeet,  eo  Ist 
in  dieem  Panicte 

und  aoe  dieser  Gleicbang  nrase  daher  die  HSlie  des  Wurfs» 
welf$he  wir  durch  B  bexeiclmen  wallen»  beetimmt  werden.  Nneb 
16)  und  18)  iet  aber: 

_  2£+ fi  Fsinf  IG 

nnd  beseiebnen  wir  also  die  Zeit,  welche  der  Punkt  A  gebraucht» 
nni  vom  Anfangspunkte  der  Bewegung  bin  in  sdnera  hdchston 
Punkte  zu  gelangen»  durch  T,  so  haben  wir  nach  dem  Vorher- 
gehenden znr  Bestimmung  von  T  die  Gleichnng 

worans  alch 


also 


2G-f  fiFsini  Feint 

*^  =  5B  -^  +  TBr-' 


^=iiW+--2e-) 


ergiebt.  Znr  Bestimmung  der  HOhe  B  des  Wurfs  haben  wir 
aber  nach  19)  die  Gleichung 

woraus  sich  mitteist  des  Vorhergebenden  Ifiicht 

Fsi 
2& 


,  Fsiai    26;  uFsin» 


erglebt 


Bezeichnen  wir  die  Zeit,  welche  der  Punkt  A  gebraucht,  am 
vom  Anfangspunkte  der  Bewegung  bis  in  den  ÜurchscbnittsfwnlEt 
seiner  Trajcctoria  mit  der  Axc  der  x  zu  gelangen»  dttTüll  C; 
roufis  nach  19)  diese  Zeit  <r  mitteist  der  Gleichnng 

31).  .  .   6--^C-f  """(l-e-Mgj  «0 


I 
I 
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bestimmt  werden,  welche  traosceodeote Gleichung  aber  nur  durch 
Näherung  lösbar  iat 

Fffr  6sO  wird  dieM  Gldchmig: 

 =  f^H^Fairr 

Hat  man  aber  mittelst  dieser  Gleichung  C  bestimmt,  «o  findet 
inao  die  Wurfweite,  welche  wir  durch  W  beseiebntn  wolIeD, 
mek  17)  nUtelat  der  Gleiehoeg 

33)  |r«e  +  l£21*(I 

Wir  Dach  33)  mlUelet  der  Glelchong 

*  2u-|*|&^eie< 

•ist,  wees  wir  aacb  a  =  0  setzen,  d.  b.  den  Anfangspunkt  der 
Beiregang  zugleich  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  aunebroeo, 
nUtcItt  der  Gleichung: 

36)  2GVcosi 

'  2G  +  nFelor- 

Natürlich  konnte  man  die  Warfweite  W  auch  unmittelbar  aus 
4er  Glekbang 

Vtwi     "  ^  I*  •  Pceel 


I* 

«4er 


2G-t-,irsin»       2G  ±iL)-.o 

welche  sich  aus  der  Gleichung  21)  ergiebt»  aber  auch  nur  durch 
^fiheruDg  auflösbar  ist*  bestimmen. 


j.7. 

Hat  man  unter  Voraussetzung  desselben  Kalibers  und  der- 
selben Ladung  für  zwei  verschiedene  Elevationswinkel  i',  i"  die 
«Btsprecbenden  Wurfweiten  W,  W  beobachtet,  so  hat  man 
naeh  37)  zur  Bestimmung  der  diesem  Kaliber  und  dieser  Ladung 
ntsprechendeo  Wertbe  voil  fi  und  V  die  beiden  folgenden  Glei- 
<^Wgen: 
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VcoBi  u   ^  rcosr' 

Weil  es  aber  bei  der  Auflösnrji?  diciser  IxMden  transcondeii- 
ten  Gleichuneen,  wie  immer  bei  der  approximativen  Auflr».suiig 
der  Cileic!iu!iL:(  II ,  znnnrlist  darauf  atikommt,  sich  erste  Näheruna^s- 
werthe  der  zu  bestinniuiult  n  Grössen  V  zu  verschaffen,  so 
möchte  es  bei  Beobnchfimacn ,  nie  die  oben  angedeuteten,  am 
besten  und  zu-eckmässigsteii  sein,  ausser  den  Elevationsu inkcln 
i"  und  den  \Vurl\veit«>n  W.  IT"  auch  noch  die  entsjuiM  henden 
Flugzeiten  5',  zu  l)eobaclil<Mi.  Dann  bat  ninn  nai  Ii  35)  ZUr 
Bestimmuiig  der  beideo  Grusseo  fik,  V  die  Gleichungen: 

aas  denen  sich  darch  Division  sovitrderst  sur  Beatinunnng  voo 
l»F  di«  Gleiciiirog 

IT  _  r  cose  2r;+^rsini* 

oder 

2Gj^^jrmnt'  _  cos  V   (T  W 

•rglebt.  L8flt  man  diaae  Glaichpng  in  fimig  aaf  |iF  als  onba- 
JcAonte  Gr8aaa  auf.  ao  erh&lt  man  mlttelat  leichter  Reehnmigi 

Hat  man  aber  mittelat  dieaer  Formel  f»F  berechnet»  ao  ergiebt 
aieh  F  mittetat  einea  der  beiden  folgenden  ana  30)  fliesaeodea 
AnadrAcke: 

26^co8i'    •  r  -    26 cos r  ü^' 
und  ft  erhftlt  man  dann  mittelat  der  Formel 

42)  = 

In  völlig  entfricfcelter  Geatalt  erh&lt  man  auch  leicht: 

^  y__   ir'n"(8ini'-sin»'') 
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und 

_      r  W  CVS  V  -  ij"  W  cos  t" 

oder: 


Hat  man  aber  auf  diese  Weiae  erate  NSheraogawertbe  foo 
V  and  fi  gefanden,  ao  wird  es  nittelat  einiger  Veraache  immer 

leieiitsein^  diegenaaen,  den  beiden  Gleichungen  38)  genugenden 
Wertbe  dieser  beiden  Grossen  zu  finden,  was  einer  weiteren  Er- 
läuterung hier  nicht  bedarf. 

Die  Ermittelang  der  Werthe  der  GrSaaen  V  «od  |a  auf  dem 
'Wege  der  Veraacbe  darcfa  Probeaebtfaae  in  der  vorber  angege- 
^aee  Weiae  darlle  aieb,  namentlieb  bei  der  jetsigen  ao  unge* 
BMta  graaaen  VerTolllwmmnnng  der  GeacbOtae,  meiner  Meinung 
aaeb,  irobl  empfeblen»  und  wflrden  dergleieben  Veraacbe  aacb 
aar  Eataebeidung  fiber  die  Rlebtigkeit  oder  Doricbtigiceit  dea  an 
Grande  gelegten  Lnftwideratandageaetaea  beitragen  IcGnoen.  Na- 
tllilicb  wOrde  bei  der  Bereebnung  der  definitiFen  Wertbe  der 
IkafangsgeaebfrlDdigkeit  F  und  dea  Widerataoda- Coeflieienten  |» 
ans  dea  Varaocben  aucb  auf  den  aeitigen  Stand  dea  Baronetera 
oad  Tbermmnetera  Riickaicbt  zu  nebmen  aein ,  was  keiner  Scbwie- 
rigkeit  aoterliegt  und  bier  niebt  welter  erlSutcrt  au  werden  braocbt. 
I9aUlrllGh  wurden  die  auf  diese  Weiae  ermittelten  Wertbe  von  V 
and  ^  immer  nur  für  jedes  einzelne  Geacbfitz  oud  seine  Ladung 
als  ein  Individuum  gelten ,  aber  doch  aucb  auf  alle  Geschütze 
von  gleicher  Art,  wenigstens  näberungsweise»  Anwendung  finden 
können. 

Awä  der  Gleichung  17),  nämlich  aus  der  Gleichung 

an  =  a  +  — jj— (1— e-A'O» 

nder,  wenn  wir  wieder  der  Kürze  wegen  a=ü  setzen j  au6  der 
GletchuDg 

Fcosi'  , 
affss — —  (l— e-ni). 
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erbellet,  das««  wenn  i  ins  UMiidlicbe  wächst,  xt  Aich  der  GräasM 
albert  fmd  dmelbeo  MMUf  aab«  fgtknßht  wwdan  bum» 

vrenii  man  cur  t  gross  genug  werden  lässt.   Cebrigens  aber  ist 

immer 

«.<— . 

Hieraus  erhellett  das«  dto  doioh  den«  dorcb  dis  erste  Cosrdiiiete 

bestimmten  Punkt  der  Axe  der  x  auf  diese  Axe  senkrecht 

getegeM  geiide  Linie  eine  AeywpMe  4er  ▼«»  de«  Peelcle  il 
beedtfiebeMB  Tr^feelerie  bt 


§.  9. 

Naeb  {.  5.  ist 

47)  .     J^'^i^^'.  r«li(i+üg£^); 

also  nach  17)  und  10),  wenn  wir  der  Kärae  wegen  a:=0,  6  =  0 
setzen,  d.  h.  den  Anfangspunkt  der  Bewegniig  a^glekb  ale  Äa- 
tangspuskt  der  Coordinaten  aanebMe: 

F*elB<cosl 

48)  .  .  .  { 

Fein<    26'      .  iiFsinf 

wo  die  im  angefilhrt^n  Paragraphen  durch  JU  hesetcbnste  Uübe 
des  WoHe  ist. 

Nehmen  wir  nun  den  Punkt  {x^^,  d.  b.  den  höchsten  Punkt 

der  Trajectoria,  als  Anriin^  eines  neuen,  dem  primitiven  Systeme 
der  xy  yiarallelen  Coordiiiatensystenis  der  ri)  an»  in  welchem  aber 
die  Axon  der  r .  n  respectire  den  Axen  der  y,  x  parallel  sind, 
und  die  Richtung  der  positiven  t  der  Richtung  der  positiTsn  y 
entgegengesetzt,  dagegen  die  Richtung  der  positiven  i^  einerlei 
mit  der  Bicbtang  der  positiven  «ist;  so  ist  olsaber  aUgenein 

Naeh  21)  ist  eise,  wenn  nao  a^O,  AasO  setsls 
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also«  fvenii  mao  für     and  jf^  ihre  V^ertli«  am  den  ObigM  wUt: 

gC+fiFaintY  F« sin t cos/  \ 
~       fiFcosi    1,26  +  ^4  Felo  1+^7 

^  I? '  ^äS+i^Feiin^  FüSi'*  / 

F»taf  .  a£+£F«n< 
"      II    +  ^»Fcösf 

fbl^b,  wenn  mao  aufbebt«  wae  eicb  aufbeben  lleet: 

2G-»-^F8toi^  ,  f**  2g -l-f* Feint  , 

ftFcosi  ^'+73r*«*-2C'  fiFcoel" 

Siti«  wir  DOB 

l*Fco6t  '^«^~~7rF55ii~^*f  ""^i^J 
«rhilt  lie  Torstebeiide  fileichoog  die  eehr  eiofacbe  Form 

50)  ifi  +  »i  +  ^^(l-^Vf)=0 

«4er 

U*  I 

Entwickelt  man 
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io  eine  Reihe,  eo  wird  die  Gleiefaaog  fiO): 

a.  I. 


Kann  man  sich  fdr  berechtigt  baiton,  alle  die  ziveite  tiberstei« 
gende  Potonsen  von  enthaltenden  Glieder  mit  hinreichender 
Annäherang  an  ▼eroachiHasigen»  ae  wird  die  vorstehende  Gleichang 


d.  i.  oacb  49) 


also 


oder 


 ^^^^^S+fTFsMi*'** 

welches  die  Gleichung  einer  Parabel  ist,  die  Ukt  f»s=0  in  die 
bekannte  Gleichnng  der  Trajectoria  der  Warfbewegmif  im  leereo 
Räume  fibeigehi 

Fuhrt  man  iu  diese  Gleichung  statt  ;ri»  nieder  xt,  yt  ein, 
80  wird  dieselbe: 

dgF^cosg   tFsinI  .  jtFsinI,  > 

also,  wie  man  hieraas  nsch  einigen  leichten  Transformationen 
sogleich  findet: 

-.V  Fsini.- '  fi-Fsint.  ...  .  uFsin*; 

54)  ...  3^-— — 

,  (2G-i>^F8ini)tang<        (2G  +  f*  Fsin  t)»  , 


welche  Gletchunji»  iiaiüriich  nur  luiherungsweise»  unter  der  oben 
gemachten  Voraussetzung,  richtig  ist. 
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Geometrischer  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durch  einen 

festen  Punkt  gehenden  Sehnen  eines  Kegetechnitts. 

Von 

Herrn  Profestor  JS.  Lommel 

io  Sehwjs. 


Der  im  Archiv  schon  mehrfach  behandelte  Lehrsata: 

„Der  geometrische  Ort  der  INI  i  1 1  e  l  pii  n  Ic  t  e  aller 
durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Sehnen 
eines  Kegelschnitts  ist  el>pn  falls  ein  Kegel- 
schnitt, w e I eil  er  m i  t  dein  gegebenen  ähnlich  und 
in  ähnlicher  Lage  isl;*' 

liaat  sich  leicht  auf  folf»ende  elementare  Art  beweisen. 

Ä.  Der  gegeheno  Kegelschnitt  habe  einen  Mittel- 
punkt (Ellipse  oder  Ilyperliel).  In  Taf.  V.Fig.  II.  sei  O  der  Mit- 
telpunkt des  gegebenen  Kegelschnitts,  OA  die  Richtung  seiner 
Hauptaxe  (der  grossen  Axe  bei  der  Kllipse»  der  reellen  Axe  bei 
der  Hyperbel)  und  P  der  feste  Punkt,  so  erhält  man  den  Mit- 
telpoDkt  M  einer  beliebigen  durch  JP  gehenden  Sebne  PM, 
wenn  man  parallel  PAI  einen  Durchmesser  VF  des  Kegelschnitts 
zieht  und  zu  diesem  den  conjogirten  Durchmesser  OM  bestimmt. 
Alsdann  Ist  Jti  ein  Punkt  des  gesuchten  geometrischen  Ortes. 
Seien  nun  Q  und  R  die  Durchschnittapunkte  der  Geraden  PO 
ibU  dem  Kegelschnitt,  also  QH  einer  seiner  Durchmesaer;  sieht 
man  alsdann  durch  Q  eine  Sehne  QS  parallel  VF  (d.  h.  auch 
pvillel  PM)  und  verbindet  den  Pnnict  S  des  Kegelschnitts  mit 
R$  so  ist  bekanntlich  auch  SR  parallel  OM,  und  demnach  Dreieck 
9if5co  Dreieck  POitf»  und  es  verhält  aich 


< 
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Lommei:  Geometrischer  Ort  der  Miitelpunkte 


OMtRStsOPtBQ 

Da  also  die  Radien  Vectoreo  der  gesuchten  kmiuneii  Ltafc 
aus  O  (OM)  M  fien  parallelen  Radien  Vectoren  des  gegebeott 
Kegelacbeitte  (/i'Ä)  in  einem  constanten  VerbSitnias  stebei 

00  ttow  der  gesuchte  Ort  ein  Kegelschnitt  sein,  der  mit  dei. 
gegebenen  ihnlidi  und  in  ähnlicher  Lage  ist  Man  erkennt  WL 
gleich,  dass  der  gefundene  Kegelschnitt  durch  die  Paukte  OiMk 
P  geht»  welebe  dea  Ponkten  R  und  S  des  gegebenen  Kegel 
achnitta  raap»  entsprechen.  Es  ist  daher  OP  einer  seiner  Durch 
messer  und  aaln  Mittelponkt  liegt  in  dar  Mitte  der  Linie  OP.  D« 
alle  Linien,  welche  man  Im  zweiten  Kegelschnitt  zieht,  zu  de 
homologen  Linien  des  ersten  Kagelaebnitts  sich  verhalten  nfiase 
wie  OP  zti  QR,  so  bat  man,  wenn  inna  die  Halbaxen  des  emtai 
mit  a  und  b,  die  entsprechenden  den  awniten  Kegelsehnitln  nbn 
mit  A  nnd  ß  beaeiehnet: 

.       OP      .   ^    ,  OP 
^"^""'QR  ^"^^  QR' 

Man  ainbt  damna»  dann  dar  nimiln  Kegaleclmitt  mit  dM  erntn 
conffuent  wird,  wann  die  Entferanag  den  featen  Ptankten  v^m 
M ittei|Hinkt  den  ernten  de«  Pnrcbnienner  gleicfc  ist«  wekker  %m 
die  Verbfaidnncnnnle  der  genannten  Pnnkte  fUlt  Ist  aber  J«m 
Entferanag  grSnner  ala  ditner  Dnrehmenaer»  ao  bat  der  nw«lte 
Kegelaebttift  grSanere,  lat  ale  kleiner,  no  bat  er  kleinere  Dteeo- 
alenen  nln  der  ernte. 

Bezeichnet  man  OP  mit  d  und  Winkel  POÄ  mit  «p,  ae  iet 
für  die  £IUpae 

♦  V  a*ain^  -f  4*eee^* 

nnd  far  die  Uyperbel 

Y ^cos*9  — o*sin*9* 

folglich  hat  man  für  üie  Ellipse: 

^ s=  g  a*8in*9)  +  6*cea*9  und  B^^Sf a*sio^  -§•  A*cea^j 
Ar  die  Hyperbel  dagltgen: 

dss^V 6*eea V  ~"  «■ain'y  nnd  B=  ^  sT 6*cos  V  —  a^nin^e». 
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uUei  durcA  eintn  ßUtn  Punkt  geheuäenSeUtt,  eines  XeggUc&nUU* 

B.    f)er  K  ( M,' e  I  sc  Ii  ri!  f  t  habe  kein  (in  iMittelpunkt^  d.h. 
derselbe  j^ci  eine  l^uabel.    bei  OA  (Taf.  V.  Fig.  12.)  die  Axe,  OD 
die  Directrix,   F  der  Brennpunkt  der  Parabel  und  P  der  feste 
Punkt,  80  findet  man  den  Mittelpunkt  M  einer  bciiebigen  durch 
gebenden  Sehne  PM^  wenn  man  durch  denjenigen  Punkt  der 
Parabel,  dessen  Tangente  mit  PM  parallel  bt,  einen  Durchmes-ser 
(parallel  OX)  zieht   Man  kann  aber  diesen  Oarchmesser  leicht 
beatiomen,  indem  man  vom  Brennpunkt  F  aus  eine  Senkrechte 
atni  F3J  Pällt,  und  durch  ihren  Schnittpunkt  S  mit  der  Direetriz 
eine  Parallele  zu  OX  zieht.    Der  Durchschnitt  üf  dieser  letateren 
mit  PJH  ist  alsdann  ein  Ponkt  des  gesuchten  Orteii.  BeceichDet 
DU»  nnn  die  Coordinaten  OQ  und  PQ  des  festen  Punktes  (auf 
OX  und  Oü  als  Coordinatenaxeo  betogen)  resp.  mit  m  und  sr» 
ferner  OK  und  MB  (^  OS^QT),  die  Gonrdinaten  des  Punktes 
M,  resp.  mit  ae  und      und  endlich  OF»  den  halben  Parameter 
der  Parabel«  mit      so  erbSitman  aus  der  Aebniicbkeit  der  Drei- 
ecke SOF  und  üf  rP: 

(«— y):(«i-«)=;>iy, 

oder: 

Aus  dem  blossen  Anblick  dieser  Gleichung  entnimmt  man,  dass 
der  gesuchte  Ort  eine  Parabel  ist,  deren  Axe  mit  derjenigen  der 
gegebenen  parallel  läuft  und  deren  Parameter  die  UälHe  ist  von 
dem  der  ersten.  Man  sieht  ferner,  dass  diese  zweite  Parabel 
durch  die  Punkte  P  und  Q  geht;  da  somit  PQ  eine  zu  ihrer  Axe 
aenkrecbte  Sehne  ist,  so  muss  diese  Axe  nothwendig  durch  den 
Ifittefpnnkt  von  PQ  gehen.  Weil  endlich  alle  Parabeln  unter  ein* 
ander  Sbniich  sind ,  so  ist  der  eben  ausgesprochene  Lebrsats  auch 
liir  die  PSarabel  vollständig  bewiesen. 


Ihcil  XI*UI. 


Digitized  by  Google 


234  Maiio:  Autr€  dUmamiroL  du  tki^rimt  de  Hr.  BeiiramI  etc. 


✓ 


Autre  d^monstration  du  theoreme  de  Mr.  Beltrami 
6nonc6  dans  le  42.  Tome  pag.  356#  de  ce  jounai. 

Monsieur  E.  L0batlo, 
Ftottawu  4  l'^colfl  poljtochDiqae  4  Dalft. 


T  Ii  ^  •  V  ^  »  e; 

Le  centre  da  cercle  circonscrit  k  od  triangle  coid- 
cide  avec  le  centre  de  gra^iU  demasses  ilgales  pUc^es 
aus  qaatre  eentrea  dea^eerelea  qai  toocheot  les  cdU< 
da  triangle* 

Soit  ABC  le  triangle.  D^signons  par  a,  6,  c  les  cotes  oppo- 
ses  aux  angles  Ay  B,  C,  et  par  R,  Ri,  les  rayoos  de« 

quatre  cercles  inscrits ;  les  trois  derniers  se  rapportant  auz  cer- 
dea  qui  touchent  ezterieuremeot  le«  cdtäa  a,  6«  c. 

Oe  aora,  eo  aemnant  J  Taire  da  friaagles 

ff       *    ff— «      ^    ff— 6       •     ff— ^ 

4  ötant  egal  ii  iCä-f-^-hc). 

La  diataaee  «  da  eentre  de  gravitd  dea  qaatre  maaaea  Egales* 
aa>deaaa«  de  la  baae  Aß,  a'exprime  Mdemment  par 

-!?SI+-L.  +  ^  l.} 

4<ff  ^ff— o^ff— 6    f— cj 

_Jc<,        1  1  > 

-  4  ^(ff-«)(ff-6)  ff(ff-c)S' 

Or»  00  a 
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oa  bieo 

(#-fl)(f-6)=a*riB«|C,  5(j-r>=a6co«SC. 
Mtfitiiaiit  et«  ▼alears  lUo«  eelie  de     ctlle-ci  m  cbangen  en 

_  Je   1  > 

räsnltat,  qui  exprime  la  bauteur  du  ceotr«  du  cerde  circonacrU 
ui-d««su«  de  AB, 

Od  preavera  de  la  mtae  manidre»  que  1«  haatenr  do  eeotre 
da  gtavitd  ao-desana  de  AC  coYocide  dgalemeDt  a?ee  edle  du 
centoe  de  eercle  dfcoMcrlt»  ce  qui  diablit  la  Tdritd  dn  thdortae. 


Bemarfoes  sur  ane  Solution  donn^e  par  Mr.  Jos«  Ell- 
ies i  München,  du  problöme  relatif  ä  la  oubature 
d'oii  cf  iindre  droit  eoupe  par  un  plan  indin^  sur  sa  base. 

Par 

Monsiear  Jt  Xo&alle, 

Pffttfauenr  k  l*l6eol«  poljtocbniqM  4  Delft. 
(Voir  Tome  42.  pag.  186.  de  ce  Jonraal.) 


M'ötant  occup^  il  y  a  dejä  qaelque  (emps  du  rodme  probleroe 
eny  appliquaut  une  mötbode  tout-ä-fail  diff^rente,  j'ai  äte  porte 
^coBparer  mon  resultat  k  celui  obtena  par  Mr.  Ei  II  es.  Frappii 

la  diacordaoce  observee  entre  ces  deux  rdaultats>  j'examinai 
^tathrenneiit  la  aeletien  dout  U  a*agU»  et  je  ne  tarda!  paa  k  y 
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remarquer  une  meprise  quo  je  ine  perniets  clc  si^iialer  ici ,  pui.<«- 
qu'elle  a  condtiit  ce  geometre  a  une  forniuie  fauttve  pour  evaluur 
le  volume  du  cyliiulre  tronque. 

Voici  eil  quoi  consisle  i  erreur  qi)?  s'est  ^'ü-^see  dans  cetlc 
Solution.  Mr.  Eitles  suppopo  sans  denioiistration  que  dan*; 
un  cerete  (Tab.  V.  Fig.  8.)  I  «m  niene  des  corrles  NQ,  LM,  VW 
etc.  paralleles  a  des  tlisfanccs  egales  et  ifitiuiujent  pctites,  les 
secteurs  itifinimenl  petita  PNL,  PLV y  PQM,  PMW  etc..  l»ases 
des  prismes  trooquea,  f|iil  coniposent  le  voJunie  du  cylindre  tron- 
auront  une  vateur  conuiuiiiM»  qu'U  dö^igtie  par  ^ :  corr^atioQ 
evidetument  ioexacte. 

Pow  ie  faire  vo4r,  il  «nffira  de  prouver,  qu'en  supposant  ces 
aectenr«  ou  dien  les  arcs  infiniment  petita  ÜLg  Uü  «te.  ögaox 
entre  enx,  les  corde«  NQ,  7  1/,  UW  etc.  oe  seront  pae 
distantes.  Eo  eilet  en  ddnotaut  le  rayon  par  r,  un  arc  queleoiiqae 
Cü==CW  par  9  et  1^^=  ÜL  par  d^,  il  est  <  lair,  que  la 
distance  infiotment  petite  dee  deoz  cordee  17 IF.  LJU  eora  ponr 
ezpreasioa 

d'oü  il  suit,  qoe  et  i'on  attriboe  dUerees  valenre  k  Tarc  ^,  la 
diatance  dotit  U  a'agit,  wariera  dgalenent  de  giaadeor.  Ooo«,  in* 
▼ereement»  pour  dea  cerdes  paraliMee  et  dqaidletaalea,  lee  am- 
ctears  correapondanti  iraumt  paa  les  mdmee  valears  lafioimeDt 
petites.  U  ee  rdsolte  ndeesaaireiiient  qae le«  banCeora  ig»  A^,  J^,^, 
en  les  arrites  dee  prismea,  peeeaat  par  des  pelots  dqeldistaitta 
pris  aar  la  drcoofdrence  de  U  baae  de  cylindre«  ne  fomiereot 
aacunemeot  nee  pregreaaton  arHhnidtiqne^  8'tt  en  dtaitetei»  II 
faudrait  qu*en  ddveleppant  la  anrface  dn  cylindre»  le  conteiir  de 
la  aectien  elliptiqae  ae  changeAt  en  Kgne  droUe,  ce  qui  eat  na- 
nifestement  Tanx«  cireonetnnce,  qni  paralt  ateir  dcbappd  k  Mr« 
Ellies.  La  formnle  dennde  par  ce  gdemitre  dtant  anwi  iiaade 
sur  des  dddncHons  errendes.  Je  croia  pou?oir  la  censiddrer  conme 
Inezacte. 

Si  l*en  vent  adepter  le  mode  de  ddeomposition ,  qui  forme 
In  base  de  cette  aelntlen,  en  pent  partir  soit  de  requidistancc  des 
cordea  paralleles,  soit  de  rdgalKd  des  secteurs  infiniment  petits. 
Dans  ehncane  de  ces  devx  bypotbeses  la  recherchc  de  !  evalua- 
tion  da  velnnM  4  ddlerminer  exigera  n^cessairenjent  l  eiuploi  du 
cdenl  latdgral,  qae  Mr.  Ellies  semble  avoir  von  In  v\  itcr. 

Je  vais  exposcr  maintenant  la  Solution  ä  la  quelle  j  etais  par- 
vcnu,  saus  recourir  a  l  application  du  calcul  intenial.  M  a  Solution 
est  fondee  sur  le  thäoröme  stiivant,  assez  connu  des  gdoio^treS: 
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äotmee  par  Mr,  Jas»  BiiUs  Tome  4f.  pag,  i86.  237 

La  volume  d'so  prisme  droit  tronqnä  k  base 
qoelcoDqoes  aat  dgal  au  prodofit  de  la  basa  par 
la  baotenr  dn  eentre  de  gravit^  de  la  baae  au- 
p^rieure. 

8oit  ABCD  (Tab.  V.Fi*r.  0  )  le  cyliiulre,  OP  son  axe,  EJK 
\e  plan  secant  passant  par  la  corde  JK  perperjcJiculaire  au  dia- 
metiß  AB.  Cherchons  d'abord  le  voliime  du  cytiiidre  troiujue 
AEKJ.  Ol  ,  ce  solide  potiviint  ev idemnieiit  etre  consider^  conime 
uo  prisrae  tronque  ,  ayant  pour  base  le  8ep;nient  circtiiaire  AJKp 
son  volaine  s'exprimera,  eii  vertu  du  theoreme  cit^,  par  le  pro- 
dait  de  Taire  /  de  ce  segment  par  ta  perpendicuiaire  GG'  abais- 
tee  da  ctntfe  de  gravitd  G  da  aegment  elliptique  EJiC  sur  la  base  /. 
Remarqaooa  &  präsent«  qoe  le  point  G\  projection  de  G,  est  pr^- 
ciMoieat  le  eentre  de  gravitd  da  aegment  efarcalaire»  projection  da 
Mgment  alliptiqne. 

D  apres  une  formule  coonoe  la  diataoce  G*0  n  ponr  valear 

j^y,  a  dMgnant  la  longoenr  donnde  de  la  eorde  JK.  Seit  eaeore 

S  i  iocÜDaUoii  du  plan  secaot,  il  viendra 

GG'  ^  YG^igi  s  (OF-f  O60lgd 

=  tV(r»-i«*)  +  jJy)tgd. 

Pat  coDsiqoent  le  volooie  V  k  ddtermlner  a'ezprimera  par 

F  =  { /  V  (r«  -  i«*)  +  Ao»  I  tg  6. 

QaviC  k  la  yalear  de  tgd,  on  anra»  en  ddaignant  par  ß  la  diataace 
dftt  par         lea  baateura  dea  polota      F  au-deaaas  de  la 

ba«e  da  cyllndre ,  tg d &s ~ß^' 

.  Pvtant 

Lea  qnantit^a  ^  et  /  a'expriment  facilement  eo  fonctioo  dea  don< 
^  £a  effet»  on  a  fizssT±V{r*-'ia*)» 

/=  r>ArcaiB  vera.^  i:4ttV(r«-io«), 

aeioa  qoe  la  sectioo  EJK  coupe  Taxe  OP  ou  son  prolongemeot. 

Paar  obtealr  le  volanie  V  de  la  partie  CDBJKB  11  n'y  a 
aoaatraire  la  volome  obteao  cl-daaana  de  m^H^  volame  da 


\ 
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Geometrischer  Beweis  des  Satzes  voa  Beltrami  über 
die  Relation  swischan  den  HittelpankC  des  Kreises  tun 
ein  ebenes  Dreieck  und  den  Mittelpunkten  der  vier 
Beriihmngsltreise  dieses  Dreiecin. 

Von 

Herrn  Cmrl  Schmidi 


Das  Archiv  siebt  Tbl.  XLll.  S.  354  f.  den  Bairsis  dss  fol* 
gendsD  SatMs  won  Herrn  Beltraml  in  Pisa: 

Oer  MiCteIpnnkf  des  am  ein  ebenes  Dreieck 
besehrlebenen  Kreises  Ist  der  Sehwerpiinkt  der 
Mittelpunkte  seiner  rler  Berffhrnnge kreise, 
trenn  man  sich  dieselben  mit  glelehen  Gswleli- 
ten  besehwert  denkt. 

Oer  Herr  Herausgeber,  der  den  Beireb  durch  Amrendnng 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  mit  Benutzung  eines 
ven  ihm  sehen  In  einem  früheren  Theile  des  Archivs  ent\r'rrlcei* 
ten  Systems  von  Formeln  fiibrt,  die  sich  Oberhaupt  bei  den  SiUen 
über  die  Entfernungen  der  merkwürdigen  Punkte  eines  ebensB 
,  Dreiecks  von  einander  mit  grossem  Vortheil  in  Anwendung  brfngoo 
lassen,  stellt  —  nach  einer  literarischen  Notis  über  den  Satz  ~ 
die  Anfnahme  etwa  eingehender  elementar-geometrischer  Beweise 
desselben  in  das  Archiv  in  Aussicht.  In  Folgendem  will  ich  einen 
rein  geometriechen  Beweis  geben»  der  auf  zweien  der  interessan* 
testen  Sätze  aus  der  Lehre  von  den  merkwürdigen  Punkten  des 
Dreiecks  beruht  Ich  will  die  erforderlichen  drei  Sitae  (3,  3,  4) 
soTor  anfahren« 

].    Die  l^isspunkte  der  drei  HChcn  eines  Dreiecks  sind  die 
Eckea  eines  ^»'eiteo  Dreiecks«  desseu  Winkel  durch  die  Uöben, 


Digitized  by  Google 


des  Sat%es  ton  Betlrami  TM.  XLIL  S.  354.  239 

wenn  das  erste  Dreieck  apifzwinklig  ist*  oder  durch  die  Norma- 
teo  aof  deu  Huben,  weno  es  stumpfwinklig  ist,  baibirt  werdeu. 

%  Die  Halbirungsitnien  der  Winkel  eines  Dreiecks  sind  die 
üöbeo  eines  zweiten  Dreiecks,  das  von  den  HalbiningslioieD  der 
AnMenwiDkel  de«  eraten  Dreieck«  gebildet  wird. 

3.  Die  Darchscholttspuskte  der  DreiecktkOheo»  der  sciten* 
kalblttiideii  TrsosrerealeD  und  der  Senkreekten  aus  den  Seiten- 
mitteo  liegen  in  gerader  Linie«  and  die  Entfemang  des  ersten 
Dorchschnittspunktes  vom  zweiten  ist  daa  Doppelte  der  Entfer- 
nuog  des  zweiten  vom  dritten. 

4.  Die  Fusspunkte  der  Hoben  und  der  Seitenmitteo  liegen 
in  dffselben  Kreialinie  (dem  MKreia  der  nenn  Punkte 

5.  Lebraatz.  Die  Dofcbacbnittspunkte  der  wlnkelbalbiren- 
dea  Tranererealen  einen  Dreieclw»  der  Senkrecbten  ans  den  Sei- 
teanitten  nnd  der  eeitenhalbirenden  Tranaveraalen  desjenigen 
Dreieeks,  dessen  Selten  die  Ualbirungsiiolen  der  Anaaenwinkel 
des  ersten  Dreiecks  sind,  liegen  In  gerader  Linie,  und  die  Ent- 
fernung des  ersten  Durcbscbnittspnnkts  vom  zweiten  ist  das  Drei- 
fache der  Entfernung  des  zweiten  vom  dritten. 

Beweis.  In  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  V.  Fig.  10.)  seien  AZ, 
BZ,  CZ  die  winkelhalljirpTjflen  Transversalen,  ihr  Durcbscbnitts- 
punkt  Z;  DY,  EVt  Fl  seien  die  Senkrechten  aus  den  Seiten- 
mitteo, ibr  Durcbscboittspunkt  F;  das  Dreieck  GHJ  sei  gebildet 
von  den  Halbiruogalinien  der  Aossenwinkel  des  Dreiecks  ABC; 
GK,  HL,  JM  seien  die  seitenbalbireoden  Transversalen  von  GHJ, 
Qfld  deren  Darcbscbnittspuokt  sei  X:  so  wird  bebauptet,  dass 
Z,  r,  X  in  gerader  Linie  liegen  nifd  daaa  Z¥  daa  DrelÜMibe 
▼ea  rX  ist. 

Nadi  3.  aind  die  Halbimngalinien  AZ,  BZ,  CZ  der  Winkel 
dei  Dreieekn  ABC  die  Hüben  dea  Dreiecke  GHJ,  ea  ist  also 
Z  der  Dnrcbachnittspunkt  der  Hoben  dieses  Dreiecks  GHJ,  wie 
Jl  der  DnrehBchnitlsponkt  seiner  seltenbalbirenden  Tranarersalen 
ist  Errichtet  man  in  den  Seitenmitten  AT,  L,  M  desselben  Drei- 
flcfcs  GHJ  die  Senkrecbten,  und  Ist  W  der  DnrcliachnittspunkC 
derselben,  se  liegen  nach  3.  die  Pankte  Z,  W  in  gerader 
Lfade,  nnd  es  ist  ZX  das  Doppelte  von  XW* 

Verbindet  man  die  Seitenniitfen  Ky  X/,  üf  durch  g(;rade  Linien, 
80  sind  die  Seiten  des  Dreit-cks  KLM  parallel  mit  tien  Seiten  von 
GflJ,  und  die  Senkrechten  KW,  LW,  MW  sind  senkrecht  auch 
za  den  »Seiten  von  KLM ,  also  die  Hrdieii  des  lelztoren  Dreiecks, 
W  demnach  der  Durcbsehnitthpuükt  der  Höhen  von  KLM.  Fer- 
ner sind        O,  P  als  Durcbschnittspunkte  der  Transversalen 
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GM»  BL,  JM  iMdk  den  lütten  IT»  M  d«r  Selten  von  GBJ  \ 
aiMb  4le  Mitten  der  PareOelea  mU  deneelbeii»  eed  ee  etelltn  sleo 
KN,  LOt  MP  die  seitenbilbirenden  TiansFerealea  von  äLM 
der,  eo  dasa  JT jetst  ale  Darebachaitteponkt  der  halbirenden  Trane- 
veraalen  im  Dreieck  KLM  ersebeint.  Erricbtet  man  endUeb  ia 
N9  O,  P  die  Senkrecbten  auf  den  Seiten  von  KLM,  nnd  benennt  man 
den  Dnreheehnittapmikt  dieeer  Senkrecbten»  ana  den  Seitenmitten 
von  KLÜt  der  In  der  Fignr  nocb  nicbt  eracbelnt,  mit  F',  ee  nlnd 
ftlr  daa  Dr^eek  KLM  die  Punkte  W,  T  der  Reibe  naeb  daa,  waa 
die  Pnnkt»  X,  W  filr  daa  Dreieck  GJBJ  waren.  Dieeelben 
liegen  oacb  d.  ebenfalla  Ia  gerader  Linie  nnd  WX  iet  das  ]>ep> 
palt«  von  Xr. 

Es  frasf  wohin  clor  I^unkt  }''  fällt.     V  ist  der  Mittel- 

punkt des  Kreises  durch  die  Ecken  von  KLM,  wie  der  in  der 
I'igur  benannte  Punkt  F  der  IVlittclpunkt  de«  Kreises  durch  die 
Ecken  von  ABC  ist.  In  dein  Dreieck  (wHJ  sind  aber  A',  L,  M 
die  Sritenmitten  und  A,  Ii,  C  die  Fusspunktt'  der  Jlr»hen.  Diese 
seclis  Punkte  liegen  nach  4.  in  derselben  Kteislinic,  und  es  falleo 
also  die  beiden  Kreise,  deren  Mittelpunkte  Y'  und  F  sind»  in 
einander,  sr>[iilt  auch  ihre  Mittelpunkte  F'  und  F  selbst.  Es  lässt 
sich  mitbin  der  Scbluss  des  vorigen  Absatzes  auch  so  ausspre- 
chen:  die  Punkte  W,  X,  Y  liegen  io  gerader  Linie  uod  WX 
ist  das  Doppelte  von  XY» 

Da  miB  «2.  Jf»  W  nnd  ebenao  X,  F  in  gerader  Linie 
liegen,  ao  lenebtet  ein,  daae  alle  vier  Punkte  dereelben  geraden 
Linie  angebSren,  nimlleb  der  dnreb  X  ifnd  W  lientimmteo»  Va 
iet,  wie  erwiesen ; 

ZX=^^W  nnd  WX::^%XY,  alao  ZX^iXT, 

d.  b. 

Zr-^  rXsiiXr,  und  daber  ZF»3FX 

Demnach  gilt  für  die  Punkte  Z,  F,  X  erstens,  dasa  aie  in  ge- 
rader Liplo  liegen,  aweitena,  daaa  Z  Y  daa  DreUkcbe  von  FJC  iat 

6.  Anmerkung,  üni  dem  eben  rein  geometrisch  bewiese- 
nen Satze  5.  auch  noch  eine  kurze  und  elegante  Fassung  zu  geben, 
wird  es  jetzt  erlaubt  sein,  den  8tafi8cben  Uügriff  des  Schwer- 
punktes einzuführen.  Der  Punkt  Z  ist  der  Mittelpunkt  Ags  inoc- 
reu  Berfibrung^kreises  des  Dreiecks  ABC,  die  l*unkte  fi ,  //,  J 
sind  die  Mittelpunkte  der  drei  a«««eren  Hern  lim  nüskreise.  CSiud 
G  und  fi  mit  gleichen  Gewichten  p  beschwert,  so  lii'<»t  der  Schwer- 
punkt beider  Gewichte  in  J/,  und  wir  können  uns  statt  der  beiden 
Gewichte  p  in  G  und  //  den  Punkt  ;U  mU  dem  Gewichte  2p  be- 
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9dnmt  iltnkeii.  Wirkt  avcli  lo  J  «In  Gewicht  p,  so  Hegt  der 
SiAireiyinikt  von  Tpht  M  vmä  p  hk  J  Punkte  Ä,  fttr  den  be* 
knntlSdb  JX  gleich  2MX  iet  Nno  kSnnen  wir  weiter  ßlr  9|p  in 
M  iinfl  ^  in  J  den  Punkt  X  mit  3f>  belastet  denken.  Wird  end« 
Keh  auch  im  Punkte  Z  ein  Gewicht  p  gedacht«  so  Hegt  der  Schwer- 
pnnlct  fäi  ^  m  X  ond  p  in  Z  auf  der  Verbindungslinie  Ton  X 
and  Z,  und  awar  so,  dass  die  Entfernung  desselben  von  Z  das 
Didfacbe  seiner  Entfernung  ?on  X  ist  An  dieser  Stelle  liegt 
aber,  wie  In  5.  bewiesen  werden,  der  Punkt  Y  als  der  Mittel- 
pmkt  des  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises,  Es  lisst 
sieh  also  unser  Sats  genau  so  aussprechen,  wie  er  an  die  Spitse 
Aitsßt  Zeilen  gestellt  ist. 


X¥I1I. 

Bl  i  8  c      l  I  e  n. 


Von  Herrn  Dr«  am  Bada  in  LaageatalBa. 

In  Thl.  XLII.  Hft.  II.  S.  2*29,  die*?e8  Archivs  theilt  der  Herr 
Herausgeber  einen  Satz  üher  das  ebene  Dreieck  als  Uebunga- 
aufgäbe  für  Sehtiler  mit  und  giebt  am  Schlüsse  des  Beweises  der 
Umkehrung  der  Verniuthung  Raum,  dass  besagte  ümkebrung  sich 
aut  eine  weit  einlathere  Art,  als  es  dort  geschehen,  beweisen 
lasse.  Einen  einfacheren  Ren-eis  zu  liefern,  sei  der  Gegenstand 
des  FolfTpnden.  \\\r  schicken  Jedoch  demselben  noch  einen  ande- 
ren HewoiH  dir  den  ersten  8atz  voraus,  weil  beide  Beweise  ein- 
ander  in  mehrfacher  Beziehung  entsprechen. 

■ 

Lehrsnts.  Ist  m  dem  Dreieek  ABC  (T«f.V.Fig,l3.),  in 
welehem  die  Gegenselten  der  Winkel  A,  C 

resp.  a,  6,  c  heissen  niHgen,  ^A:=^l^B,  so 
ist  o«=6(6  +  c). 
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Bewei«.  Man  flUle  von  C  au  anf  AB  die  Sanktaehte 
CD  md  neniia  ae  die  Projeetieii  von  anf  AB.  Nach  efMü 
bekannten  Satae  der  Planimetrie  bt  nnn,  je  nachdem  ^A  apUa 
eder  atampf  lat: 

Macht  man  nun  DE^AD,  ao  folgt  leicht»  daaa  BEszh  bt. 
Folglich  hat  man  avch : 

woraus  weiter  ioigii 

=*^*=  "26  

8eUt  iiuiü  liietieu  Werth  von  u.  in  der  ubigeii  Gleichung  eiiii  so 
erhält  man: 

folglich ; 
oder 

a«(6  +  c) =6(6«  +  26c  -I-  c«)  =s  6(6 + c)«, 

folglich: 

i^ss  6(6-|-c)t     w,  8«  b.  w. 

ümkehruni».    Findet  in  dem  Dreieck  ABC  die  Gleichuug 
6(6-1-«)  «tatt«  so  bt  ^A=^2^B. 

Bewein.  Nach  der  VeranaMtaung  lat  a*ss  6*4-^*  Venier 
hat  man  ii^=:6*H-c*=F2(»*  folglich  latt 

folglieh: 

folglich : 

BEszb, 

d.h.  ^BECMBln^MMmUSgOB.  Alto  Igt  ^AECss%^B, 
folglieh  auch  ^  Cil£  ss SZB,     w.  a.  b.  w* 

Bemerkung.  In  der  Figur  (Tai,  V.  Fig.  13.)  stehen  leider  die  Bucli- 
ttftben  X  mcbx  an  den  richtigen  Stelien,  auch  ist  der  Bogen  ftberftfiasig.  G. 
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Au»  «jDeai  Briefe  des  Herrn  Professor  Hoüei  in  Bor* 

deaux  an  den  Herausgeber. 

Bor  des  ax«  31.  Diicembre  1865. 

«f  *«i  rtfu  ees  joars  demlers  ia  0*  ^Ition  tables  de  Koh- 
le r.  Lea  eorrecteiirs  sooTeanx  onl  eoeore  trooTd  moyee  de  Isis- 
MV  passer  ane  faate  qoi  m'a  saatd  aox  yem  da  premier  eonp. 
A.  1»  deral^  P<^»  on  trooTe»  poar  le  log.  de 

1.3.5.7.9  _  63 
2.4.6.Ö.10  256 

0,3911005«— 1.   La  valeur  exacte  est 

0«30110068414732....  — 1. 

Ainsi  le  deroier  cbiffre  est  trop  faible. 

J'al  moi*m4nie  Isissd  dcbapper,  dans  zna  secoade  ddition 
nne  faate  assea  graye»  et  eepeodant  fort  apparente.   A  la  page  112» 
pTemtere  celonDe  k  gaaebe,  ea  baat,  an  lien  de 

0  ü  faut  lire  00 

1  Ol 

2  02 

3  03 
•  . 

m  • 
.  • 

9  09 

J'ai  coTng4  cela  a  Ia  main  dans  les  exemplaires  que  j'ai  eu 
entre  les  maius.   II  n  y  a  que  des  z^ros  oubli^s  a  rätablir. 


*)  Table«  de  Logarlkbmes  k  cinq  DAeinales.  Seconde  ^di 
aiOB.  F^t.  18S4. 
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•  Bericbtigangen. 

TU.  XXIV.  a  405.  Z.  6.  v.  u«  statt  0^  =     J  »etse  mui 

Tbl.  XXIV.  S.  407.  Z.  J.  v.  o.  statt  cos«  setze  man  co«2tf. 

Tbl.  XXIV.  Taf.  XII.  bei  der  dritten  Figur  fehlt  die  Beseieli. 
nnng  Fig.  3.,  ww  sn  erglosen  iet. 

Iii  Tbl.  XXXVI.  S.  96.  unter  Nr.  41)  seUe  man: 

2  =  c  »io  ]^ ~  sin  iß. 
c 

in  Tbl.  XLII-  S.  »58.  Z.  4.  f.  o.  atott  |  +  +  ^^)| 
nmea  ea'helsaen: 


•ficMUer  §■  Sebria'a  alebeuidlIgNi  UgarfthMitiftlm 

N*»  15.    Tafel  II.  S.  259.  unter  P.  P.  zu  35  Zeile  9  statt  304  lie«  31^. 
Iß.   Tafel  1.  IS.  89.  Iog.51599  atatt  ^6413  liea  6413. 

m  13.  und  N<».  14.  8.  Tbeil  XLIil.  Heft  I.  S.  190. 


Digitized  by  Google 


Setla :  L  eber  diegeomctr,  Princip,  des  Zeichn.,  insOes.  die  der  Axamm  ^45 


JUX. 

Ueber  die  geometrischen  Principiea  des  Zeichnens^ 
insbesondere  Ober  die  der  Axonometrie. 

fifn  VorlesungeD  über  AnwendODg  der  Geometrie  aof  die  Küoste 
sejbaiteü  Im  Jalire  18&6  am  Köoigl.  tedmlflclieB  lastitnle  za  Tario 

▼on 

Herrn  Quiniino  Sella, 
Finannuinitter  dee  KAnigreicha  Italien. 

(iariicb  TM  ItiinNiai  Cirtie,  oi^lL  Itbrcr  aa  UugL  finiianni  u  Tlori.) 


Tenrert  des  Hcraisgebers  des  ArekiTs« 

Die  Yorliesende  ansi^ezeicboeteScbrift  *)  ist  schon  vor  iäoger  als 
zehQ  Jabm  Iis -eis  liUisgraplilrtes  Memoire  %e4neki  hdü  bei  dem 
UflterricUa  aiT  dem  R<>.  rsstilsto  Tecnico  di  Toriso  zam  Gniode 
feiest  Warden.  In  des  BncUkssdel  Ist  dieselbe,  so  viel  Icli  weiss, 
ildi  felrommeB«  Eise  korze  Aozelse  davon  Ist  im  Llterar.  Berichte 
4,  (Tbl.  XXVITI.  1857)  gegeben  nnd  schon  damals  von  mir 
der  Wanscii  aasgesproeben  worden,  dass  eine  dcntscbe  üeberse(znng 
on\vrnommen  werden  möchte.  Dies  Ist  nacbber,  wenn  Ich  nicht  Irre, 
iü  elüer  mehr  praktischen  Zeltscbrift  in  der  Tbat  aocb  gescliclien; 
21  Gesicftt  'ist  mir  diese  Uebersetzoog  siebt  sekoomes,  osd  ich  kaos 
4te  liber  Ibren  Wertb  oder  Vswertb  siebt  srtbelles;  als  besoodere 
^cMl  Ist  dieselbe  aber,  so  viel  mir  bekasst  Ist,  siebt  gedreckt  wordes 
ud  als  solübe  dsber  asch  asf  dem  Wege  des  Bacbbandels  olcht  an 
kcshies. 

Jeder  ssnserkssme  Beobtebter  der  Fortscbrilte  des  mathemaUsebeo 
vd  rerwssdtes  Unterrlebts  asf  ssseres  Tersebledeoes  LebrasstaUeD, 


*)  Sui  principii  gcomctrici  del  Disegno  e  tp»  rialmente  dclT  r-xonometricc, 
Wie  lezioni  (Vi  Gcomctria  opplicata  alle  arti  di  Quintino  Selln.  4^'. 

Tlicil  XLIII,  .17 
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oameotiieli  ateh  aof  Bealsclivleii»  QewcriieschnleD  ik  s.  w«,  wetM 
aber,  und  wird  diese  Benerknng  gewiss  mit  besooderer  Fresde 

'    gemacht  haben:  welche  Aufmerksamkeit  gegenwärtig  anch  dem  Un- 
terrichte Im  geometrischen  Zeichnen  gewidmet,  wie  derselbe  immer 
mehr  und  mehr  als  ein  keineswegs  zn  oiiicrscli;itzpnd*»s  allgeiiieines 
Blldungsmitlel  benutzt,  als  ein  solches  In  lU-ii  Schatunlerriclit  cioge- 
fuhrt.  nnd  von  den  vorgesetzten  Behörden  überaii  aaf  die  AosteltaBg 
tücbtiger»  für  diesen  wicbUfea  ÜDterrIcliiszwelg  gehörte  TorgeMUeier 
Lehrer  sorgfiUUr  Bedacht  geaommeii  wird,  Eloe  Schrllly  welche  alti 
Orudlage  fOr  dlesea  Oaterrieht  nlt  aller  Zaversicht  heaaltt  werde« 
kSnnte,  flebt  es  nelaes  Wisseas,  wie  Ich  waaigalaas  ailr  das  aakhft 
aaah  labaH  aad  Ferai  deafce,  la  deatscher  Spradw  aicht  Eiae  aolehe 
Schrift  soll  iiiid  darf  aach  meiner  Ansicht  nicht  eine  blosse,  etwa 
darch  I3eispiele  crlaoterte  praktlscfie  Anleitung  znm  geometriscbeo 
Zeic-hnon  enthalten;  den  Schülern  Teijung  In  der  richtleren,  sanbereo 
nuil  g^L'iinueii  Aiisführong  geometrischer  Zelefinung-eri  hei/,  üb  ringen,  ist 
lediglich  Sache  des  wirklichen  Unterrichts  ond  des  betrelTenden  Leh- 
rers; aber  die  allgemeinen  mathematlschea  Grsadsätse  aad  Qraai* 
lehrea  la  Bezeg  aof  alle  gehriacbllebe  Tersehledeaa  Arlea  der  hlU- 
Uchea  oder  graphlschea  Dantellaag  fcSfperlicher  Oltfeete,  la  aller 
Kürze  aad  aar  gaax  Im  Allgeaialaea,  soll  aad  aiass  die  Cm 
Ihiterricbte  aar  Graadlago  dleaeada  Sehrlfl  eathaNea»  ailt  ftren 
fabelte  aiass  der  Lehrer  vonkonaiea  fwtraat  sein,  nach  dcrseitjeu 
mnss  er  seine  Schüler  mit  diesen  Grondsätzen  bekannt  uiachen,  und 
diese  letzteren  müssen  Im  Stande  sein,  Immer  auf  diese  Prlnd* 
plen  züröckzngehcn  and  deshalb  stets  auf  die  betrefrenilp  Srhrlrt  bin» 
gewii  spii  werden.   Elolere  matbematische  VorkeoDtDisse  sind  dazo  anf 
beiden  Seiten  natürlich  nicht  zu  entbehren ;  dieselhee  dirfiea  aber  alchl 
über  die  leichtesten  Elementarsfitze  der  eheaea  Oeovetrfa  aad  der 
Lehre  voa  der  Lage  der  Ualea  aad  Eheaea  In  laaaie  htBaasfabea; 
aad  wer  dürfte  deaa  tberhaipt  etaa  dealHeha  Elasleht  la'daa  wahr» 
Weseo  grapUsefaer  Daratenaagaa  körperlicher  Gegeastiade  m  hesitae» 
sich  aamassea,  weaa  er  die  geaaaatea  Lehrea  der  theoretischen 
Qeoaielrle,  ganz  besonders  ineh  die  ersten  Elemcntarsätze  aus  der 
Lehre  von  der  Lage  der  Liulen  und  Lbenen  im  liauuic,  nicht  kennt!! 

Blae  aUea  dlesea  Aafhrderaagea  aiehr  aad  basser  eatapracheada 
flebrifl,  als  die  ?orilegeade  des  Jetalgea  K5alglleh*ltalleBlsehea  Fiaaat* 
nlBlsters,  Herra  Oaiotlao  Sella«  Ist  mir  alcht  bekanat;  denn  die- 
selbe eathllt  la  grVsster  Kürze»  aater  Toranssetzong  des  geriug^teu 
Ilaasses  geometrischer  Vorkenntnisse  —  aber  naturlidt  nicht  ganz 
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Ol»»  dieselben,  da  die  Schrift  Immer  eine  inatlK  mafische  Ist  qdü  sein 
«oll  and  mass  —  eine  sehr  präcise  nnd  ütullicho  DarMelInng  und  Eot- 
vickelan^  «Her  gegenw  .irii;?  gebrauchlichen  Mellioden  der  graphischen 
Darstellaog  nach  ihrem  Wesen,  Ihrem  tiebrauch  in  den  versebledeDen 
Fittea  der  Praxis  and  in  Ibreo  wlmueluirUicheii  Grttiid lagen,  mit 
elBer  grossen  Maanlgraltlgkelt  reo  Beispielen,  so  dass  leb,  wie  n-ither 
a-a^O.,  Heb  Jetot  noch  der  vollkemmeBSteB  üeberzengvng  bin,  dass 
IteNlbe  Blebl  geaog  inr  sorgfältigsten  Beaebtnng  empfohlen  werden 
kaaa.  Daher  habe  Ich  geglaabt,  dorch  Veranslaliui  K  einer  deotschen 
Cebersetzaner  dieser  trefflichen  und  lehrreichen,  zugleich  wirklich 
praku.  clH  [!  Schrift  dem  Uniernchle  im  ^geometrischen  Zeichneu  einen 
Diea&t  za  erweisen  nod  za  dessen  immer  grösserer  Förderaog  £lwas 
^^elzitrageo ,  wobei  es  aber  ein  Haoptgesicbtspaokl  sein  nasste,  zn* 
fld^  ~  wie  geseheben  —  die  Veranstallnng  zn  treffen,  dass  diese 
VAeisHziBf,  wenn  aaeb,  ibrer  n9gliebsten  Verbreltang  wegen,  nr- 
sfiligHeb  IB  AreblT  gedriekt,  deeb  aaeb  als  besonderer  Abdrock 
m  taselben  lad  als  selbstHadige  Schrift  mit  besonderem  üiei  von 
der  Verlagsbandloog  des  Archivs  bezogen  werden  kann. 

Bei  diesen  BestreboagcB  lod  Wünaeben  ist  mir  Herr  Mai  Im  i- 
Uaa  Card«,  Lebrer  am  Gymnasiom  la  Tbora  In  Westpreussen, 
<iitb  UebemabiBe  der  Uebersetzoog  bereitwilligst  entgegen  gekommen, 
w  kh  mit  besonderem  Danke  zn  erwähneu  nicht  nnlerlnssen  kann 
uüki  liatt,  da  meine  so  viel  In  Ansprucli  genomineDe  Zeit  und  Kraft 
—  wcDtgstens  für  jetzt  —  mir  nicht  gestattete,  in  ich  selbst  dieser 
Arbeit  20  flsterziehen.  Einen  weiteren  Dank  muss  ich  aber  aack  dem 
2ticiiiealekrer  an  dem  geaanatea  Gymaaslam,  Herrn  Tempi  in,  hier 
w^Rcbea,  lodern  sieb  derselbe  gm  firelvlJUg,  aas  reinem  laterease 

tte  Saebe,  gaoz  oboe  meine  Anffordereng,  die  leb  an  ibn  zn 
rfefttei  gar  nicht  gewagt  haben  wfirde,  der  wichtigen  Anfertigung  der 
fljBreotafeln  nutcrzog  und  durch  deren  L'eberscndnng  mich  freudigst 
überraschte.  Einige  iilcine  Zusätze  von  meiner  Seite  wird  man  nicht 
Qbersebea. 

Greifswaid  im  April  1855. 

(irouerl. 
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Ab  den  Leserl 

Das  isometriHche  Zeiclineo  wurde  im  Jaiire  1820  von  \V  il- 
liaiD  Farish,  Profetior  su  Cainbridge,  io  swei  Vorlesuiifeii, 
die  er  am  21.  Febmar  und  tt.  Min  vor  der  philoiepliiacbeB 
Gesellschaft  zu  Cambridge  hielt,  bekannt  izomacht.  Er  wendete 
es  specieU  auf  die  Zeichnung  von  Maschiuen  au.  ^tach  Fariali 
beechiftiften  lieh  Mehrere  mit  dem  iaomelriicheB  Zeichaea, 
und  Millinger  achlnf  auch  die  Frojecllonaarl  ror,  die  er  die 
isometrische  für  zwei  Axen  iianute,  und  die  mit  der  monodime- 
triachen  im  WeaenlUehen  suaammenfälit^  Aber  erat  im  Jahre  1844 
,  wurde  daa  Problem  dea  axonometrieehen  Zeichnena  Io  aelner 
zcn  Allgemeinheit  >on  Julius  Weigbach,  gegenwärtig  Pro- 
fessor der  Mechanik  an  der  Berg -Akademie  au  Freiberg  in 
Sachaes,  gelöat. 

Die  TVB  Teradiledenen  Anteren  in'a  LIchft  geatellteii  Ver- 
züge des  axonometrieehen  ZeichDens  erhielten  durch  die  Erfah- 
rung solche  JBealäiignng,  daaa  daaaelbe  heute  auf  ▼ielen  Schalen 
Deutachlanda  und  Engfamda  gelehrt  wird.  Ich  glaube  nicht, 
dass  es  schon  in  die  franaoslschen  Schulen  l-inpaug  gefunden 
hat,  und  daher  ist  es  auch  noch  niclit  bis  zu  uns  gekommen« 
da  wir  hauptaichlich  die  in  Frankreich  eingefuhiten  neuen 
Erfindungen  lu  beachten  und  nna  anaueignen  pflegen 

Weisbach  und  Diejenigen,  welche  die  allgemeine  Lösung 
der  Fundamental- Aufgaben  auaelnandergeaetat  haben,  anf  denen 
daa  axonometriache  Zeichnen  bemht,  thaten  diea  mitteltt  der 


*)  Man  übersehe  nicht,  doss  <ües  im  Jahre  1856  geschrieben  iit.  G. 
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gpliiriicheii  Trigonometrie,  und  es  konnte  deshalb  nur  den  in 
die  TTigonometrie  Ein^eweihelen  gelehrt  werden.   Da  ich  mich 
atoieogt  hatte,  dass  alle  Frincipien  desaelben  ToUstaiidig  mit 
Biife  der  gewöhnlichen  Geometrie  und  der  ersten  Anf&nge  der 
Algebra  entwickeil  werden  können,  hielt  ich  ea  der  Mühe  werth^ 
dnige  Vorleamifen  des  Cnraiia  der  Anwendimfen  der  Geometrie 
•of  die  KIknete  der  Entwickeloog  der  Principfen  dfeaer  Zeich- 
Qun^art  zu  widmen,  nach  Aiiseinanderäetzung  derjenigen,  auf 
die  nch  die  gewöhnUchaten  Methoden,  Körper  darBuateUen, 
grinden,  deren  ieh  mich  aar  Erttutemog  der  FnndimeDte 
der  Axonometrie  bediene,    ich  beMiimmte   einige   der  prak- 
tiidien  (Jebmifen,  die  im  Inatitate  gehalten  werden,  sum 
ZeidmeD  Terechiedeoer,  nun  Thell  »ehr  complidrter  KSrper« 
und  idi  rauss  gestehen,  dass  die  durch  guten  Willen  Ausge- 
seiebneten  über  alle  meine  Erwartung  so  gut  damit  fertig  wur- 
den, da«  ich  ftheneagt  bin,  daio  du  axonometritche  Zeichnen 
der  grossten  Popularität  lihig  ist. 
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Bt^stiiiiiiiUDg  der  Peru  and  itt  La^e  eloea  Kerpen. 

»   .. .  _ 

•  Erstes  Ca^iitet. 

emef  fkmki€$  auf  eüur  JSbeue^ 

§.  1.  Coortlinaionaxen  usd  Anfang  der  Coordinaten. 

In  der  ebenen  Geometrie  ist  man  schon  längst  über  die 
Bestimmung  der  Lage  der  verschiedenen  Punkte  einer  Ebene  in 
Bezu(>  auf  xivei  Coordinatenaxen  einig:  wir  wollen  hier  die  haupt- 
«IkliliciMtaii  Definitionen  in  Erinnerung  bringen.  ^  Coordinaten- 
axen  nennt  man  zwei  Gera^ia  OJIC,  OY  (Fig.  1.),  dio  auf  «iaaoder 
senkrecht  sind,  in  Bezug  auf  welehe  die  Lage  alier  anderen 
Punkte  bestimmt  werden  soll,  die  in  der  Ebene  enthalten  sind. 
Abscissenaze  heisst  oftmals  die  eine  dieser  beiden  Axea, 
s.  B.  OÄ,  and  dann  nennt  man  die  andere»  nftmlich  OF,  die  Or- 
dinatenaxc.  Anfang  der  Coerdinaten  beieet  der  Dorcb- 
eclinittspunkt  beider  Azen* 

§.  2.    Cuordiuatcti,  Abscissc,  Ordinate. 

Coerdinaten  eioee  Punktes  heisscMi  die  Abstände  desselben 
von  den  Coerdiuatenazen.  Es  sei  ein  Punkt  M  (Fig.  2.)  gege- 
ben. Zieht  man  von  Ibm  auf  die  Axen  die  beiden  Pcrjipndikel 
üf/n',  Mm'\  so  heissen  die  beiden  Längen  Mm' ^rz  Om"  and 
31111"  =  Um'  die  Coordinaten  des  Punictee  Jf.  Abscisse  eines 
Punktes  beisst  seine  der  Abseiseenaxe  parallele  Coordinate.  Nimmt 
ntan  OJT  als  Abscissenaze»  so  Ist  die  Gerade  Om'  oder  die  ihr 
gleiche  Mm"  die  Abscisae  von  M.  Ordinate  eines  Punktes  belsst 
die  der  Ordinatenaxe  parallele  Coordinate  desselben.  In  niieeieni 
Felle  ist  Om"  oder  Mm'  die  Ordinate  von  Jf. 

§.  3.    Projection  eines  Fnnliteft. 

Un(er  Projection  eines  Pnobtes  auf  eine  Aza  venstehl  »an 
den  Punkt,  in  irelcbem  die  Aze  veo  dem  Perpendikel,  das  von  dem 
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Pbtkle  «ttf  sie  geflUtt  i«f «  gescboilteM  «rird.  In  uMerem  Falle  ist  mf 
9L)  die  Rrojeetioa  toh  Jf  aaf  die  AbeciMeneze  und  ei''  «eine 
Pire|ecllen  «nf  die  Am  der  CMiMton« 

|.  4.   Die  Projectioncu  oder  die  CoordinAten  eioei  Puakt^a 

beedmmeii  feine  Lege* 

Die  Lage  efaiee  beliebigen  Ponktes»  der  In  der  Ebene  der 
Mto  Azen  liegt,  Ist  volletindig  bestimmt: 

1.  WVnn  die  Lage  seiner  Projertinne ti  aiiC  flie  Axn;  LzeL^plseii 
kt.  Fs  seien  (Fig.  2.)  m'  urid  die  Projectioneii  eines  i'unk 
les,  seine  Lage  sei  unbekannt.  Krri(  lifet  TT>an  m' 1/  senkrecht 
a'if  ^tf»  Ah5r!?i:sen-,  m"J/  senkrecht  aiil  die  CIrdinatenaxe,  so  ist 
.V,  der  I )iirchs<-'hTiiü<(pnnkt  der  beiden  Perpendikel»  der  gesucbte 
Piiakt«  derselbe  abio  nun  bestimmt 

9l  Wem  Bau  die  Donefiaeiieii  Wertbe  seiner  .Goefdinalen 
hmL  En  nelen  14^  vad  die  AbaeisM  und  die  Ordinate 
äMePttaktee,  dessen  Ptejeefieaen  nnbebannt  alad.  Maonebme  anf 
dir  AhMtaaeaaie  (Fig^  %)  einen  Pnokt  m'  ao  an,  daaa  Om'ssU"» 
nlidl  •rrichtat  man  dann  wflH  eenkieeht  anf  der  Abeeiasenaxo 
wA  aMcM  an  8""  langt  an  erbilt  man  den  Pnnirt  dessen  Lage 
Ma  sMhIa.  Man  konnte  ebenen  Om^ssS^  annelimen  und 
Ihf  SS  14f*  aankracht  anf  der  Ordinatenaxe  errichten. 


§.  i.  Foeilire  and  negslive  Coordinaten. 

Liegen  die  Prejeelionen  des  an  beatbrnnenden  Punktes  immer 
anf  denndken  Tkellen  dar  Asen,  se  keieaen  seine  Coerdlneten  posi* 
tif ,  und  die  Zaklen,  durch  die  eie  gegeben  elad,  werden  entwe* 
d»  ekne  Zeickan  edar  mit  dam  Zeieken  ^  gesckrieben.  Piltt 
d^egen  irgend  eine  der  Projeetienen  den  Punklee  auf  die  Ver* 
tlegerang  einer  Aza»  ee  kalaat  die  entspreekende  Ceerdlnate  nega* 
tif,  tmd  die  ZakI»  wekke  sie  ausdrdckt,  erkilt  das  Zeieken  — . 

Hkm  ProJeeUonen  Yen  M  (Fig.  3.)  nind  m'  und  vi";  man  sagt 
dab^r,  die  Coerdlnaten  von  M  seien  e.  B.  4- 15'"'"  und  F  lü»"». 
Die  Projectionen  von  M'  sind  m'"  und  m**i  die  Abscis&e  von  M' 
iitala«  Om" ,  die  nicht  mehr  anf  OXy  sondern  auf  der  Verlla- 
emnE;  OX'  gezäbit  wird.  Man  sagt  daher,  die  Coordinaten  von 
V  geien  —  IS*^»«  und  4  10'"'".  In  Sbnilcber  Weise  ergibt  sieb, 
da«8  die  Coordinaten  von  M**  —  ]5"*"*  und  ^—10««,  die  ven  Kf 
■iiiik  -fltt^  und  —10^  nein  werden. 

Sind  die  Verseieken  der  Ceordinaten  ekies  Punktes  gegeben, 
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Bo  kann  man  immer  bestimmen,  welches  der  durch  die  Axen 
gebildete  rechte  l/Vinkel  oder  Quadrant  sei,  in  dem  der  Punkt  liegt 
Ist  die  Abscisse  positiv,  so  befindet  sich  in  unserem  Falle  der 
Punkt  rechts  von  der  Ordinatenaxe;  ist  dieselbe  dagegen  negativ, 
80  liegt  der  Punkt  auf  der  Linken.  Ist  die  Ordinate  positiv,  se 
befindet  eich  der  Punkt  eberbalb  der  Abadeeenaze;  ist  aie  negatin 
so  Hegt  er  umgekehrt  unterhalb  deraelben. 

Zweites  Capitel. 
Loge  tme$  Pdnkte$  oder  emea  Rärpen  hm  Jlmone. 

f.  6.  Metbods  die  Lage  eines  Punktes  sn  bestimmen* 

* 

Die  Lage  eines  beliebig  im  Räume  gelegenen  Punktes  bezieht 

man  In  analoger  Weise  auf  Ebenen ,  die  man  als  fest  annimmt. 
Man  habe  drei  Ebenen  XOF,  YOZ,  ZOK  (Fig.  4.),  die,  unter 
einander  senkrecht,  sich  in  den  Geraden  OX,  OY,  OZ  schnei- 
den. Jede  dieser  Geraden  (z.  B.  OZ)  Ist  senkreeht  auf  jeder  der 
beiden  anderen  (auf  OK  und  OF),  und  also  auch  senkrecht  auf 
der  durch  diese  beiden  Geraden  gebildeten  Ebene  (auf  der  Ebene 
XOY  \n  unserem  Falle).  Es  sei  nun  ein  Punkt  M  im  Räume 
gegeben.  Zieht  man  von  ihm  Mm'  senkrecht  auf  die  Ebene  XOY 
und  dann  von  m'  die  Senkrechte  in'fi  auf  OX,  misst  dann  die 
drei  Lfingen  On,  nm' ,  m'M,  so  ist  die  Lage  des  Punktes  M  in 
Bezug  auf  die  drei  gegebenen  Ebenen  vollständig  bestimmt.  Denn 
es  ist  augenscheinlich,  dass  n'enn  wir  durch  einen  beliehiLcii 
anderen  Punkt  des  Raumes  als  il/,  z.  H.  durch  f*,  die  Senk- 
rechten Pp',  p'<j  In  der  oben  £*ezeigten  Weise  ziehen,  die  Lanf»en 
Pp' ,  p'fjf  f/O  entweder  s&nimtlich  oder  doch  zum  J  lieil  von  Mm\ 
m*n,  nO  verschieden  sind  oder  wenigstens  in  dem  cnti^egenge- 
fietzten  Sinne  als  diese  letzteren  gezählt  werden  müssen. 

§.  7.    Coordinatenebencn,  Coord i n a to uaxen  and  Anfangspunkt 

der  Coordinsten. 

Coordiaatenebenen  beioaen  die  E1»enea  XOT,  FOZp 
ZOX  (Fig.  4.)*  die  unter  einander  aenkrecbt  aind  und  auit  welcfce 
die  Lage  der  Punkte  des  Räume»  beaogen  wird.  Co  Ordinate  d- 
axen  heieaen  ferner  die  Geraden  OX,  OY,  OZ,  in  denen  die 
Coordluatenebenen  sieb  schneiden.   Diese  Geraden  aind  ebeefaUa 

a^fer  aleh  senkrecht  Der  Punkt       in  welchem  die  drei  Coor- 
Inaten*  Ebenen  und  Coordhiaten«Axen  eich  aehuelden,  heiaet 
Anfang  der  Goerdinaten. 
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$.8.  Coordinateti  und  Projectionea  eine«  Punktes.. 

Coordinaten  eines  Punktes  heisscn  die  Längen  der  drei 
Perpendikel,  die  von  dem  l'unkte  aut  die  drei  Coorditialen- 
ebenen  gefällt  werden  l<önnen.  l>ie  ! nsspunkte  dieser  Perpen- 
dikpl  heissen  Projecfionen  des  Punktes  auf  die  drei  Coordi- 
naleiiebenen.  Es  sei  (Fisf.  5.)  der  Punkt  im  Räume,  dann  sind 
Mm',  Mm" .  31m"'  die  drei  Coordinaten  des  Punktes,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  sie  auf  den  Rhenen  XOY,  YOZ,  ZOX 
senkrecht  sind.  Die  Projection  von  31  aii(  die  Ebene  XOV\si  m'; 
a"  und  wf"  sind  die  Projectiouen  aui  die  Elieoeo  YOZ,  ZOX, 

f  9.  Methode  «itr  Bestiinmaog  der  Coordinaten  eines  Punktes. 

Die  Senkrechten  anf  die  Coordinateoebenen:  Mm',  Mm"^  Mwl", 
«id  des  Coordinateoaxen ,  das  heisst  OZ,  ÜX,  OY,  parallel; 
nbntman  nun  On^Mm",  iht'^Mmf,  CM« üfm'  (Fig.  S.) 
«od  lieht  die  Geraden  nm't  m'»',  ff'fn*«  vfm"»  naf,  n'wf',  so 
nt  klar,  das«  man  dadurch  eis  rechtwinkliges  Parallelepiped  coo- 
stnvt»  dessen  Seiteokaateh  alle  entweder  unter  sich  parallel  oder 
rakreeht  sind  and  mit  den  Coordina(eii*des  Punktes  denen 
als  parallel  sind,  gleiche  LSnge  haben.  Die  drei  Lftogen '  ilfm', 
fli^a,  aO,  weichte  wir  uns  In  6.  znr  Bestlmmang  der  Lage  des 
Paaktet  M  hedienten»  .sind  daher  gleich  den  drei  Coordinaten 
Mnf,  MwlF,  Mm!*  des  Punktes  itf.  Dieselheo  Längen  wflrden 
«rir  aeeb  eihalteo  haben»  wenn  wir  vorn  Punkte  M  die  Senk* 
reckfe  Mm'  auf  die  Ebene  TOZ  geföllt,  darauf  von  die  Senk, 
rächte  m^n'  auf  die  Aze  OY  gezogen  und  dann  die  drei  Längen 
üfiN*,  On\  m'n'  gemessen  hätten.  Hieraus ergiebt  sieb :  Um  die 
drei  Coord inaten  eines  Punktes  zu  erhalten,  fälle  man 
von  demselben  auf  L'iiie  der  Coordinatciiebeucii  ein 
Perpendikel,  vom  usspunkte  dieses  Perpendikels  ein 
neues  auf  eine  der  in  der  Coordinatcnebene  liegenden 
Axen,  und  messe  darauf  die  Lauste r»  jedes  der  bei- 
den Perpendikel  uod  den  Abstand  des  Fusspunktes 
<leB  letzten  vom  Anfange  der  Coordinaten. 

f  10.  Lsf^e -eines  Punktes,  dessen  Coordinaten  gegeben  sind. 

Sind  die  ioordinaten  eines  Punktes  in  Zahlen  gegeben ,  so 
findet  man  die  Lage  desselben  ;iuf  (okcüde  Weise:  Man  nelinic 
a  0  f  e  i  n  e  r  der  A  \  e  n  vom  Anfang  ausgehend  eine  Länge 
gleich  der  Coordiuate,  die  der  Aze  parallel  ist«  mit 
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der  man  operirt;  von  dem  so  erhaltenen  I^unUte  nehme 
maf»  auf  einer  Parallelen  zu  einer  zNveiter»  Axe  eine 
Länge  gleich  derCoordinate,  welche  diescizweiteuAie 
parallel  ist;  durch  diesen  zweiten  Punkt  ziehe  man  end- 
lich eine  Parallele  zur  dritten  Axe  und  schneide  auf  ihr 
eine  Läni^e  gleich  der  dritten  Coordinate  ab,  dann  ist 
der  MO  erhaltene  Punkt  derjenige,  dessen  Lage  wir 
suchten. 

Es  seieo  die  drei  Coordinaten  eines  gegebenen  Penktos»  die 

bezüglich  den  Axeo  OX.  OY,  OZ  (Pig.  6.)  parallel  sind,  gleich 
14"*'",  24"*«,  S^^M"«  Man  nehme  On=zl4/^,  im' sei  ferner  ptial- 
lel  OY  und  gleich  24"»,  endlich  sei  m'Jfss^S«'"  und  parallel  lu 
OZ,  dann  ist  M  der  gesuchte  Punkt.  Man  gelangt  Bit  demselben 
Resultate  auf  einige  andere  Arten,  z.  B.  «renn  man  On*si^^ 
macht,  nachher  7i"m"  parallel  O  K  nimmt  und  gleich  24"»*  macht, 
und  endlich  m^M—W'^'^  und  parallel  OA  anuimiul. 

U.   Kegative  ond  der  iNnll  gleiche  Coordiaateo.  - 

Wenn  der  im  Räume  gegebene  Punkt  nicht  ztriechen  dm 
Theilen  der  Ebenen,  die  wir  betrachtetem,  enthalten  Ist»  se  kfin- 
nen  einige  oder  alle  Coordinaten  negatiT  werden. 

Ist  der  Punkt  M  so  gelegen,  wie  it)  I  ii:.  7.,  «o  sagt  man,  da 
man,  uro  von  O  nach  n  /u  gelangen,  nicht  nach  X,  sooders 
nach  X'  au  vorwärts  gehen  muss,'  dass  die  Coordinaten 
von  M  (wenn  ihre  numerischen  Wertlie  dieselben  sind,  wie 
Id  dem  in  {.  10.  behandelten  Falle)  -^14?^,  4-24""",  -f. 22""  siod. 
Muss  man,  nachdem  man  in  n  angekommen  istj  nicht  iu  der 
*  Richtung  Or(Fig>^  )  vor^värts  gehen»  sondern  aur  der  Verlän- 
gerung OY\  um  nach  m'  zu  gelangen,  so  sagt  man  ferner,  dasi 
die  Coordinaten  des  Punktes  M  -14""»,  ~24'»"»,  +22"»  seien, 
ond  aollen  — 14"**»,  —24"»,  —  22*~-  die  Coordinaten  des  Pank- 
tea  sein,  so  will  das  sagen,  dass,  wenn  man  einmal  wie  in  ?sr> 
hergehenden  Falle,  nach  m'  (Fig.  9.)  gelangt  ist,  man  nicht  in  der 
Riebtang  OZ  fortschreiten  darf,  sondern  in  der  ihrer  Verliog«- 
mng  OZ',  um  den  Punkt  HS  au  erreichen. 

Die  licbhnjmung  des  Zeichens  der  verschiedenen  Coordinaltn 
des  Punktes  M  in  den  verschiedenen  Fällen  ist  eben  so  leicht, 
wenn  derselbe  in  irgend  einem  anderen  Theile  des  Raumes 
ausserhalb  derer  liegt,  die  wir  als  Beispiele  gebrniKlit  haben. 
Umf^ekehrt  kann  man  mit  gleicher  Leichtigkeit  iaimer  die  hagc 
eines  drei  gegebenen  (  oordinateu  entsprechenden  Punktes  linden, 
wie  auch  die  Zeichen  beschaffen  ssinmugea.  Ist  eine  derCoordinateo 
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gleich  Null,  80  w\\\  das  sagen,  der  Punkt  beüudet  sich  auf  der, 
den  nicht  verteil  v^  indenden  Coordiriafeti  paralleten  Coordinateneliene. 
E58ei  ilf  (Fig.  lÜ.)  auf  der  Ebene  A'O  Y'  gelej^en  und  es  sei  On—\X"*^t 
niV=24""",  so  sind  H"»*,  '24'"'".  0  die  drei  CoordiniitfMi  des  Punk- 
tes M.  Sind  zv%ei  Coordinaten  gleich  Äull,  so  beliiitkt  sich  der 
Punkt  auf  der  Axe,  welche  der  nicht  verschwindenden  Coordinate 
paraUc!  ist.  und  sind  eiullich  alle  drei  Coordinaten  gleich  Null,  so 
ilUi  der  Puokt  mit  dem  Aulange  der  Coordinateo  zusammeo. 

{.  19«  Form  and  Lage  der  Linien  nnd  FlAeben* 

Kann  man  die  Lage  ein««  Punktes  bestimmen,  so  hat  es 
keine  Schwierigkeit,  die  Form  nnd  Lage  der  Linien  nnd  der 
Olierläcbeo  der  KOrper  sa  bestinneo. 

\»i  eine  («craJe  gegeben,  so  üucljt  man  die  ('oordinatt^n  eines 
|ecJe/i  ihrer  Lfiilpunkfe,  die  Lage  und  die.Urüsüe  der  Geraden  ist 
dAOß  vollständig  bestimmt. 

Ist  eine  icrurome  Linie  gegeben,  so  bezeichnet  man,  gemiss 
4ett,  was  schon  in  der  ebenen  Geometrie  gelehrt  wird,  aof  der* 
selben  so  viele  Punkte,  als  man  f^r  nutbig  blllt,  damit,  wenn 
msB  dofeh  dieselben  eine  Cnrve  siebt,  diese  sieb  hinreicbend  der 
gegebenen  anecbmiegt.  Kennt  man  die  Coordinaten  eines  Jeden 
dieser  Pnokte,  so  ist  auch  bier  die  Lage  nnd  die  Natur  der  Carve, 
we&cbe  sie  Terbindet,  bestimmt. 

Ut  die  Oberüäche,  deren  Lage  man  festlei^^en  will,  ein  Poly- 
gon^ so  genügt  es,  die  Coordinaten  jedes  seiner  iScheitel  /-ii  mes- 
sen, fst  sie  eben,  aber  mit  krummlinigem  Umfang,  so  itestitnmt 
man  diesen  Umfang  mittelst  der  vorher  aogegebeuen  Methode. 

Ist  endlich  die  Fiftcbe,  deren  Natur  und  Lage  man  bestimmen 
niH,  steht  eben,  so  moss  man  auf  derselben  so  viel  Punkte  an- 
sebneui  aU  maa  Dir  nOthig  hilt»  damit  aus  ihrer  Lage  mit  hin- 
michender  Geaanigkeit  auch  «nf  die  der  aodeveo  geschlossen  werde« 
küiae.  Mieet  ntan  die  Coordinaten  jedes  dieser  Punkte,  so  ist 
die  Lege  und  Natur  der  OberiXche  binlloglieh  bestimmt  *). 


•)  In  ilfT  hoh^'r'  Ti  Goomctiie  iiiriunt  mm  /-uwcileu  gogcn  ciimadcr  sjhicfe 
Coordinatencbcneii  an ,  indem  man  dann  unter  Coordinaten  eines  Punktes  die 
Linien  der  Gcrudcu  vcrhicht ,  die  man  durch  ihn  parallel  zu  jeder  Axc  bis 
lum  Durcb^chnittspunkt  mit  der  Ebene  der  beiden  anderen  legt.  Solche  Coor- 
din-itcn^  deren  wir  hier  nur  beilänfig  Erwaimung  thuu,  heisseu  schiefe ,  wihrcud 
die,  welche  wir  auuchuien,  rochtvrinkligc  genannt  werden. 
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Zweiter  Theil. 

Das  Zcichneu  der  Kärfrer,  deren  CreitUiictt  »d  ÜnulMei  mu 
der  Lage  iiml  der  Htm  Mcli  keunt« 

§.  18.  Nothwendigkeit,  dU  KOrper  dnrelk  ZelehaBngea  dars«- 

Gtcllen. 

Die  Zahlen,  welche  die  Coordinaten  der  Puokte  eines  Korpers 
ao0drack«D,  dmn  Lage  tu  kennen  hinreicht,  um  eine  hinreicbend 
ezaete  Vorstellong  von  der  Form  und  Lege  des  Körper«  eelbft 
s«  erhalten,  schlieoieii  Alles  in  sich,  wa«  sor  BeatlaimQDg  der 
einen  und  der  anderen  und  zur  Auflosung  aller  geemefrischea 
Probleme  nOtbig  ist,  t^ie  in  Bezug  auf  dleeelben  gegeben  werden 
kGnnen.  Aber  diese  Zahlen  haben  .eine  grosee  Üabeqeeinllcb- 
keit»  die  nämlich,  dass  .sie  ans  nicht  mittelst  unserer  Sinne  ebe 
engenbllckliehe  Idee  der  Form  und  der  Lagenbeziebongen  dar 
KOiper  geben.  Daher  entatebt  die  Notbwendiglkeil«  aolche  K8i^ 
per  dareh  Zeiehonngen  daraualeilen»  welche  ae  gitt  ala  mSgVch 
den  doppelten  Vortheil  Toreinigen,  genau  die  Form  und  die  Lage 
stt  bestimmen  und  die  eine  sowohl  wie  die  andere  nnaeren  Aiigea 
darsvatelleo.  Die  Methoden  den  Zeichnens,  von  denen  wir  in  der 
Urse  die  geometrlacben  Grundlagen  angeben  woUen,  alad  An  der 
c^tirten  Ebenen,  der  deseriptivea  Geometrie,  der  Per« 
speetlve  und  der  Axonometrie. 

Erstes  Capitei. 
CoürU  Ehernem*). 

14.   Darstellung  eines  Panklea. 

fis  sei  ein  Punkt  M  Im  Rname  gegeben.  Man  projicire  An 
(Flg.  11.)  auf  die  Coerdfoatenebene  XÜF  and  m*  sei  dlm  Pro- 
jection.  Nimmt  man  Jetst  an,  dass  die  Bbone  des  Papiers,  asf 
dem  man  die  Zeichnung  macht,  genau  mit  der  Ebene  ÄOY  zu-  | 
sammenftllt,  ao  kann  man  auf  diesem  Papierblatte  den  Punkt  m' 

*)  Für  „Pia Iii  qnotati*«  Im  Original  haben  wir  hier  die  dem  Fiaai0- 
tischen  entlehnte  Bcueommg  nCctirte  Ebenen  (plnns  cot<s)<*  «-flks. 

z.  B.  Salncuvc:  Coiirs  de  Topographie  et  de  Q^od^sie.  p.  209.  — 
bcibehfxHoiT .  eben  so  nachher  „  C  o  te  " ,  weil  diese  Bcncnnnagtn  wohl  in  I>eatidi* 

land  nai  inoiiten  gebr&nchlich  sind.  ,.Cotc"  hcisst  jede  Bczcichnnng  und 
..cotcr'-  lioisst  mit  Ziffern  oder  Buchstaben  beseichnen.  Zuweilen 
findet  man  in  detUschen  Schriften  auch  „<4uote."  O. 
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ußd  zugleich  die  Axen  0A\  OY  in  ihrer  ualireii  Lage  zeichnen. 
Hat  man  dies  ccttian,  so  weiss  man,  dass  der  Punkt  ^auf  einer 
zu  dem  Papier  senkrechten  Geraden  liegt,  die  durch  den  Punkt 
m'  geht.  !^Ian  weiss  aber  noch  nicht,  um  wievlil  er  sich  über 
<Hfer  unter  der  Rhene  des  Papiers  belindet.  Man  messe  (llc  (  oor- 
(llnatc  Mm'  mid  sio  sei  ijlpirh  22""».  Schreibt  man  nun  diese 
Zahl  neben  m'  und  kommt  daiiin  fihcrein,  dass  dies  die  Coordi- 
nate  von  M  bezeichnen  soll,  die  der  Axc  ÜZ  parallel  ist,  welche 
nicht  in  der  Ebene  des  Papiers  enthalten  Ui,  so  ist  die  Lage 
des  Punktes  im  Räume  vollstfindig  bestiinmt.  Die  Zahl,  die  man 
so  neben  die  Projection  eines  Punktes  schreibt,  und  die  nichts 
Anderes  ist,  aU  die  dritte  Coordtnate  desselben,  die  der  nicht  in 
der  ZeicbDong  «athaltenen  Aze  parallel  iat,  hebst  die  Cote  des 
Poaktea. 

■ 

Liegt  der  Punkt,  statt  oberhalb  der  Zelchnnngsebene,  unter- 
balb  derselben,  so  Ist  seine  Cote  n^tiv.  Wtlrde  also  neben  die 
PiojecttoD  von  M  (Fig.  12.)  die  Cote  22»  geschrieben,  so  würde 
du  beissen,  der  Ptonht  SSI  beAnde  sieh  auf  der  so  der  Zeich- 
DODgsebene  senkrechten  Geraden,  die  durch  m'  gebt,  ond  zwar 
22""  unterhalb  des  Blattes. 

§.  15.    Darstellung  einer  Geraden. 

Man  habe  jetzt  eine  Gerade  (Fig.  13.).  Man  bestimme 
die  Projectionen  ihrer  Endpunkte  M  und  N  auf  der  Ebene  AO  F, 
mit  welcher  man  das  Zeicbnongsbiatt  susaninienfaltend  annimmt.  * 
Es  seien  m'  und  n'  diese  Projectionen  nnd  die  Coten  der  Punkte 
M  Bod  iV  seien  z.  B.  17"*'"  und  20^'";  zieht  man  dann  die  Gerade 
m'n\  so  stellt  diese  die  Iwcrade  IHN,  die  im  Räume  liegt,  vor, 
und  ist  das,  was  man  Projection  der  Geraden  MN  nennt. 
El  »t  leieht  so  leigen,  dass  die  Ebene ,  welche  doreh  JfiV  und 
M  geht,  senkrecht  anf  der  Ebene  XOF  ist  Daher  nennt  man 
Projection  einer  Geraden  anf  eine  Ebene  den  Durchschnitt  dieser 
fibeae  mit  einer  anderen,  die  anf  ihr  senkrecht  steht  und  dnreh 
ik  io  Rede  stehende  Gerade  gebt,  oder  die  Gerade,  welche  die 
Ptojfctionen  der  Endpunkte  der  Geraden  im  Räume  auf  die  Ebene 
verbindet 

Ist  die  I'rojection  einer  Geraden  mit  den  Coten  ihrer  End- 
ponkte  oder,  wie  man  zu  sa<?en  pflegt,  die  cotirto  Projection 
einer  Geraden  gegeben,  80  ist  letztere  volUtandig  der  Grosse  und 
^e  nach  gegeben. 

§.  16.    Darstellung  einer  Curve. 

Wir  müssen  jetzt  eine  krumme  Linie  darstellen,    ülau  be- 
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aUmnie  auf  derselben  ao  viele  Ponkte,  als  mao  nothweedig  hflt» 
damit  Ihre  Aareinanderfolge  genfigt»  um  dieae  Com  blmeicliaad 
so  beatimmen.  Es  aeien  M,  P,  Q,  R,  T,  N  (Fig.  14.)  disM 
Ponlcte  Bof  der  Corve»  ood  m',  p',  q',  r'»  i%  f »  n'  die  Prejeefio* 
nen  "sof  der  Ebene  XOY  oder  der  Papierebeoe*  Die  Liidt» 
welche  durch  alle  diese  PnnkCe  geht»  ist  daa,  «ras  man  die  Pro« 
jection  der  Corvo  MH  nennt.  Schreibt  man  nun  neben  Jeileii 
der  Punkte  m',  p',  7'.  r',  n'  die  CoteB  der  Punkte  Ji,  P, 

S,  Ty  N,  60  ist  klar,  dass  die  Lage  und  die  ^ialur  der 
Curve  im  Kaunie  dadurch  vollständig  bestimmt  i^t. 

|.  17.   Zoichnmig  eines  Polyeders. 

Es  sei  z.  B.  ein  Tetraeder  AB  CD  (Fig.  15.)  gegeben.  Mao 
zeich?ie  die  Projectioncri  seiner  Seitenkanten  auf  die  Ebene  XOY, 
so  sind  dieselben  gleichEcItiii  die  Projcctionen  auf  das  Zei- 
chenbiatt.  Man  erhalt  so  ein  Dreieck  a'ft'c'i  von  dessen  Schei- 
teln (ieraflc  nach  d' ,  der  Protection  des  oliereii  Srfieitels  des 
Tetraeders,  ausgehen.  Die  Figur,  die  njari  so  erhält,  ist  dast 
was  nian  die  Projection  des  Tetraeders  nennt.  8chrci)»t  man  nun 
neben  jeden  so  prnjicirten  Scheitel  die  Cote,  so  erhält  man  die 
cotirte  Projection  oder,  nie  man  sagt,  die  cotirte  Ebene,  und 
das  Tetraeder  ist  sowohl  der  Form,  als  der  Lage  nach  vnllstSs- 
dig  bestimmt.  In  ähnlicher  Weise  verßlhrt  mao  Itlr  irgend  chi 
beliebiges  Polyeder. 

§■  18.    Zeichnung  eines  b  die  Iiigen  KOrpcrs. 

Ist  der  zu  zeichnende  Körper  nicht  blos  von  Kbenen  bsgrenst, 
soodern  7Tin)  Theil  oder  gänzlich  von  krommen  FIffchen,  so  kaoo 
man  ihn  durch  die  cotirten  Projectionen  so  vieler  seiner  Ober» 
fläche  angehCrenden  Punkten  darstellen,  als  mao  ftir  hIolingHch 
hSit,  damit  dorch  die  Keontniss  ihrer  Lage  eioe  vOllig  hbirsi' 
chende  Kenntniss  der  Form  und  Lsge  des  KSrpers  entsteht  Jfi 
mehr  Pookle  der  Oberfläche  man  nimmt,  deren  cotirte  Projectioiea 
mao  hat,  om  so  genaoer  wird  die  Beatimmoog  des  Kurpera.  Vm 
aber  eine  svreckmissige  Answahl  der  so  projidrenden  Pookte  n 
treffen,  macht  man  von  einigen  allgemeineo  Methoden  Gebrtach. 

Mau  aetst  s.  B.  vorans,  dass  der  KOrper  voo  vielen,  der 
Ebene  der  Zeicbnong  parallelen  Ebenen  geschnitten  iverde,  ooil 
seiebnet  auf  ersterer  die  Projectionen  der  Cnrven,  naeh  destii 
jede  Ebene  die  Oberfläche  des  Korpers  schneidet  Üle  Gesamt« 
heit  dieser  Corvon  mit  zweckmässig  angegebenen  Coten  fcaon  den  ' 
Körper  mit  alter  Genauigkeit,  die  man  wfliischt,  darstellen.  Bs 
sei  s.  B.  eine  Holbkogel  (Fig.  16.)  gegeben,  deren  GrundflScbe 
parallel  der  Ebene  .XOTist  Denken  \v\r  uns  nun  die  Halbkugel  von 
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eietch  weit  von  einander  abstehenden  Parallelebenen  zu  XOY  ge- 

schnüteii,  die  sie  voll.ständic:  einBchliessen,  so8chiieidet  jede  von  ihnen 
litt»  Halbkugel  in  einem  Krciüc,  dessen  liaduiis  Jur  die  (iruadllache 
ijleK  Ii  dem  der  kuirel  ist,  und  n  u  hher  ahninimt,  Iiis  er  iür  den 
(•ipltilpuüLt  der  ilailikugel  verschwindet.  Projicirt  man  nun  jede 
80  erhaltene  fvrpi^peripherie  nnd  sefiiedtt  neben  jede  .so  entstan- 
dene Krt'i>{ieri|d!erie  die  t:ritsj»re(ljende  Cote,  d.  h.  diu  Höhe 
ihrer  tbene  lihfr  der  Rhene  der  Zeichnnnu'.  so  sind  vitde  Punkte 
der  Hdltkunei  uenau  I>e^li^m1t,  und  man  h.xi  so  nni^erangen,  mit 
einer  ge\>  issen  Annäherung  die  Form  und  dii:  Lage  der  Kugel  su 
bettironien. 

Oni  nun  die  Lage  von  Punkten  der  flaUikugel  zu  bestimmen, 
die  Dicbt  onCer  den«n  enthalten  sind,  die  vorher  bestimmt  haben» 
könnte  man  fite  Kogel  noch  durch  andere  Zwischenebenen  der 
anderen  Ebenen  schneiden,  und  indem  man  aledano  die  cotirten 
Projectionen  der  so  erhaltenen  Zniscbenkreise  machte,  würde 
man  noch  bedeutend  genauer  die  Form  und  die  Lage  der  Halb* 
ko^el  bestimmen. 

Wie  auch  der  Körper  beschaflfen  ist,  man  kann  ihn  immer 
ml  binreiebender  Genauigkeit  darstellen,  sobald  man  ihn  sieh 
durch  eine  hinreichende  Zahl  von  Ebenen  geschnitten  denkt  und 
die  cotirten  Projectionen  der  Curven  zeichnet,  in  denen  diese 
Ebenes  den  gegebenen  KCrper  schneiden.  Sind  die  Ebenen  gleich 
weit  abstehend,  so  ist  es  nicht  einmal  nOthig»  auf  der  Zeichnang 
iie  Cote  einer  jeden  aufaoschreihen,  und  die  Gesanimtheit  der 
projiditeB  Cnrven  gibt  ausserdem  dem  Auge  seibat  eine  völlig 
hioreiefcend  klare  Idee  von  der  Form  des  KOrpers*). 

%  19.  Aolgaben  io  Besag  aal  cottrte  Sbenon,  deren  Losung  sit 

keDoea  von  WIehtigkeit  iit 

Die  Zeichnnn!»  dir  K«»rpcr  geschieht  nicht  nur,  um  dem  Be- 
oftacliter  eine  Idee  ihrer  Form  und  Lngc  7.\\  geben,  sondern  \  or 
Allem,  um  die  Mittel  zu  liefern,  um  nn  den  Z^^irfn  ungcu  die  geo- 
metrischen  F/igenschaftcn  der  tlartj«  slf  Ii  tcr»  Kürzer  zu  studiren. 
Es  i«t  also  für  d(  ii  <.>nnietrie  Stuciirenden  nicht  genügend,  da« 
Priocip  d  l  l)nr>t(tiung  der  Körper  auf  einen»  Blatt  l*apii'r  zu 
l^ennen.  sonderr»  er  muss,  wonn  die  Zcielintini;  gi>gel)e?i  ist,  S(» 
vertratit  mit  den  Folgerungen  de«  Principes  sein,  naeh  denen  sie 
äusgeföbrt  Ut,  um  im  ^Stande  zu  sein,  bei'm  ersten  Anblick  die 


*)  Ein  treffliches  Beiq>iel  sb  Vorhcrgehondmi  bieten  Uic  beiden  «nfge- 
'^(»liTii^n  Kivcan-Enrten  von  Prag  and  dessen  Umgebttngen  dar,  die  man  bei 
'^'^  -.Stadien  über  die  Methoden  und  Benatzang  hrpsometrischer 
Arbeiten  von  Carl  Koflitktu   Gotha.  1858.   4«"  findet.  G. 
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am  meisten  in  die  Augen  springenden  Aufgaben  zu  luFcti.  die  Uuü 
vorgelegt  werden  kunnen,  und  mittelst  eines  mehr  udcr  \^  eriiger  lan- 
gen Wej^es  zur  Lösuncr  der  schwierigsten  Fragen  zu  gelangen.  So 
kann  man  z.  i>.,  wenn  die  cotirte  Projection  einer  Geraden 
gegeben  ist,  daraus  ihre  Länge  bestimmen;  ist  aber  die  cotirte 
Projection  eines  Polygons  gegeben,  so  kann  man  die  Fläche,  die 
Winkel,  die  Diagonalen,  den  Durchschnitt  der  Ebene,  in  der  es 
liegt,  mit  der  eines  anderen  I*<iI\i|ons  bestimmen,  von  dem  man 
ebenfalls  die  cntirte  Projection  kennt,  und  ähnliche  Aulgaben  lüseii. 
Unser  Zweck  «^rlaufit  es  liier  nicht,  jetzt  in  (Üesen  Gegcnsfand 
tiefer  einzudringen,  um  so  mehr,  da  wir  zu  tlonco  zuru'cl<k»-^irL'!i 
müssen,  deren  riiao  spccieller  beniHhiL^t  ist,  wenn  man  sich  initiier 
Untersuch un'j;  urul  dem  Studium  (kr  NivelliniriLicri  Ijeschaltict,  die 
schon  aut  dem  Erdboden  bei  unseren  praktischen  (Jebungen  ausge* 
fährt  sind. 

Zweites  Capitel. 

^  iO.    Gegenstand  der  dcscriptiven  Geometrie. 

Die  Zeichnung  eines  Körpers »  die  mittelst  der  Methode  der 
cotirten  Ebenen  aosgefdhrt  ist,  fordert  immer >  dnss  jeder  wicli* 
tige  Ponkt  der  Zeichnung  von  einer  Cotensahl,  d.  h.  von  eioer 
Zahl  begleitet  sei,  welche  den  Werth  der  dritten  Coordlniite  des 
Punktes  angieht.  Die  Methode  der  cotirten  Ebenen  Inno  maa 
also  eine  gemischte  nennen >  da  sie  die  Form  und  die  Lage  der 
Kürper  durch  Zeichnungen  und  Zahlen  bestimmt.  Witt  nan  die 
Form  und  die  Lage  der  Korper  nur  durch  Zeichnung,  nicht  durch 
Zahlen  darstellen,  so  rouss  man  nothwendigerweise  zu  andersa 
Mitteln  oder  Kunstgriffen  seine  Zuflucht  nehmen,  die  den  Gegen« 
titand  desjenigen  Thetles  der  Geometrie  bilden,  dem  man  den 
Namen  Descriptive  Geometrie  gegeben  bat. 

§.  21.  Oarstellnng  eines  Tonktes. 

Es  sei  ein  Punkt  M  im  Räume  gegeben  und  man  bestimaw 
dessen  Projectionen  m'  und  m"  (Fig.  17.)  auf  zwei  der  CoordioateR- 
ebenen,  z.  B.  AOI',  XOZ.  Ist  die  Lage  dieser  Projeclioneii des 
Punktes  bekannt,  so  ist  klar,  dass  die  I^a<;e  des  i^unktes  \V  voll* 
ständig  bestimmt  ist,  der)n  der  l^inkt  JJ  Ijeliucletsich  immer  im  Durch- 
srhnittspunkte  der  beiden  Geraden  m'ß^J,  in" M j  die  aul  den  liciref* 
fcndun  CuorUinatencbcnen>  von  denen  sie  ausgehen,  senkrecht  «iod. 
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Anf  einen  Blatte  Papier«  das  man  mit  der  Ebene  ÄOT  a«- 
■anmenfallen  iSeat,  kann  man  die  Projection  m'  darstellen*  Um 
aaf  denaelben  Blatte  die  Projection  m"  darsnatellen,  denke  man 
^b,  die  Ebene  XOZ  drebe  sieb  nm  die  Aze  OX  nm  00^*»  bin 
ne  in  die  Verlfingerung  oder  Erneiternng  der  Ebene  XOY  Wüt, 
Uaa  erbJilt  dann  eine  Figur»  wie  die  streite  in  Fi|;.  17.,  in  nelcber 
dci  Pookt  ßidoa  Räumen  dnrcb  die  beiden  Projectionen  m'  und  m" 
daigailcllt  wird. 

Sifid  die  beiden  Projectionen  des  Punktes  auf  dem  Zciclmungs- 
Uttt  gegeben,  so  ist  seine  Lage  im  Räume  auch  vollst.') ndi<;  be 
•Ümait,  denn  ea  genügt,  das  Blatt  Papier  um  OX  sich  drehcD 
zu  lassen«  bis  die  Ebene  XOZ  senkrecht  auf  Aül  steht.  Der 
Puükt  J7  ist  dann  der  Durchsclinitt  der  Scnl^rechten  auf  den  eiit 
•precheiuieii  Cuordinateu-Ebeneu,  die  durch  die  ProjecliooeD  m' 
uod  m"  gehen. 

Da  man  auf  dem  Blatte  nur  die  Zeichnung  «1er  I^rojoclionen 
auf  die  Ebenen  XOY,  XOZ  macht  und  nicht  im  Geiingsteo 
die  dritte  Coordinaten- Ebene  ZOV  beadittt,  bo  ist  es  nicht 
Düthi»,  in  der  Zeichnung  die  Axen  OY'  tinti  OZ  licizijl)ehaften. 
Man  zeichnet  dihcr  in  den  Zci«  linun^en  der  doscri|>tiveii  lüeo- 
melrie  nur  die  Axe  OÄ,  die  dabei  den  Namen  Erdlinie*)  nniiiiumt. 
Beirnchtet  man  nun  die  Lnc;e  der  beiden  Projectionen  eines  Punk- 
tes in  Bezug  mif  die  I'rdlmic,  so  siclit  man  ieicljt,  dass  vor  der 
Drcliui iü;  der  Lüctie  ÄOZ  die  CJerade  m"/i  senkrecht  auf  w'n  ist, 
^a(h  der  Drehung  der  Ebene  XOZ,  bis  sie  die  Verlängerung 
der  Ebene  XOV  wird,  bleiben  um*'  und  vm'  senkrecht  auf  OX 
und  bi/deo  aJso  eine  einzige  Gerade.  Daher  erhält  niao  folgen- 
den Fundamental* Sata:  Ein  Punkt  wird  durch  seine  zwei 
Projectionen  dargestellt»  die  immer  durch  eine  auf  der 
Erdliaie  senkreebte  Gerade  verbunden  sind« 

{.  23,  DAfitellnng  einer  Linie. 

Han  habe  Jetzt  eine- beliebige  gerade  oder  kmroroe  Linie« 
Dia  Lage  oad  Gestalt  einer  soleben  Linie  ist  follstSodig  bestimmt* 
etan  man  die  zwei  Projeetionen  derselben  bestimmt  Sei  s.B,  eine 
Getade  JUN  gegeben  und  man  bestimmt  die  beiden  Projectionen 
m"n**  auf  dio  Ebenen  XOYf  XOZ  (Fig.  18.),  so  kann  man, 
rinosgesetzt ,  dass  die  Ebene  XOZ  sich  um  die  Erdlinie  dreht, 

i^ie  die  Verlängerung  der  Ebene  AOF  bildet,  beide  projici* 


•)  „Liaea  di  terra"  im  OrißtnaL  In  deutschen  Schri/ten  (m.  i.  &>  B. 
in  6€hr  ctnpfehleBswcrtbo  „Lelirbuch  der  d  c  scriptiven  Gcometri- 
*eaC.  Oagler.  2.  Aufl.  S.  7.)  heisst  die  iu  Hmde  steheode  Linio  Grande 
iekaitt  (Projectionaexe,  Basis). 
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rande  Ebeneii  auf  dem  Blatte  zeiehoeii»  nod  mma  bat  dann  die  Ge- 
rede Mit  dargestellt  darcb  atV  und  wl^m". 

Sind  die  Prajectkinen  m'n'»  m^»"  eloer  Geraden  gegebe«» 
let  ea  lebr  lelebtf  die  Lege  der  Geraden  im  Ranme  m  bcette* 
men,  aaf  die  sie  sich  benleben.  Man  denke  eleh  den  TMI  d«a 
Blatten»  der  eberbalb  der  Brdlinie  Hegt»  nm  diene  gedrebt,  bin 
er  anf  dem  Blatte  Papier  nenkreebt  ntebt*  denke  nkb  dann  dnrcfc 
mV  eine  ta  dem  Blatte  nenkrecbte,  dnreb  m^n*  eine  andere 
Ebene  gelegt«  die  nenkreebt  auf  XOZ  Int«  no  nebneiden  nieh 
die  an  gelegten  Ebenen  Sn  einer  Geraden»  welebe  die  gcnndite  Int. 

Eine  C^e  AB  im  Ranme  wird  auf  glelebe  Weine  bebn  Eekb* 
ncn  dnrcb  Ibra  nwei  Prnjeetkmen  A'B*  nnd  JfB^  (Flg.  19.)  darge» 
atellt»  die  awincben  den  Punkten  A'd^  und  B'B'  entbnitnn 
elttd»  weiebe  auf  dennelben»  su  der  Erdllnle  nenkraehten  Getaden 
liegen.  Ee  int  kinr,  dann  Jeder  Pnnkt-der  Curve  auf  diena  Weian 
velintindig  bentlmmt  int»  da,  wenn  man  einen  Punbt,  daenen  fla- 
iliontnI-PrnJeetien  n,  a  m'  Int»  betiaebtet»  die  Vettikal-Piejeetian 

nein  wird.  Nimmt  man  al«n  den  Punkt  O  nie  GeevdfaMlten«A»- 
Inng»  ae  eiad  die  Geraden  On»  iim%  im^  die  diel  CeeffdbMlnn 
den  Pnnktea  M  Im  Räume. 

§.  fZ,  Darttollang  einet  Köri^ere. 

In  der  dencriptiven  Geometrie  werden  die  Kurper  eben  so  wie 
die  Linien  dureb  Zeicbnaog  ihrer  Projectionen  anf  in  ei  zu  ein- 
ander senlnrecbten  Ebenen  dargestellt,  die  man  nachher  so  cedreht 
denkt«  dann  nie  nur  eine  Ebene  bilden.  So  ist  z.  B.  da^^  Tetra e 
der  des  §.  17.  durch  die  Projeclion  a'b'c'd*  (Fig. 20),  von  n-clt  her 
wir  dort  sprachen,  und  durch  a"h"&'d",  seine  l^rojectioii  auf  e'me 
Ebene,  die  zu  derjenigen,  auf  uelchcr  die  Projection  a'b'c'd'  liegt, 
senkrecht  ist  und  sie  in  der  Erdlinie  OX  schneidet^  dargestellt. 
Diene  beiden  Projectionen  des  Tetraeders  f^cmigen  nicht  nur,  um 
dem  Beschauer  eine  Idee  seiner  Form  zu  gehen,  sondern  lierern 
aueb  alle  netbwendigen  Data,  uro  die  geonietrisclien  Eigenschaf- 
ten desselben  nu  etudlren  und  seine  Lage  in  Bezug  auf  die  f  ro- 
Jections- Ebenen  su  untersuchen. 

Auch  die  Halbicugel  des  {.  18.  kann  durch  die  Projeclion 
aui  XOY  (Fig.  21.)  der  Kreise,  in  denen  sie  durcli  zur  Ebene 
XOT  parallele  Ebenen  geschnitten  «ird,  tjnd  dann  durch  die  Pro- 
jectionen derselben  Kreise  auf  die  Ebitia  XOZ  dargestellt  wer- 
den. Es  ist  klar,  dass,  da  die  t^benen  dieser  Kreise  auf  AOZ 
sMilurecht  sind,  ihre  Projectionen  auf  XOZ  sich  auf  Gerade  redu- 
ciren,  welche  die  Längen  der  Durchmesser  der  obigen  Kreise  haben. 

Denkt  man  sich  eine  auf  der  Ebene  J^O  F  senkrechte  Gerade, 
die  »ich  so  belegt,  dass  sie  immer  die  Halbkugel  berührt»  ohne 
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{•  sie  einsochiDgeD,  so  bt  klar,  dsM  diese  Gerade  auf  der  Ebene 

XOY  die  Peripherie  OA  beachreiben  vr\rA,  and  dass  also  die 
Projection  jedes  anderen  Punictes  des  Körpers  Innerhalb  der  Linie, 
die  man  so  erbfilt,  eingeschlossen  ist.  Diese  Linie  führt  daher  den 
Namen  Uniriss  oder  Contour  der  Projectiou  des  Körpers  auf 

die  Ebene  XO  \\ 

Deakt  man  sich  in  ähnlicher  Weise,  dasa  eine  zu  der  Fbene 
ÄOZ  senkrechte  Gerade  in  jeder  Ln<;c  die  Halijkugel  berührt, 
ohne  in  sie  einzudringen,  so  beschreiht  diese  Gerade  aof  der 
Ebene  XOZ  einen  Halbkreis,  welcher  der  Unirisb  oder  Contour 
der  Projection  der  Halbkugel  auf  die  Ebene  XOZ  ist. 

ünter  den  Punkten,  welche  nian  Ton  einem  beliebigen  Kör- 
per in  den  Projectionen  der  descrijitiven  Genmetrie  darstellt, 
cehüren  jedesmal  diejeni«;en,  welche  den  Umriss  oder  Contour  der 
Projection  des  Körpers  auf  die  eine  oder  andere  Projectiooe- Ebene 
iHldea,  zu  den  wichtigsten. 

|i  24.    Vergleichang  zwischen  der  Methode  der  cotirfcen  Ebenen 
und  d«r  descriptivea  Geometrie. 

• 

Wenn  man  eioen  gegebenen  Punkt,  eine  Linie  oder  einen  be- 
liebigen Körper  j  sei  es  durch  die  Metbodo  der  cotirten  Ebe* 
nea,  lei  es  durch  die  von  der  deecriptlTett  Geometrie  gelehrte 
datitellen  soll*  oo  beginnt  man  mit  der  Projicirnng  doMelben  nnf 
«IM  Ebene.  EHinn  beneiehnet  man  nach  »der  Metbode  der  cotirten 
Ebenen  die  H&he  jedes  Punktes  oberhalb  oder  unterhalb  dieoer  Pro* 
jeetSont'Ebene  durch  dneZabl.  Nach  den  Metboden  der  deacriptiven 
Cveemeffie  beseiehnet  man  dagegen  diene  Hube  dadurch»  dam  man 
•löe  lenn  Projection  den  Kurpers  auf  eine  nur  ersten  Projectiona- 
Ebeoe  eenkradite  Ebene  macht. 

8e  bezeichnet  man,  um  das  Tetraeder  in  $.  17.  und  §.  23.  dar- 
nstelien,  in  dem  einen  Falle  die  Huben  oderCoten  des  Tetraeder« 
ABCD  (Fig.  22.)  durch  die  Zahlen  IS"»»,  la"»"»,  )>"»,  25«"»,  die 
■ao  neben  die  Prnjcctionen  a',  b  ^  c\  d'  dieser  .Selieitel  schreibt. 
Im  anderen  Falle  dagegen  verbindet  man  n  it  der  Projection  a'b'c'd' 
^C«  Tetraeders  die  l^rojection  a"ö"e"d'\  die  auf  einer  zu  der 
▼orhergebenden  Ebene  senkrechten  Ebene  lie^t,  wobei  klar  ist, 
da*«  «a«  =  i:^«,  ßb"  =  IS"«",  yc"  =  dd"  =  ^S"»"»  ist. 

Es  ist  also  nicht  schwer,  die  Zeichnung  eines  Kurpers,  die 
Dach  der  Methode  der  cotirten  Ebenen  gemacht  ist,  in  eine 
andere  nach  der  descriptlven  Geometrie  zu  verwandeln  and  um- 
§tVehrt.    Ebenso  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  Probleme,  die  in 

erwähnt  wurden,  nach  einer  der  beiden  Methoden  zu  lösen,  wenn 
leao  die  Lösung  mittelst  der  anderen  kennt.  Ich  werde  hier  nicht  auf 
^  Uatoranchnog  dieser  Probleme  eingehen«  da  treder  die  Zelt  es 
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erlaubt,  noch  ich  <las  Feld  betreten  mügte,  ilas  dem  Professor  dei 
geometrUcbeii  Zeicluiej):^  und  der  üuscripliven  Geometrie  angehört*). 

%  25.   Besondero  Bemerkangea. 

Ob  Ebene,  die  irir  Iiier  bestSndig  durch  die  Bochstaben  ÄOf 
bexeichnet  beben»  nimmt  man  fast  immer  borizonlal  an  nnd  sie 
fdhrt  den  Namen  Horixontal-Projectiona-Ebene.'  Die  bei* 
den  anderen  Coordinateo-Ebencn  werden  daher  Terlikal.  Die  Piv* 
jection  eines  Punktes,  einer  Linie  oder  eines  Kvrpers  auf  die 
Ebene  JTO F  helsst  die  Horizonlat-Projeetion,  der  Grand- 
ris6,  die  Ichnographie  n.  s.  iv.,  wenn  der  dargestellte  Gegen 
stand  ein  Gebäude  ist;  der  Plan  oder  die  Karte,  irenn  er  ein 
Terrain  itft,  u.  s.  w.  Die  Projection  auf  eine  der  Verfikal-Ebenen 
führt  den  Namen  Vertikal-Proj ection,  Prospect,  Ortho- 
graphie, Au  Tri  SS  u.  s.  \\\ 

Da  die  Projcctiouen  cinii^er  Theilc  eines  cfnas  coniplicirfen 
KCrpers  häufig  der  Deutlichkoit  der  Zcicbining  der  aiulereu  Eintfat: 
thun,  so  denkt  man  sieb  ofhiiuls  den  Körper  durch  eine  Lhi'iw 
gcsclinittcn  und  luacbt  dann  die  Zeichnung  des  einen  der  so  ab- 
geschnittenen  Theile  nicht  mehr.  Man  soll  z.  B.  die  Zeichnung 
eines  Hauses  maclien :  Die  Horizontal- Projection  des  Daches 
bedeckt  dann  die  Projeclionen  der  librigen  Tbcile  des  Haoses. 
Um  diesem  Ucbelstamle  abzuheilen,  bezeichntt  man  dnrch  au^^ge- 
zo^cne»  Linien  die  Projectionen  der  Theüe,  die  nicht  uiitcrfialf» 
irgend  eines  Tbeiles  di»r  Oberfläche  des  Kürpers  liegen,  uährenil 
man  durch  fjcstriclieff c  oder  juinklirtc  Linien  die  Projectionen  der 
Linien  bezeichnet,  die  iinfeilmlli  irgend  eines  Theiles  de«?  Kör- 
pers  liegen.  Da  aber  dieses  Hilisniittei  nicht  iti  a?Ien  Fallen  tiin- 
reichend  ist,  um  eine  Iclnre  Idee  der  Innerei!  Einricbfung  des 
Hauses  zu  geben,  f^o  denkt  man  sich  dasselbe  durch  eine  Ebene 
geschnitten,  und  die  Projecfion  dle*jes  Durchschnittes,  der  ma» 
eftmals  auch  noch  die  i^rojeclion  der  Theile  des  Kurpcrs  hinzu- 
fögt,  die  noch  übrig  sind,  fuhrt  den  Namen  DurchscbnitI» 
Schnitt  u.  e.  «r.,  and  kann  aowohl  horizontal  aJe  vertikal  seia» 

Drittes  Capitel. 

§.  26.   Ocgonstand  der  PeripeetiTe. 
Betreffen  die  cotirten  Projectionen  oder  die  von  einer  Ver- 
tikal'  Projection  begleiteten  nicht  sehr  verwickelte  Gegenatiade, 

Mab  bedenke,  d«M  dieee  Schrill  eich  oa  Vocleeoog«!  ■weMlurt  ^ 
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geben  sie  dem  Beobachter  eine  nnitiitfelbare  Idee  Ten  der 
Fomi  nnd  Lage  derselben.  Werden  die  Gegenstände  aber  nur 
ein  trenig  eomplicirt,  so  ist  es  oll  eine  ecbtrierige  Arbelt,  ana 
einer  Uesamnitbeit  von  Prejectionen  oder  von  Projectionen  und 
Zabfen  eine  etivaa  Iclare  Idee  von  der  Form  und  Lage  derselben 
te  erlangen.  Daher  entsteht  besonders  för  die  ireniger  in  der 
Geometrie  Erfahrenen  die  Nothivendigkeit»  eine  Art*  der  Darstel* 
lang  von  Körpern  an  besitzen»  die  unniUlelbnrer  zu  unseren  Sin- 
nen spricht  nnd  leichter  eine  Idee  von  ihrer  Form  und  Lage  gibt^ 
seihst  auf  Koaten  der  Evidenz  der  Zeichnung,  die  aus  ihrer  gee> 
nelritfchen  Caenaniglceit  bervorgelit*  Die  Aufgabe,  die  man  zu 
Iwsea  hatt  iet  also  folgende:  Es  ist  ein  Blatt  Papier  gegeben, 
maa  aoll  auf  demaelben  die  Gegenstfinde  In  der  Art  daratellen, 
dass  der  Beschauer,  der  die  Zeichnung  betrachtet,  einen  so  viel 
aU  möglich  gleichen  Eindruck  von  derselben  erh&lt,  nie  der,  den 
er  erhalten  wQrde,  wenn  er  die  dargesteilten  Get^enstande  irlrklicb 
m  sich  hatte.  Die  Auf  l«isun*»  dieser  Aufgabe,  blo»  von  ihrer  geo- 
metrischen Seite  belrarlitet,  bildet  den  (^egeuatand  des  Tlieiles  der 
Ueomctrie,  den  amo  Perspective  neunt. 


|.  27.    Priacip,  auf  dem  dio  Perspective  boraht. 

Wir  nehmen  an,  der  Dcsclianer  befinde  eicli  in  O  und  be- 
traehtc  z.  U.  den  Wörfcl  67/  (Fig.  23 ) ,  dann  wird  er 

eine  cute  Darstellung  de?»  Kurpcrs  auf  dem  Bl.Ut  l'.ipier  MN 
erVialtcn.  wenn  seine  Augen  di«  >ell>e  Empfindung  liaben«  n'eun 
sie  den  kürpcr  selbst  oder  das  lilatt  MN  anseilen. 

Man  setzt  zuerst  roraus»  dass  der  Beobachter  den  Kürper  nur 
toit  eioem  Auge  betrachte*  n*eil  im  anderen  Falle,  wenn  man 
beiden  Augen  Rcclinong  tragen  wollte»  mit  denen  der  Beobachter 
den  Kiirper  betrachtet,  die  AuriCaung  der  Aufgabe  bedeutend 
«cbiverer  werden  wiirde.  Dies  vorausgesetzt  ist  es  l<lnr,  dass« 
wenn  von  dem  Punkte  A  des  Körpers  ein  Lichtstrahl  in  das 
Auge,  das  in  O  liegt,  gelangt,  daa  Auge  dieselbe  Cmpfin- 
dang  haben  irlrd,  wenn  dicaer  Strahl  von  einem  Punkte  a  aus* 
gebt,  der  da  liegt,  wo  die  fSerade  AO  die  Ebene  MN  der 
Zetcbaong  schneidet.  Man  stellt  daher  In  der  Zeichnung  den 
Pnokt  A  durch  einen  Punkt  n  dar,  der  da  liegt,  wo  die  Gerade 
QA  die  Ebene  der  Zeichnung  schneidet.  Ein  zweiter  Punkt  B 
auf  gleiche  Weise  in  der  Zeichnung  durch  den  Punkt  b 
icptisentirt»  lo  welchem  die  Gerade  OB  das  Blatt  schneidet. 
Dte  Gerade  AB^  wiirde  nun  durch  die  Gerade  ab  dargestellt  wer- 
^»  md  man  sieht,  wie  Ma  In  ibnlieber  Webe  jede  andere 
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gerade  oder  knimnie  Linie  auf  dem  Zeichenblatte  darstellen  künnti^ 
indem  man  cuif  dcmsdhen  die  Folge  von  Punkten  zeichnet,  in 
denen  eine  (ierade,  svokhc,  vom  Auge  ausgehend,  alle  Punkte 
der  Linie  durchlSuft,  diu  nv.ui  darätellen  will,  das  Hiaft  schneiden 
wird.  Ist  der  kürper  ei»  Polyeder,  so  kann  mau  ilaher  jeden 
Scheitel  und  jede  Seitenkante  in  Perspective  zeichnen;  ist  er 
dagegen  von^iner  krummen  Fl5che  begrenzt,  so  kann  man  immer 
den  Umriss  darstelle:).  man  sich  eine  Gerade  vorstellt,  die, 

vom  Auge  ausgeherui,  aui  der  Oberfläche  des  Körpers  hingleitet, 
ohne  irgend  nie  in  den  Körper  einzudringen,  und  immer  die  auf- 
einander folgenden  Üurcbschnittspunkte  dieser  Linie  mit  der  Zcich- 
Dungse^ae  verzeichnet. 

Blatt  teichaet  alsa  einen  beliebigen  K9rper  perspectiviseb, 
indem  man  anoSninit,  zwiecben  dae  Ange  dee  Beobacbtera  nnd 
d«i  Urper  eelbst  eei  in  eiaen  Abatande»  den  man  fBrangemeMen 
bllt»  die  Zeiebnnngeebene  gelegt»  and  Indem  am  dann  aaf  di«eer 
Ebene  die  Dnrehacbnitte|Kittkto  deraelben  mit  den  Gealcbtelinien 
neicbnet,  «relclie  yem  Aoge  naeh  den  veraebiedenen  Pnnklen 
dee  Kerpen  geben»  die  man  in  die  Zeiebnnng  anfsonebmen,  Ar 
binreicbend  bilt»  um  die  Fem  tmd  die  Lage  binielebend  nt 
cbaialctoriairen. 

S»  tS.  Frsktitebe  Metbode  die  perapeeüvitehe  Zefcliniing  eiset 

Kerpen  sa  mscIieB. 

Es  aelen  die  Coerdinaten  elnee  PnnkteeiV  gegeben»  nnd  m'» 
m"  seien  seine  Projectloaen  naeb  den  Metboden  der  deecr^tifen 
Geemefrie  (Fig.  24).  IMe  perapecfi?ieebe  Zeiebnung  nmcbt  «ua 
faaf  immer  anf  einer  Vertilcal-Ebene»  ireicbe  die  Herlaentai*Pfo« 
Jectioas-Ebena  in  einer  beliebigen  Geraden  AB  acbneidef»  nnd  die 
Vertikal  «Profeetlons- Ebene  in  einer  Verfikaien»  die  in  nneerer 
Zeicbnnng»  wie  etwa  JC,  anf  der  Erdliaie  aeakrecbt  etebt.  Ca 
seien  ferner  ancb  die  Coerdinaten  nnd  abie  aneb  die  Ptojectionen 
o'»  o'  des  Angea»  oder  dee  Geeicbtapnnktea  gegeben* 

Das  Problcni,  um  ilesson  Aullüsunp;  es  sich  handelt,  Ist  nun 
einfach  das  folgenilc:  iVInn  sdii  {Icn  f )nrch'»chnittsjninl<t  der  in 
o' m'  und  o"m"  pro jirlrton  dcslclitslinie  mit  der  Ebene  ABC 
finden.  Es  !»onügt  loli;lich ,  durch  die  (iesirhtslinie  eine  Ebene  r.n 
legen;  Ii;aiii»  man  die  Durchschniffsünie  tlicser  Ebene  mit  der 
Ebene  BAC  fmden,  so  ist  der  gesuchte  Punkt  der  Durchscbnttt 
der  gefundenen  Durchschnittslioie  mit  der  Gcpichtslinie  selbst. 
Legt  man  nun  durch  die  oben  erwibnte  GeeidiliMnle  eine  VefH- 
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kaf-Ebene,  bo  schneidet  diese  die  Honzonial-Projections-Ebene  in 
om't  und  die  Ebene  ABC  in  einer  Vertikal- Linie,  die  sich  auf 
die  Uonzoiiiai-b^bcne  in  n'  und  auf  die  Vortikal-Fljcnc  in  Qn"  pro* 
iiclrt.  Folelich  sind  n'  und  ii"  di«  Projectionen  de«  perapectivi- 
sehen  BUdes  von  M  im  Räume. 

Ziebt  man  also  »eilwürto  Senkreebte  Aß,  äC,  welelie  di« 
Ebrae  der  p«ripectivi5clieii  ZdeliDong  «incclilieafeii»  frlgl  An'  t«b 
der  vorher  •oläCandenen  Projectioo  auf  und  macht  n*M'  ss  Qn^, 
so  htt  man  den  Punkt  M*  als  das  perspectlvieche  Bild  vod  M. 

Aehnlu'h  \vird  man  da.s  Hild  jedes  anderen  Pnoktea  conttmireo 
«od  also  auch  das  Jeder  Linie  und  jedes  KOrpera. 

■ 

§.  so.  Perspective  auf  einer  krnnmen  Fliehe. 

Ist  die  Fläche,  auf  der  man  die  Zeichnung  machen  wilJ,  krumm 
statt  eben,  so  kann  man  auf  Ihr  die  perspectivische  Zeichnung 
irf^d  eines  Gegenstandes  machen,  wenn  man  die  Durchschnitts- 
poakte  derselben  mit  den  Gesichtslinien  verzeichnet,  welche  von 
de«  Aoge  aus-  und  nach  den  ferachiedenen  Punkton  doa  Go- 
Seastaudes  bingafaen. 

i-  30.    Wirkung  der  pcr«pccti viscbeo  Zeicbaungen  auf  aniere 

Sinne. 

l^ntf^rsucht  man,  nas  wirklich  erfolgt»  wenn  man  einen  Körper 
hetrachteU  so  bemerkt  man,  dass,  weil  wir  swel  Augen,  z.  B.  O 
and  0'  (Fig.  25.)>  haben,  jedes  von  ihnen  einen  Strahl  OA  und 
O'A  nach  jedem  Punkte  A  des  beobachteten  Korpers  aussendet. 
Das  Bild  von  A  t»t  foli^lich  a'  för  das  Auge  O  und  af'  fdr  das 
andere  Auge  O',  In  ähnlicher  Weise  übersieht  man,  dass  das  Bild 
tfoer  Geraden  AB  des  Körpers  für  daa  eine  Auge  a'b*  ist  und  zwar 
wesentlicb  verschieden  too  a"6^%  den  BUde  deraelben  Geraden 
ia  Bezug  auf  daa  andere  Auge.  Betrachtet  man  ferner  einaa 
raiden  Körper»  so  ist  aein  Umriaa  flir  jedea  der  beiden  Avgan 
▼Miebieden,  und  awar  nicht  bloa  auf  der  Perapeetiv- Ebene, 
MBdem  auch  auf  dem  Kürper  atlbat 

Damit  alao  auaeie  SSnae  von  der  Betrachtung  dea  Bildea  die« 
Mibe  Wirkung  arbaltan,  ala  von  der  dea  KlJrpera  aelbat,  iat  es  nOtbig: 

1.  dass  auf  der  Bildebene  das  perspectivische  Bild  des 
Körpers  für  jedes  der  beiden  Augen  goaelcboot  werde ; 
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2»  dass  jedes  Auge  auf  der  Bildebene  nur  das  Bild  aiebt, 
ivelcbes  ihm  zugehurt*). 

Um  also  eiDe  entsprechende  Wirkung  bei  Betracbtang  eines 
Perepectivbildee  hervorzubringen,  ist  es  znnSchst  nutbig,  vollstän- 
dig in  demselben  Alwtandc  von  demselben  so  sein»  in  welchen 
der  Maler  bei  dem  Zeichnen  das  Auge  annahm»  nnd  dann  es  nnr 
mit  einem  Auge  zu  beobachten,  statt  mit  zweien.  Ffirbt  man  bd 
Anfertigong  des  Perttpectivbildes  die  verschiedenen  Tbeile  des 
Korpers  mit  den  verscbieilenen  Farben,  welche  der  Natur  znkoii- 
men  und  der  IntensUät  der  Lichfsfrnhicn,  die  von  dem  Körper 
reflectirt  werden,  eiitüiircchcn,  so  erhhlt  man  ein  Bild,  tvelchesaaf 
unsere  Sinne,  besonder«,  weint  man  daran  c^cwuhntist,  einen  Eindrncic 
bcrvorbrIiii;t,  der  nicht  viel  v(m  iloin  utilprscbiedeii  stiiii  kann,  den 
man  beim  Üescbaueu  de^  Kürperb  sciüät  empfunden  haben  würde. 


f.  SK  Geometriicbor  Werth  der  perspeetivitehen  Bilder. 

Ist  das  pcrspcctivischc  Bild  a*  (Fig.  27.)  eines  l*unktes  ge- 
geben, so  weiss  man,  %renn  man  die  Lage  des  Auges  O  eben- 
falls kcntit,  auf  welche  das  Bild  sich  bezieht,  nichts  weiter  tod 
dem  ia  a'  dargestellten  Punkte,  als  dass  er  sich  auf  der  yerlSo- 
gcrung  der  Geraden  Oa'  befindet  Ist  ühniich  die  Perspeclire 
a'ü'  einer  Geraden  gegeben,  so  weiss  man  von  der  Geraden,  der 
dieselbe  zugehört,  nichts  weiter,  als  dass  sie  einen  Punkt  derVerUa- 
gerung  der  Geraden  Oa'  mit  einem  Punkte  der  Verlftngerong  der 
Geraden  Ob*  verbindet.  Man  kann  also  aus  dem  blosses  per* 
specti vischen  Bilde  weder  die  Grusse,  noch  die  ßiciitsDg  einer 
solchen  Geraden  herleiten.  Nichtsdestoweniger  ist  der  g^ons- 
trische  Werth  eines  perspeclivischen  BiUtes  nicht  so  gering,  als 
man  nach  den  eben  angestellten  Betrachtungen  glauben  sollte* 

Vor  Allem  \rollen  wir  bemerken,  dass  mcistcntheiU  di« 
Richtung  der  Geraden  schon  bekannt  ist.   Oer  grossere  TheU  ^ 


*)  D>sn  beiden  Bcdingangcn  tind  in  dem  StereMlcopo  railitivt,  deaae 

Eciicf-Wirkun^'cn  wirklich  abemuchead  sind.  Man  zeichnet  auf  einem  BUtto 
MN  (Fig.  26.)  getrennt  die  beiden  perspectiv  Ischen  Bilder  p  und  p*  eine»  Kör- 
pers, welche  jedem  Auge  zukommen.  Alna  betrachtet  dorauf  diese  Pcrspectir* 
büdcr  mit  einem  Instrumente,  dn«  aus  zwei  Okularen  0  und  0*  besteht,  durch 

welche  jedes  Angn.  welches  durch  rlnssclbc  liinrlurchsieht,  nur  das  Bild  erblickt, 
welches  ihm  zugebaut,  und  zwar  ilurrh  die  Wirkung  der  Linsen  der  ükulftf* 
in  der  La^o ,  in  der  es  sdn  würde ,  wenn  die  Feifpectivs  nach  den  obeo  fe* 
^benen  Hageln  guuudil  wftro. 
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Geraden»  die  man  an  einem  (•cbäude,  an  einem  »ich  bewpgenden 
Kurpcr,  an  einer  Maschine  lindet,  sind  entweder  vertilcal  oder 
horizontal  und  die  Horizontalen  sind  meistens  auf  oinander  senk» 
recftt.  Betrachtet  man  ai^o  ein  perispectivisches  liild,  ieit  es 
•eltcn»  dass  man  nicht  dlo  Klctjfnnijen  eines  grossen  Theilvs  <!er 
Geraden  kennt,  die  sitli  in  dcmscilien  liclindon.  Denken  ^\'\^  uns 
non,  es  »ci  die  Richtutig  der  licra<lcn  AB  (Fii».  *2iS  )  bekannt 
and  nehmen  «vir  z.  Ii.  an,  üie  sei  vertikal,  dann  i«it,  da  die  Pro* 
ject'iQns'Ebcnc  niet^tentheiU  auch  vertikal  ittt»  das  Bild  der  Gera- 
den Aß  eiue  ebenfalld  vertikale  Gerade« 

Ware  ferner  z.  B.  der  Abstand  der  Geraden  /f/>  von  dem 
Perspct  Ii V  biUle  u'O^  bekannt,  so  ist  klar,  dass  ancli  die  (»rüsse 
AB  lii'kaimt  uärc.  Kennt  man  unii^ekchrt  die  Cirusso  Aß,  so 
i^t  QU  leicht,  aus  ihrem  Perspectivbildo  a'lt'  den  Abstand  zu  fiuden. 

Es  sei  OX  das  Perpendikel»  das  toii  O  auf  AB  geßllt  Isl;  ' 
^  der  Pookt,  io  dem  dasselbe  dio  Gerade       schneidet»  dann 
ist  klar,  dass  man 

bat  Kennt  man  daher  Xx\  den  Abstand  der  Geraden  AB  von 
ihrem  Perspectivbilde,  und  Oa:*,  den  Absland  des  Auges,  so  ist 
es  leicht,  wenn  man  die  Lange  a*b'  auf  der  Zeichnung  niisst, 
die  (Jrr,5sc  von  AB  zu  hestimnien.  Kennt  man  Uiu^jckehrt  AB,  u'0\ 
Ox',  so  bndet  man  daraus  Äx\ 

• 

Man  icbliesst  also  im  Allgemeinen»  dass  man»  irenn  der  Ab« 
staod  eines  Gegenstandes  von  einem  Perspectivbilde  bekannt  ist» 
dimos  dessen  Grosse  ableiten  kann»  und  umgekehrt,  wenn  die  GrOsse 
sines  Gegenstandes  gegeben  ist,  man  auf  den  Abstand  sehliessen 
kina.  Da  es  non  viele  Gegenstände  gibt»  deren  Grosse  man  als 
bekannt  annehmen  darr»  x.  B.  die  Blenschen  von  minierer  Stafnr» 
die  f>eii^hnlicben  Penster  nud  Aebniicbes»  so  sorgen  die  KQnstler 
dsTUr»  in  ihre  Ansichten  dergleichen  verschiedene  Gegenstünde 
biueinsubringen»  damit  diese  den  Beschaoer  unterstfitxen ,  nicht 
BW  eine  Idee  der  Wirkung  hervorsubringen,  die  er  durch  die 
Aegen  empfindet,  wenn  er  den  Gegenstand  ihres  Bildes  selbst  hc- 
Inehtct,  sondern  aorh  eine  Idee  der  Grosse  und  des  relativen 
Abftandes  der  dargestellten  Objecte. 

f.  3S.  Psrsllelperspeetive. 

Wächst  der  Abstand  des  Auges  von  der  Bildebene,  so  bilden 
He  verschiedenen  Gesicbtslioieo,  weiche  in  ihm  von  den  verschie- 
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dflnen  Panktaa  doi  KOrpeni  wtM  smaBaMlaiifM,  unter  ainander 
immer  kbinere  nad  kleiaera  Vinkel  aa  daan^  waoa  daa  Aaga  in 
onaadlicbar  Batfaraang  Tau  dar  Bildabeoa  wira»  alle  Gaaiclifa* 
llnlanimtaraieliparaiJalaeln  wttrdan«  Parallalperapactiva  b^aaC 
diaParaptctiTa  elaaa  KSrpera»  in  walchar  die  LiebtatralilanB  watalui 
▼am  KOrpar  anagaiiaBd  die  Blldabaae  traiaB*  vntar  aicb  parallel 
aiad.  Es  iat  taiebl  van  Tom  baraia  an  aricaaneo,  ob  eia  Parapcc* 
fifbüd  mittdat  der  PimaUelperspaetive  geMlcbnet  iaf «  oder  aicbt, 
■ad  Mir  aa  folgaadam  KrilariBm:  Die  Bilder  attar  Lialaa»  wakba 
ba  KSrpar  parallel  alad»  wardaa«  weaa  die  PeiapactfYa  Paralfol* 
Perspective  iat,  ebeafalla  durcb  paralfela  Gerade  geliÜdet;  die 
rader  pamK^er  Linien  alad  dagegen  bei  der  gewSfcnllcbea  Per- 
apecllve  ana  Geraden  gebildet,  die  immer  mehr  and  OMhr  een* 
verglrea* 

Bs  seien  AB^  CD  (Fig.  20.)  awei  patatt^la  Gaiada  n»d  O 
die  Lage  dea  Auges.  Bisa  aobme  aa»  dieae  Geradea  mkitM^ti 
die  Bitdebeae  la  A  aad  C,  dann  geirilren  dieaa  Paakta  afcabar 
den  Perspecti?bildera  der  Geraden  AB  and  CB  aaf  der  Bildebene 
an.  F&brt  wmm  fert  daa  Bild  der  Geradan  AB  aa  xdebaen^  ao 
zielit  man  doreb  einen  Punkt  M  deiaelbea  eiae  Gerade  Oüf.  die 
die  Bildebene  im  Punkte  wf  aebaeldet,  der  folglich  das  Bild 
▼on  üf  ist.  Wenn  der  Punkt  M  sieb  entfernt,  so  rSckt  die 
Gerade  OM  nach  und  nach  immer  hCher,  bis,  wenn  dar  Punkt 
IH  unendlich  weit  entfernt  ist,  die  Gerade  OM  parallsl  sn  AB 
wird.  Denken  wir  uns,  X  sei  der  Punkt,  in  dem  die  Parallele  zu 
AB,  die  durch  O  gebt,  die  Bildebene  schneidet,  so  ist  klar,  dass 
(las  Bild  der  Geraden  AB,  die  vom  Punkte  A  ausgeht  und  nach 
H  hin  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  nichts  Anderes  ist,  als  die 
Gerade  ^A'.  Construlrt  man  jetzt  das  Bild  einer  zweiten  zu  AS 
parallelen  ücraüen  CD,  so  ist  klar,  dass  dasselbe  durch  C  geht, 
und  (kircli  denselben  l*nnkt  X,  in  welchem  OA',  die  Parallele  zu 
AB  und  CD,  die  Bildebene  echueidet.  Die  beiden  Bilder  der 
zwei  parallelen  Geraden  AB  und  CD  sind  also  nichts  Anderes, 
als  die  beiden  Geraden  AX^  CX ,  die  «icli  in  A'  schneiden; 
und  man  sieht  also,  dass  die  Bilder  aller  zu  AB  und  CD  pa> 
ralieien  Geraden  säramtlich  nach  dem  Punkte  X  convergireo. 

Es  gibt  nur  einen  Fall,  in  dem  die  gewöhnliche  Perspective 
paralleler  Geraden  von  parallelen  Geraden  gebildet  wird,  der  nätn- 
lich,  wenn  die  Geraden  AB,  CD  parallel  zur  Ebene  sind. 
In  diesem  Kalla  würde  nämlich  auch  der  Ebene  ilfiV  parallel  sein, 
und  diese  daher  in  einer  anendlichen  Entfernung  scbndden;  da 
alae  dar  Ceavergenspunkt  dar  Bilder  dieser  Geraden  in  anand« 
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ticiier  Entfernung  Hegen  würde,  siebt  maD,  Uass  alle  diese 
ütid«r  parallel  «ind. 

NebniAB  wir  dagegen  an»  man  fertige  eine  Paral[elpen|iectiTe 
der  Mden  parallelen  Geraden  AB  nnd  CD  (Fig.  90.)  an«  und  es 
•ei  AO  die  Richtung  einer  der  Geeicbtallnien*  Um  das  Per- 
speeliYbild  von  M*  an  finden«  siehe  man  M*(y  parallel  an  AO»  dann 
liefert  der  Punkt  m\  in  welchem  ven  dieser  Geraden  die  Ebene  MN 
getelinitten  wird*  die  Gerade  ilm^daaPerepeetivbild  der  Geraden  AB* 
Ueabtman  eich  dorch  AB  eine  an  ilO  parallele  £hene  gelegt,  so  Ist 
klar«  dais  dieselbe  die  Bildebene  genau  In  der  Geraden  Amf,  die 
wir  eben  gefunden«  schneidet.  Um  nnn  das  Bild  von  CD  an  in« 
den  genügt  es,  durch  CD  eine  Ebene  zu  legen,  die  ebenfalls  pa- 
rallel zu  AO  ist,  und  also  auch  {taralU  I  zu  der,  welche  man  vorhin 
durch  AB  lugte.  Diese  Ebene  fecliacidet  die  Ebene  MN  in  ei- 
lier  Geraden  Cm",  weiche  parallel  su  Am*  and  gleichzeitig  das  Bild 
TOD  CD  ist« 

Eben  ao  lelebt  kann  man  setgen,  dass  die  Pmllei-Pempectlv* 
Bilder  aweler  paralleler  Geraden  von  gleicher  LSnge  auch  unter 
«ich  gleiche  Liegen  haben,  was  bei  der  gewShnlieben  Perapectife 
nicht  der  Fall  ist 


Viertes  CapUeU 
Axonomelrisches  Zeiehness, 

H*  93.  Princip  des  axoaometrischcn  Zeichncai. 

In  dem,  waa  wir  gber  die  Parallel-PerspectiTe  gesagt  haben, 
setitett  wir  Toravs»  dass  die  Richtung  der  Strahlen  in  Beang  auf 

die  Bildebene  beliebig  «ei.   Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Strahlen, 

freJche  Fom  Körper  au«f»ehend  die  Zeichnenebene  treffen,  alle  auf 

dieser  Ebene  senkrecht  sind,  so  ist  das  Perspectivbild  nichts 
Aoderes,  als  eine  I^rojection  des  Körpers  auf  die  Bildebene, 
und  da  die  Bildebene  last  immer  vertikal  angenunuiien  wird, 
*o  wird  das  Perspectiv  Ijild  sich  auf  eine  Vertikal-Projectiorj  des 
K  rpers  reduciren.  Nehmen  wir  dagegen  an,  man  mache  die 
l^rojertion  eines  Körpers  weder  auf  eine  Horizontal  ebene,  noch 
auf  eine  Vertikalebene,  sondern  auf  eine  mehr  oder  weniger 
geneigte  Ebene,  so  erhalten  wir  die  Projection,  die  man  die  axo- 
Rometrische  Zeichnung  des  Körpers  nennt.  Oder  man  kann 
sagen,  die  axonometrische  Zeichnung  eines  Körpers  Ist  nichts 
Aa4eres,  als  die  Paraliel-Perapeetive  deeeeibea  tUi  senkrechte 
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Strahlen  oof  der  ßildebeiic,  die  man  nicht  vertikal  annimmt.  Da 
ein  Zeichenblatt  ent^f-eder  horizontal  oder  vertikal  gehalten  zu 
«Verden  pllegt,  so  mnii  unter  axononietrischer  Zeichnung  ei- 

nes Krirfiers  auch  beuie  Horizoiiial»  oder  Verlikal-Projection  ver 
«telioti,  die  man  nadiiier  in  der  Art  gedreht  hat,  dasa  sie  nidU 
mehr  in  der  Lage  »ät,  die  sie  von  Natur  bat* 

$.  34.   Alli^enieiiio  Methode  einen  EOrpcr  an  teiehnea 

Man  habe  einen  beliebigen  K«irper,  von  dessen  Punkten  mn 
die  Coordioaten  io  Bczu^  auf  drei  unter  sich  senkrechte  t^henen 
kennt,  und  man  niil  die  ezooometrische  Zeichnung,  das  hris«t. 
die  Prnjecdoa  des  Kurpers  auf  eine  neue«  von  den  drei  Coordt' 
naten  -  Ebenen  verschiedene  Ebene  anfertigen.    Man  beginat  nil 
der  Projection  dtr  drei  Coordinatenazen  auf  diese  Zeichnongt- 
Ebene.  Es  seien  0*X\  OT,  O'Z*  (Flg.  31.)  die  drei  Geraden,  die 
man  so  erliült   Nehmen  irir  ferner  an«  man  bestimme  anf  jeder 
der  Axei|  drei  Punicte  ff,  ff\  U'\  deren  Abstand  vom  Anfange 
der  Coordinalen  genau  gleich  der  Maasseinheit  ist,  und  es  ssiei 
JT»  K\  K"  die  Projecllonen  dieser  drei  Punkte;  hat  man  dann 
einen  beliebigen  Punkt  M  im  Räume,  dessen  drei  den  Azen  OX 
OY 9  OZ  parallele  Coordinaten  s.  B.  «,     l  sind,  so  findet  aas 
die  Prn|eclion  M*  von  M  auf  unserer  Zeichnung  leicht,  Indeoi 
man  0*n'z±lO'£  nimmt,  darauf  «'m'==iO'Ä"  parallel  xo  OT 
zieht,  und  endlich  m'M* z=: \0'K"  parallel  zu  O'Z'  macht. 

Denn  OV  ist  die  Projection  von  On  =4  der  Maasseinhett;  die 
Projection  von  nrn  muss  parallel  der  Projection  von  OF  also  is 
O'P  sein,  und  ivenn  mns^\OH\  so  muss  mV  =  tOX' ssla 
(m.  s.  {.32.)f  folglich  ist  ntV  die  Projection  von  mit;  fibnlkh  «ird 
tw'ilf'  parallel  su  O'Z'  und  ^lO'K**  die  Projection  der  dritten 
Coordinato  mM  des  Punktes  M  sein:  M*  ist  also  die  ProjectisR 
des  Punktes  ill. 

In  derselben  Wck«o,  n  io  man  die  Projection  des  Punktes  M 
bestimmt,  dessen  Coordinaten  man  kennt,  kann  man  die  Proje- 
ction jedes  anderen  Punktes  des  Kurpers  bestimmen,  und  Terbii- 
det  man  diese  Projectioncn  durch  z^reckm^i^sige  Linien,  so  ist 
klar,  dass  es  keine  Schn-ierigkeit  hat,  die  Zeichnung  eines  be» 
iieblgen  Körpers  zu  fertigen.  Wir  irolien  bier  aber  bemerkes» 
das  man  auf  der  Zelcbnenebene  notbireodig 

1.  wissen  muss,  die  Projectioneo  der  drei  Coordiaateo- 
Axeu  zu  bestimmen,  und 

2.  auf  den  Projectiooen  dieser  Azen  die  Lftngsn  der 


Digitized  by  Google 


iMbetonä^fc  ääer  die  dar  Axonomeuie. 


273 


Projectionen  der  Masseinheit  aufzutragen,  die  man  sieb 
nach  uud  nach  auf  jeder  Axe  im  Uaume  abgetrageo 
denkt 

f  $9.  Da«  Quadrat  der  Seite  einea  Warfeie  ist  gleich  der  Snome 

» 

der  Qaadrate  der  Projectionen  der  drei  Seiten  dee  Würfele 

ttof  eine  beliebige  Gerade. 

Bevor  trir  zur  UnferKuchan«;  der  Relarioncn  achreiten,  tvelche 
die  Lage  der  Projpt  flonen  der  Axen  mit  der  Länge  der  Pm jcctio- 
Dcn  der  Maass^inlieit  auf  jeder  dersciiicn  verliinden,  wollen  tvir 
rdgendeo  Lehrsatz  vorausschicken:  llas  Quadrat  der  Seite 
einea  WOrfels  ist  gleich  der  8umn)e  der  Quadrate  de? 
Projectionen  der  drei  Seiten  des  VVärfele  auf  eine  be> 
iiebige  Gerade. 

Ea  seien  0/y,  O//',  OW  (Fiir.  32.)  drei  Scltm  eines  Wür- 
fels, die  in  einem  Scheitel  dcs^elljeii  zusanmtenl reffen,  und  man 
^tiehe  (lurclj  denselben  Scheitel  eine  hclielnc^e  Gerade  OC,  falle 
\om  P»i!»ktc  yy  die  Gerade  HL  senkreclit  auf  OlT,  falle  in  oho- 
lieber  Weise  von  //'  und  H'*  die  Geraden  IIL\  U'L'  ebenfalls 
senkrecht  nnf  0£,  dann  sind  OL,  OL\  OL"  die  Projecüonen' 
TOD  Oi/.  Oii*  Qit*  auf  die  Gerade  OjC,  und  es  soll  also 

ade. 

Nimmt  man  nämlich  auf  Ot  (Fig.  32.)  einen  Punkt  Q  su  an, 
dass  0Q=OH  ist,  fallt  von  diesem  l>unkte  QU',  QI7" 

isenkrecht  aiff  OH,  0H\  OU",  so  ist  das  Dreieck  0(^it  dem 
Dreiecke  OHL*  congruent,  weil  =  OH\  der  Winkel  tOH' 
beiden  Dreiecken  gcmeinsch'afliich,  und  die  W^iukel  Q/i^O«  U'L'O 
rechte  Winkel  sind.  Es  ist  also  OR'  =  OL*,  und  man  sieht  in 
lleiciier  Weise»  dass  ORss  OL,  OR'*^  OL*'  ist 

Man  coDstmire  jetzt  ans  OR,  OR',  OW  das  rcchtirinlielige 
Parallelepipeil  ORS^R^QSR'S',  so  ist  QO  dessen  Diagonale  doreh 
0,  und  es  ist  folglich 

4  aber 

OR:s:OL,   OR^OV,   Oßf'zsOi/';  OQ^OB 
i<  10  iiat  man  aoeb; 

ÖZ?+  5I^+  ÖlF'rs  ÖS*, 
*M  man  betreleeB  eellle. 
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Hat  MO  «0  cite  Wahrheit  der  BaliaoptuDg  de«  Lelirealiee 
Mr  deo  Fall  bewieeen»  daae  die  Gerade  Qf»  aof  die  naa  Ae 
Geraden  OB,  OB'^  OB**  projicirt,  darch  den  Seheitel  O  dea 
Würfeia  geht,  eo  lat  ale  auch  für  jede  andere  Gerade  hewieeea. 
Denn  ftllt  man  von  B^  B*,  B*  nnd  O  auf  eine  andere  an  OS 

« 

parallele  Gerade  Senkreehte»  ao  «ind  die  Längen,  die  awia^en 
der  Projeetlon  de«  Punkte«  O  anf  diene  Gerade  nnd  den  Pro* 
jeetioaen  der  Punkte  J?,  Bf  B"  anf  dleselhe  Gerade  liegen,  gleich 
'  OU  OV^        nnd  der  Lehraata  h6rt  alae  nicht  an(  richtig  za  atfa. 

§.  86.  Belatiosen  iwitcboa  den  Lingen  der  Frtjeetieaea  der 
L&ngeaelnbeit  aaf  jede  der  drei  Axen  und  der  Lege  der  Pre- 

jeetienen  dteier  Axea. 

Es  seien  OX^  OY,  OZ  (Fls^.  33.)  die  drei  Axen  \m  Räume 
und  OÄ\  OY',  OZ'  ihre  Projectionen  auf  die  l^iUlehene,  flie 
wir  darch  den  Coordinatenanfang  O  gehend  anneiimeii.  Ftrjier 
nelen  II',  h"  drei  «oiclie  Punkte  auf  tu  Axen,  dass  OH^OW 
=  OH"=.l  ist,  und  JT,  JT,  K"  stien  die  Projectionen  dieser  Punkte. 
Wir  wollen  annehmen,  «lie  \  erliiiltriisse  Fon  OJT,  OK*,  OK**  seieo 
ISegeben«  ao  daas  man  «•  ti.  wioae»  ea  verlialte  aicb 

(A)  OK:OK'iOK"  —  m:u:p, 

nnter  m,  n»  p  drei  hellebige  bekannte  Zahlen  veratanden.  Mea 
will  jetit  wtoaen*  welchea  die  respective  Lage  van  OX*,  OP, 
OiS'  lat. 

Es  sei  OS  senkrecht  auf  der  Bildebene.  Projicirt  man  a.  B. 
OH*  auf  diese  Gerade,  so  ist  offenbar  OL'  =  ü'ir,  so  dasa  awa 
schliessen  darf,  es  seien  HK,  H'K',  H"K**  gleich  dea  Projectienea 
von  OH,  OH',  OH'  auf  die  Gerade  0£.  Aus  dem  Torhergehea* 
den  Satze  folgt  nnn,  dass  die  Summe  der  Quadrate  dieaer  daa 
Projectionen  gleichen  Linien  gleich  dem  Quadrate  der  Seite  r?es 
Würfels  ist,  der  aich  ana  OB^  OB*»  OB'  eonatniiren  liaet.  Folg' 
lieh  lat: 

tii^  ^  iFä*^  i- BUr*  =  OB*  »  L 

Nna  lat  aber 

Äi*  «  OB  •  -  fflr • « 1 — öi*, 
SS  oj^^^—cwr««!— Qjr^; 
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«Ad  eadUcb: 

Öl*  +  ar*+  ÖF'  =  2. 

Kcbrt         jdii  za  der  Preyitioii  (A)  nrikk,  so  erkftit  mM. 
jed«9  GIM  mH«  QMdnt  «hebt. 


Öi*:  CMC'* :  ÖF'*  =  mßit^if^, 
folgendes  berleitet: 

mmI  liiem«  iiidvt  maoi 

Heacbtd  man  uoch,  da^j« 

^    -       i/x  «  ^  1  -    %  irr'  s=  V^f- 

jjit»  80  erbSlt  man  endlich: 


Nehmen  wir  jelit  an,  die  Ebene  XOY  aehneide  die  Bild- 
ebene in  der  Geraden  AÜB  (Fiej.  JM).  dann  ist  diese  Gerade 
•»brecht  auf  der  Axc  OZ  und  folgiich  auch  auf  der  Projection 
02'  diMer  Axe.    Bdai»  leg«  doo  dorcb  ÜK  eine  auf  aeok- 
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rechte  Ebene,  ^reiche  bestimmt  wird,  wenn  man  von  dm  Pom* 
punkte  K  des  Perpendikels  HK  auf  der  Bildebene  auf  die  Gerede 
AB  ein  Perpendikel  KJ  fatlt  und  dann  HJ  Kiebt,  wo  dann  nach 
bekennten  Sntzen  der  Stcrcnnieirie  auch  HJ  auf  AB  senkrecht 
sein  wird;  JiJ  und  KJ  sind  die  Durchecbiiitle  dieser  Ebene  mit 
XOY  und  der  Bildebene;  und  AV  ist  nnseerdem  pereilel  tvi  ()Z\ 
die  j:i  ebenfalls  Aß  senkrecht  i^t,  rolglich  senkrecht  aurZ/'X"'; 
^ir  ist  senkrecht  auf  OA";  HJ  ferner  senkrecht  auf  OW,  well 
in  der  Ebene  XOY  lieot,  auf  welcher  OZ  eenkrecht  steht« 
Die  Dreiecke  HJK,  OIJ"K"  haben  aUo  gegenseitig  auf  eioendar 
•enkrecbte  ^eiteo  und  eind  daber  einander  fibnlicii« 

Zieht  man  nan  doreh  B*  und  die  Geraden  B'J'  vnd  M^J' 
beide  sentireeht  auf  AB^  so  erbfilt  man  ein  Dreieck  Jf'jT/'»  das 
dem  Dreieck  BJ£  und  alao  aeeh  dem  Dreieek  OJfJ^  fthntieh  last 

Vergleicht  man  die  beiden  Dreiecke  UJK»  OMfS^  mit  eüH 
ander,  so  erh&lt  mas: 

£J:IJ£=^JITiOr, 

mä  mibetitflirt  man  HBr  die  drei  letttea  Glieder  dieser  PreporlkM 
Ihre  Werthe  aus  den  Gleiehengen  (B),  ee  erhSlt  mani 

und  hieraus:  2.  

Ansaerdem  iiat  omos 

und  da  OH"=l  igt,  «o  ist: 

Im  Dreiecke  B*J'£  trürde  man. gleicherweiae  finden: 


 J^Z  

Man  homcrke  ri:n,  dnss  die  Hrriockc  HOJ ,  TT  OJ'  con£^rrjp?il 
aind,  da  sie  bei  ./und  J'  rechtwinklig  sind,  die  Hypotenuse  QU 
=rO//'  und  der  Winkel  HOJ,  das  Cnmplemeot  rnp  fl' OJ*, gleich 
dem  Winkel  Oti'J'  tat  £s  iat  lolgUcb: 
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gid  tiidlieb  scbliwt  man  noch: 


 3 — ^  =  *, 

M  erfcllt  niMi :  _  

Verfolgt  man  bei  der  Vergleichung  der  Dreiecke  IJ'J'K'  und 
OU**K"  eioeu  ubulicben  Weg«  &o  erhält  man: 


Diridtrt  man  dieae  Gleichmig  durch  die  vorbergeheoda»  ao 
iwlet  man; 

OJ 

Die  Relationen,  welche  zwischen  der  Lage  der  frojectioiien  der 
Axen  und  den  Längen  der  Projectionen  der  Längeneinheiten  auf 
jeiiei  Axe  .Statt  finden,  sind  folglich: 

U)  OKt  OK'i  OK"  =  minip. 


•)  Mftn  köaate  den  Gleichungen  (C)  auch  andere  äquivalente  fü.r  die  Be- 
itimmaQ^  der  Lage  der  Azen  substitairen ,  die  einfacher  sind.  Man  findet 
obnüch  leicht : 


OiT  anp  «p  * 

*W  dj«  graphiÄche  Anwendung  dieser  Gleichungen  ist  weniger  bequem  ,  und 
^  Verwirmogen  sa  Tenndden ,  werden  wir  uns  nor  der  OldchoDgen  (C)  bedienen. 

TkiU  um,  la 
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(D)  Ä  =  2 —  » 

KJ 


|.  87.  Zeiohttimg  d«f  Projeetiosea  4er  Azca. 

Alao  tnuss  vor  Allem  die  Verhältnisse  der  ProjectioDeii  gleicher 
Lfingen  auf  den  drei  Axen  kennen,  nnd  weUw  daher,  da.«»,  weno 
OÜC,  OK',  OH"  (Fig.35.)  die  Projectionen  tod  OU,  0H\  Oti", 
die  alle  mit  dev  Einheit  gletcbe  L&oge  haben»  eind»  etwa 

OK  :  OK' :  OK  '  =  m:n:p 

let«  we  m*  n,  p  drei  hefcaonte  Zahlen  beieiebnen. 

Hudelt  es  eleh  oan  um  die  Zetehnnng  der  ProJeetloo«n  der 
Azen  aofdie  Bildebene,  die  wir  jetzt  mit  der  des  Papier  es  tQ« 
sammenraUend  annehmeD,  so  siebe  man  beliebig  OZ'  (Fig.  36.)  und 
nehme  diese  Gerade  als  Projection  der  Aze  OZ  an ;  danik  siehe 
man  durch  O  eine  Gerade  Aß,  die  senkrecht  auf  OZ'  steht, 
nehme  von  O  nach  A  hingehend  eine  beliebige  Lfinge  OP',  er- 
flehte in  P'  ein  Perpendikel  und  nehme  auf  demselben  eise 
solche  LSnge  P'Q*,  dass,  wenn  man 


6  =  1  


•etat. 


ist;  dann  ist  OQT  die  Projection  der  Aze  OY  im  Räume. 
Nimmt  man  ebenso  OP  beliebig,  nnd  maeht 

eo  erhllt  man  OQX'  als  Projeethin  der  driften  Aze. 

Nehmen  wir  an,  da?«  die  Länf^en  der  Projectionen  der  Manss- 
elnheit,  auf  jeder  Aze  im  Räume  genommen,  eich  Terhalten  eeileo 
=  7.'6:6,  so  ist: 
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n  ^8,  II«  =95.        S-ii«  adO; 

Folglicli  wird: 


6 

uad  siomit  mao  also 


=  PO. 1,314. gg=0.263.PO; 


io  iit: 


^  Sd.    Grenzen  zwischen   den   Verh&ltnf ssen  der  FrojectioaoB 
der  Einheit,  genommen  «nf  den  Axen. 

Dto  Zafclao«  wdcbe  dia  VarbältnUwa  der  LSngeo  dar  Pro* 
jectfavaa  dar  Haaaadnhait  anf  den  dral  Azen  aoadrücken,  dia  wir 
dorcb  m,  n,  p  beaeichaet  haben,  sind  im  Allgemeinen  dnrebaaa 
willkfirllch  and  konaeo  daher  ganz  beliebig  sein.   Aber  aus  den 
oben  gegebenen  Gleichlingen  lägst  sich  leicht  übersehen,  dass,  irenn 
8  Icleioer  als  das  Quadrat  einer  der  in  Rede  btehenden  Zahlen  ist, 

pQ  P'Q' 

dia  Varbiltnlsse       and  -p,  ^  inaghiir  worden.  Eamnaadabers.B. 

S>ai>  aeb,  d.  b.  '^^i^i^  >  oder  it«4|^>m^  eben 
so  nnas  m*  +  p*  >  n»,  also  «*  —     <  sein. 

Wenn  es  foigiieh  rooglicb  sein  soll,  drei  Axen  im  RnTime  so 
za  legen,  dass  die  auf  jeder  derselben  aufgetragene  (Vlaa^seinheit 
aof  die  Zeichnenebene  io  der  Art  sich  projicire,  dass  die  Längen 
<!er  drei  Projoetionen  noter  sich  im  VerhSltniss  dreier  beliebiger 
Zablea  stehen,  so  lal  es  nOfbig,  dass  das  Quadrat  jeder  Zahl 
kleiner  als  die  Summe  der  Quadrate  der  beiden  anderen  and  gros- 
ser als  dia  Differeoa  deraalban  beiden  Quadrate  ist 


J.  59.   Relationen  iwischen  der  Lage  der  Projcctionen  der  Azen 
aad  den  Verhältnissen  der  Lftngen  der  Projectionen  gleicher 
aal  jeder  Axs  gemetssnsr  Abttind«. 

Ea  seien  umgekehrt  die  Projectionen  der  Azen  gegeben  and 
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man  soll  dio  Verhaltnisse  der  l.ffnojen  der  Projectiouen  der  Ein- 
heit bestiromen,  die  aof  jeder  deif;oII>en  abgetragen  ist. 

Sind  auf  dem  Zeichnenblatt  OA',  OY\  OZ'  (Fig.  37.  *j)  gege- 
ben,  so  ziehe  man  AB  senkrecht  auf  OZ*  und  dann  PQ  und 
P'Q*  beliebig,  nur  eenicrecbt  aof  AB,  Wir  «ollen  aeiiebiiieo, 
es  gel 

 03'^*''  öiF*** 

so  ist  ebeafalls  gegeben; 

KJ  K'J*  ^ 

Man  beachte  nun,  dass  die  beiden  rechtwinkligen  Ureiecke 
OHJ,  OH'J'  die  Seiten  OH=OH'  und  die  Winkel  UOJ  = 
W^^H'OJ'z^OH'J'  haben,  und  folglich  congruent  sind.  Daher 

VW  V'h 

Ist  UJ.OJ  ^  a*J',OJ*\  aber  man  siebt,  ^ 

nnd  muKiplirirt  man  diese  beiden  Gleicbuogeii,  so  erhält  man 

Dies  vorausgeschickt«  ist  nun  ferner  klar«  dass 

ist.  Was  OfC"  betrifft,  so  beachte  man,  dass  die  Projeclinnen 
von  OH  und  OH'  auf  die  Gerade  Aß  OJ  ood  OJ'  sind.  Die 
Projection  von  OH"  auf  AB  reductrt  sieh  auf  einen  Punkt,  nnd 
man  bat  folglich  gemiss  des  Saties  too  den  Projedkmen  der 
Selten  eines  WArfels; 

Soll  mnn  die  drei  Längen  OH,  OH,  OH"  auf  OZ'  projicireD, 
so  ist  Oh'  die  Projetliori  von  OH".  Vm  OH  zu  |in»jfciren. 
denke  man  sich  durch  H  eino  Ebene,  die  auf  OZ'  senkrecht  ist 
und  die  Vcrlänuerung  von  OZ'  in  U  trifft,  gelegt,  so  ist  OV  die 
Projection  von  O//.  Nun  niuss  die  zu  OZ'  senkrechte  Ebene,  die 
wir  uns  dachten,  durch  die  Gerade  JJ h  i;ehen,  welche  senkrecht 
auf  OZ*  ht,  und  die  Ebene  der  Zeichnung  in  einer  Geraden  VK 
schneiden,  die  senkrecht  zu  OZ'  ist,  folglich  ist  OU  =  KJ. 
ist  also  fij  die  LSni^eder  Projection  von  OH  auf  OZ',  ebenso  £'J' 
die  Länge  ^^t  i^rojection  von  OH'  auf  OZ',  fotglichs 

und  daher  nach  Obigemi 


*)  2a  trergWcbitt  nit  Kg.  »4.  6. 
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iu^tundere  iäer  äte  der  A^^mmHrtt, 

oder  aucb: 
MRlidi: 

=  2^  ^  ß*:  07'+         ÖJ*+        -  Ä'>*. 

Ilh  idjrt  man  Dun  durch  OJ.KJ=^OJ\  K'J*  (s.  oben),  so  enUtebt: 

-  -    ^2    ^2   0J,i^r7  oj\k'j'  oj  (Kf   KJ  KfJ' 

1*4  dftWr  endlich  $ 

(G)...  OKi  OK*i  Olf*  s  y  ^  i  a :        i  6         -  a  f  5-6. 

■ 

Da  ■»»  Iii  j«d«ni  Falle  die  Werthe  tod  e  vad  ^  kenet»  ao 
ist  em  leidit,  Ueraacb  das  Verliiltaiaa  der  Projectionen  der  drei 
];leidben  auf  den  Azea  genonfttenen  LSagen  au  finden  *). 


•)  Ifta  kaaa  4i«  Belfttionen  (0)  iwcb  wm  den  Oieicbaogeo  (C)  oniwickftlo. 
^  _  "««        — o      ^  -      _  n*  -f  p*  —  m« 


1 


2;)'  a   Sp* 

2»'  2d* 

*  +  6 

äm  mmm  Qhmkvngm  folg»  «rtüir: 
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40.    Isom0triseh«t  Zoielman. 

Will  man,  dass  alle  drei  ProjectiODen  der  MaasseinbeKen.  tvf 
jeder  der  drei  Axen  gerechnet,  eioander  gleich  sein  solloi,  lo 
haiieo  wir  m:» =  1 : 1 : 1.  Man  siebt  also  aus  den  GleidiigM 

(C)  ond  (F)  =  y3  und  ähnlich  ^  =:        d.b,  die  pro 

jicirte  Axe  OZ'  ist  gegen  OX'  nod  OF'  gleich  geneigt.  Aeb»- 
licb  ist  kein  flrund  vorbanden,  oacb  den  nicht  aucb  OX'  gega 
OZ*  und  OV  gleich  geneigt  sei,  und  man  scbliesst  also  bienu», 
daas  OX',  O  Y',  OZ'  unter  aicb  gleiche  Winkel  von  Wm» 
(Fig.  38.).  Eine  ZeicbnuDg,  die  mit  ao  gdegenen  Azen  gendrt 
ist»  beisst  isometrisch.  Die  LSngea,  die  map  in  derZcicft- 
nnng  zur  Darstellung  der  Coordinaten  nehmen  muaa»  bleibet  ifr 
verfindert,  tvelcbea  auch  die  Aze,  der  nie  parallel  tbd,  aeu 
nnd  die  Projectlonen  der  Axen  bilden  nnter  «ich  Winkd  yob  liO*. 

(.  41.    Honodimetritehet  Zeichnen. 
Wir  %voJien  jetzt  annehmen,  dass  zwei  der  drei  ProjectioDeß 
der  Einheit,  auf  jeder  Axe  gezählt,  einander  gleich  sein  «oüw, 
and  dass  die  Lange  der  dritten  Projection  von  ihnen  verscbiedeo 
PQ  ^p!^,"*^"     ^'  (Pifr39.),  aogiebtdieGieicb8og{F): 

Up—(JiJ^'  sagen,  die  Projection  der  Axe  02  i«t 

gegen  OY'  und  OV  gUich  geneigt.  Folglicii  aind  die  Pwji- 
cfioiu  .i  der  Axen,  auf  welchen  gleiche  Lfingen  aufgetragen  aocb 
gleiche  Projectionen  geben,  gleich  gegen  die  Projeetionen  der 
dritten  Axe  geneigt.  Indem  man  das.  waa  im  j.38.  gmig^ 
nuf  dic  ^P,,  speciellen  Fall  anwendet,  in  dem  a.  ö.  msufeiowg' 
so  lindet  man  p^O,  p  <mV2. 

Eine  Zeichnung  einen  KOrpers,  die  mittelat  ae  gelegeier 
Axen  gefertigt  wird,  hetaat  monodimetriach:  die  PfojeclioMi 
gleicher  Längen  zu  awelen  der  Axen  parallel  genommen,  wentai 
gleich,  die  Projection  der  dritten  Axe  lat  gegen  die  Projecfiomii 
dieaer  beiden  gleich  geneigt,  nnd  daa  VerhSItniss  zwischen  ^ 
LSnge  der  Projection  der  Liingeneinheit  auf  der  dritten  Axe  ood 

bieniii; 

m« :  II« !     =  6  +  o«6 ;  a -I- &*a :  ( 1  ^  oA)  (6 -f  a) , 

und  dividlrt  man  durch  ab,  so  ist: 
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der  Lioge  der  PrAjection  derselben  Einheit  anf  einer  der  anderen 
beiden  Azen  genommen,  bann  niemala  grOsaer  ala  V2  aeln. 


f.  49.  Aniaometrilchet  Zeichnen. 

^laii  nennt  endlich  die  Zeichnung  der  Körper  ani  so  me- 
trisch, wenn  die  Axcn  in  Bezug  auf  die  Zeichnenehene  in  der  Art 
gelegen  sind»  dat^  die  Projectionen  der  Längeneinheit  ,  auf  jeder 
«ferselben  genommen,  snmmtlicb  unter  einander  ungleich  »erden, 
lo  dieaem  Falle  sind  die  Zahlen  m,  p  a&mrotlich  Terschieden, 
ond  die  von  den  drei  Projectionen  der  Aien  gebildeten  Winkel 
sind  alle  unter  einander  ungleich  *). 

§.  43.   Paitendtte  Aatwahl  der  Projectionen  der  Axen. 

Indem  wir  ao  die  Art,  die  Projectionen  der  Axen  nach 
Woneeb  zu  zeichnen,  kennen,  Ist  es  demjenigen,  der  sich  ein 
wenig  an  diese  Zeichnungsart  gewSbnl  hat,  nicht  aehwer,  in  je- 
den Specialfalle  die  Lage  zu  finden,  in  welche  man  die  Proje- 
diaiieebene  in  Bezug  auf  den  Körper  legen  muaa,  damit  die  Wir> 
klag  der  Zeichnung  eine  wohlthuende  werde. 

Die  isometrische  Zeichnung  eines  Würfels  z.  B.  (Fig.  40.) 
würde  kt  uic  i;ute  Wirknni;  hcrvorliringen,  da  die  Projectionen  zv^'eier 
ueaenüheriicgeutler  Scheitel  io  einen  einzigen  Punkt  zu^amiueD- 
ial\eii  fvürden. 

Die  nionodimetrische  Zeichnung  einen  Würfels,  wenn  a.  B. 
«ia:ps53:l:3  (Fig.  40.)  wäre,  ist  von  guter  Wirkung. 

Die  isometrische  Zeichnung  einer  Maschine,  z.  B.  eines  Ra- 
des an  der  Welle  (Fig.  41.),  l%ann  von  guter  Wirkung  sein. 

in  der  iaoroetrischen  Zeichnung  erscheinen  die  Breiten  faat 
innflr  in  Benag  anf  die  Höbe  und  die  LSnge  den  Körpern  etwaa 
v«rgrufiaert. 

Die  monodimetrische  Zcichnunf»  (Fig.  42.)  desselben  Rades 
*u  der  Welle,  worin  m.tr. p  =  2:1  :2  ist,  ist  von  besserer  Wirkung. 

Dan  menedimetriache  Zeichnen  ist  bei  den  meisten  Maschinen 


*)  Ich  wende  die  Kamen  monodinetriiclieB  nnd  aniionietriMsliM  Zeichaan, 
flbrohl  Tittle  andere  Nsmen  lehon  Ton  mehreren  detrtsdieii  Qeometem  ror- 
indilAgeii  siQd,  ans  dem  eimigen  Onnd«  an,  «eU  wir  aie  Weisbaeh,  dam 
«mm  YeriNvIter  des  axononelriidien  Zeidmens,  in  teiner  gaaseD  AUgemeiB' 
bik  imonnntn«  ▼erdaaken. 
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Tott  guter  WirkDog;  da  aber  die  PnjectiüD  der  eioeii  Axe« 
I.B.  OYt  die  Projeetlon  der  beiden  aederee  Azen  balbirt»  «q 
werden  die  Linien,  welcbe  in  der  £i>ene  liegen«  die  darcb  OY 
gelegt  den  Winkel  der  lieiden  anderen  Axen  balbirt«  alle  in  der- 
eeiben  Geraden  projieirt  Man  bediene  sieb  a.  ß.  der  monedloie- 
ttlacben  ProJeetloB  nissi;ps:3tl:3  den  Rbombeodedelcaedets 
(Flg.  43.),  Sie  ist  von  der  alleracbleebtesten  Wirknng,  well  swSlf 
Seitenkanten  eicb  in  vier  nnd  vier  in  einer  Geraden  projiciren. 

Die  ,1  nlsometrischc  Projection  ilcsscl lien  I»  hnmlifMidndekaeders 

]ii:n:p=iO;5:9  (Fig.  43.)  dagegen  ist  von  die»eni  üebelsUode  frei. 

Allgemeine  Regeln  fiber  die  passendete  Answabl  der  Ptojeetto* 
nen  der  Azen  lassen  sich  gar  nicht  alifotellen;  aber  ein  wenig 
Uebung  in  SpeclalxeiebnaDgen,  die  man  macht»  selgt  bald  die 
passendsten  Legen. 

§.  44.   Methode,  die  Durchicbnitte  zu  zeichneiL 

Wenn  die  darzostelleaden  Gegenstiade  in  ihrem  Innern  Tbeife 
enthalten,  deren  Anordnung  an  kennen  von  Nnlsen  ist,  so  Inns 
man  diese  Theile  entweder  mit  gestridielten  Linien  darstellwtt, 
oder  indem  man  den  KGrper  doreb  eine  gewisse  Ebene' schnei* 
de^  die  das  Innere  offen  legt. 

Bei  axonomctrischcn  Zeichmiiigen  stellt  ina»  die  durch.«;!  hniKe- 
nen  (iCLioristärKle  5ohr  bequem  auf  die  Art  dar,  dass  man  d'H? 
heitleii  Thcllc  des  pescimiltcnen  (icgenstandes  mit  denselben 
Axei),  die  aber  auf  verscbledene  Weise  üegeo,  dareteilt 

Es  seien  0X\  OY\  OZ*  (Fig.  44.)  die  Projeetionen  der  Azen, 
mit  welchen  man  den  ersten  Theil  des  Gegenstandes  darstellt« 
Dann  ist  klar,  dass  man,  oboe  die  Verhiltoisse  der  Prerfectionen 
der  anf  den  Azen  genommenen  LSngeneinheiten  zn  verSndeni, 
annehmen  kann,  ^e  Axen  wiren  In  der  Art  gezeicbnet,  dass  die 
Projectionen  der  Axen  OJf',,  OY\,  OZ^'  würden,  wobei  ^4 OÄ' 

Stellte  man  z.  B.  mit  diesen  Axenprojectionen  die  beiden 
iJäincu  eines  rechtwinkligen  hohlen  Parallelepiped«  dar  (Fig. 45)» 
so  erhielte  man  eine  Zeichnung,  die  eine  klare  Idee  der  Anord* 
Dong  desselben  nnd  der  Dicke  seiner  W&nde  gftbe. 

In  dem  gew  ililteti  Beispiele  bleibt  die  Projccüon  02  un- 
verändert. Mau  könnte  auch  andere  analoge  Lagen  der  A!?en 
annehnjen,  bei  welchen  ent%veder  die  l^ge  von  OV'  oder  von 
OK'  sich  nicht  änderte. 
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|.  45.   Praktische  Bemerkung*,  u  über  die  Ausführaog  dor 

ZcichnuDgen. 

Nacb  denn,  was  io  $.33.  gesagt  Ist,  bat  ea  keine  Schwierig, 
kflit,  doeii  beliebigen  Korper  darznatetlen,  von  deaaen  Pnnliten 
am  die  Coordioaten  kennt,  oder  von  dem  man  eine  Zeichnung 
naeb  der  Methode  der  cotirten  Ebenen  oder  der  deseriptiven 
Geometrie  besttxt.  Die  veracbiedenen  Kanten  oder  Umriaae  dea  Kür- 
pers  bezeichnet  man  in  der  Zeichnung  durch  anagezogene  Linien, 
^renn  die  Perpendikel  anf  die  Zeichenebeoe ,  welche  durch  aie 
hindurch  gehen,  keinen  Theii  dea  Kurpera,  der  weiter  von  der 
Zeichnenebene  entfernt  ist,  treffen.  Solche  Kanten  oder  Umriaae 
dagegen,  die  von  Theilen  des  dargestellten  Gegenstandes  verdeckt 
sind,  welche  neiter  von  der  Hildebene  entfernt  sind,  und  die  aich 
den  zum  Zeichnenblatte  senkrechten  Geraden,  die  durch  jene  Kan-  ♦ 
ten  geben,  nähern,  zeichnet  man  entweder  gar  nicht,  oder  deutet 
«ie  durch  gestrichelte  Linien  au. 

Die  runden  Körper  sind  immer  schwer  zu  zeichnen.  Der 
Umrlss  des  Kurpers,  den  man  stets  zeichnet,  ist  die  Frojection 
derjenigen  Linie,  in  welcher  eine  auf  der  Zeichoenehene  Senk» 
rechte  den  Kurper  berühren  würde,  wenn  sie  weder  aich  von 
ihm  entfernen,  noch  in  ihn  eindringen  würde,  im  ganzen  Ver« 
Unfe  der  Bewegung*  Die  Projection  desKurpera  iat  immer  inner- 
baU»  dieaea  CJmriaaea  enthalten.  Ea  ist  schwer,  allgemeine  Regeln 
ülwr  diesen  Gegenstand  aafzuatellen,  aber  da  die  runden  Körper  oft, 
ireaa  sie  von  Ebenen  in  gewisser  Richtung  geschnitten  iverden, 
als  Dorchschnittsfiguren  Kreise  geben,  so  wollen  wir  ein  dahin  ge- 
hurendes  Beispiel  wShlen. 

Vor  Allem  ucjllen  wir  eine  leichte  Methode  entwickeln,  um 
die  Projection  einer  Kreisperipherie  zu  zeichnen.  Man  bestimmt 
die  Projectionen  dreier  Punkte  /f,  B,  C,  von  denen  zwei  auf 
demselben  Durchmesser  lieö:en,  und  der  dritte  aut  dem  zu  dem 
mherijelienden  senkrechten  Durclmiesscr.  A\  B\  C  seien  diese 
Prajectionen  (l'ig.  46.)-  ?Vl  »n  ziehe  A'B',  nehme  O'A'^IA'B' 
Vtt6iy(y=C!0',  zi<  1k  «Inn  rltirch  A\  H\  C\  D'  Parallelen  zu  .i'/^' 
ond  OD*,  so  erhalt  man  ein  Parallelogramm,  in  welchem  die  Pro- 
jection des  Kreise*?  oiTjgeschricben  sein  muss.  Es  ist  leicht  zu 
Mheo,  dass  die  ürrührende  des  Kreises  in  Cparalklzu  AB  ist, 
und  folglich  ist  die  Projection  dieser  Berührenden  in  C*  parallel 

Genügt  dies  noch  nicht,  um  die  Ptojeetion  dea  Kretaea  in 
kwreiebender  Weia«  au  beatininien,  ae  nehme  man  AB^\AO 
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and  ziehe  EF  senkrecht  auf  AE;  nimmt  man  dann  tn  ansercr 
ProjMtioo  des  Kreises  A'E'  gleich  der  Uilfte  von         so  ist 

Mao  erhilt  semit  den  Punkt  F'  dnrcb  eine  leiehte  graphisciM  Con- 
stroetien.  Man  sieht  leicht,  wie  man  nnmitlelbar  dadurch  «Iii 
Punkte  F*,  G\  H\  K'  erbllt  Nimmt  man  Shnlieh  L'  in  der  liitls 
von  O'Jty  an»  wo  dann  L'M'iLU^  QtAiOA  ist,  so  erbftit  man 
die  Punkte  M*,  JS\  P',  (t.  Reichen  diese  acht  Punkte  noch  nicht 
hin,  so  findet  man  mit  Leichtigkeit  soviel  ats  man  will»  ioden 
man  AO  nicht  blos  in  awel,  sondern  in  drei,  vier,  fllnf  Thoile 
thetit.  Senkrechte  aor  AO  durch  die  Tbeilpunkte  legt  und  ia 
derselben  Art  wie  oben  weiter  operirt.  Auf  diese  Weise  er* 
hllt  man  sechsaehn,  ▼iernndsn  ansig,  sw^unddreissig  n.s.w  Punkte 
der  Projection  des  Kreises. 

Es  sei  jetzt  die  azonometrische  Zeichnung  einer  Pltolbe^  eisfs 
Torus  und  einer  Leiste  au  fertigen,  deren  Dimensionen  man 
kennt»  oder  yon  denen  der  Grnndriss  und  der  Aufriss  gegeben 
sind  (Fig.  470«  Die  Zeichnung  der  Plinthe  au  machen,  hat  nicbt 
die  geringste  Schwierigkeit.  Man  denke  sich  nun  die  Oberfliebe 
des  Torus  a.  B.  in  vier  Theile  durch  horizontale,  gleichweit  roa 
einander  abstehende  Ebenen  gelheilt,  die  ihn  in  Kreisperipberieo 
schneiden  werden,  deren  Projeclionen  au  zeichnen  nicbt  schtr}«- 
rig  ist.  Die  Projection  der  Umrisslinie  ist  keine  andere,  als  dfe 
Linie»  welche  die  Projectionen  der  vier  Peripherien  einhQllt,  aad 
ist  leicht  zu  zeichnen. 

Die  Zeichnung  der  Leiste  macht  man  fihnlich»  inden  nian 
den  oberen  und  unteren  Krciäumfang,  mit  dem  sie  endigt,  projicirt, 
und  dann  die  geroeint;chartliche  vertikale  Tangente  der  Projectio* 
nen  der  beiden  Grundflfichen  siebt. 


f.  46.  Maassstab  einer  axonometritcbon  Zeichnung. 

Von  einem  Punkte  iW  im  Haume  habe  mau  die  axonometrische 
Zeichnung  M'  (Fig.  48.)  und  die  seiner  Projection  aui  die  Ebene 
XOy,  z.  B.  n'.  Zieht  man  dann  n'p'  parallel  zu  OF',  so  sind 
Qp*$  p'n\  n'M'  die  Projectionen  der  drei  Coordioaten. 

Man  kSnnte  nun  }.  36.  anwenden^  am  die  absolute  Mag* 
dieser  Coordinaten  im  Räume  in  dem  Falle  so  finden,  in  welcbeoi 
man  die  Winkel  kennt,  die  die  PrejeetieiieB  dar  Axsb  imter  einan- 
der bilden,  oder  die  VerhSltnlene  der  Llngen  der  ProJeeHonen 
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dreier  gMefaer  Abstliiile,  auf  Jeder  der  drei  Axeo  geDomnen*). 
In  gleieber  Weise  eleht  nao«  wie  nwii  aaf  demeeilieD  Wege  snr  Be* 
itinnaog  der  deo  Axen  paralleleD  Dimeaeiooen  dea  KSrperap  von 
dcaaen  Pankten  man  die  axonomet? iaeliea  Projeetionen  i»eaitst«  ge« 
gea  kaan.  Da  al»er  der  Körper«  den  man  pmjicirt  aanimnit»  eat* 
weder  Uelner  oder  grvaaer  ala  der  KSrper  an  aelo  pflegt«  den 
aiaa  in  Wirlcllelii^eit  darstellen  will,  so  wendet  man  ein  ▼iel  ain- 
{acberes  Mittel  an,  um  von  dea  Dimensionen  der  gemachten 
Ztieboong  so  denen  dea  KGrpera  aelbst  zo  gelungen. 

Wir  wollen  annehmen,  das  Verliältnisä  der  Längen  der  Pro- 
jectionen  dreier  gleicher  Abstände  auf  den  Axen  i;cnommen,  sei 
i,B.  —  3:1;3.    Nehmen  wir  nun  an,  die  Lange  der  Einheit,  auf 
dem  Kurper  paraUel  der  Axe  gemessen,  welche  wir  aU  die  Axe 
OA  annehmen,  sei  in  der  Zeichnung  durch  eine  Länge  gleich  Vto 
dieser  Linlieit  dargestellt,  sa  ifit  klar,  dass  die  Einheit  am  Kurper 
parallel  der  Axe  genommen,  die  man  als  Axe  OK  annimmt,  in  der 
Zeichnung  durch  Veo  die6tr  Einheit darerest^  lit  wird,  und  diejenige, 
»reh-he  parallel  der  Axe  OZ  gemessen  ic,l,  durch  V20  ^^^^''t'inheit.  Voll- 
endet niat)  unter  (iifser  Voraussetzung  die  Zeichnung,  so  hat  man 
die  nxnT.oiiietrische  Projection  eines  Körpers,  der  nicht  mit  dem 
wirklichen  Korper  identisch  ist,  den  man  darstellen  soll,  sondern 
eines   ahnürhen   und   ihm    parallelen  Kür[)ers.    Die  Beziehung 
zwischen  den  Dimensionen  des  wirklichen  Körpers  und  denen 
des  Körpers,  dessen  axonometrische  Projection  man  zeichnet,  und 
zwischen  den  Dimensionen  d5*»se8  zweiten  nnd  spinen  Projectionen 
ifit  etne  solche,  dass  die  der  Axe  OK  parallele  Einheit  des  wirklichen 
Körpers  In  der  Zeichnung  durch  ^/^o  dieser  Einheit  dargestellt  wird, 
dass  die  OY  parallele  Einheit  am  Korper  in  der  Zeicbnortg  durch 
'/oo  dieser  Einheit  gegeben  ist,  und  dass  endlich  eine  LSnge  pa« 
rallel  so  OZ  am  Körper  durch  eine  Länge  dargestellt  wird,  die 
aar  Vjq  ron  der  wirklichen  Ist. 

Sbn  braucht  also  nicht  an  nnteranchen,  welches  daa  Ver- 
hi/(oiss  der  Dimenaionen  dea  KOrpera,  deaaen  axonometrische 


Ans  den  Oleidiongen  (B)  In  §.86*  Itfc  es  nicht  fchwer  sa  entttehneo^  dsia, 
«OB  die  FkojeediMien  dxelw  gleicher  LIngen  paraUel  m  den  Axen  mter  lidi 
in  VerfdUtidM  ssmnsp  aleh«!,  vnd  wenn  Opt  pn^  nM  iß»  Llngea  der  diei 
CdordäMtsn  eind,  deren  Projeetionen  C^',  pV,  n'M'  sind,  naii 

(^^Op',^,  />«=pV.l^,  nM^n'M^.i^ 
ei  ■  p 

l»»t,  woftn 
hl. 
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Projeetion  man  hat»  und  denen  dea  KOrpera  aetbst  ist,  den  man 
daratellen  will,  aondern  man  giebt  bloss  an,  welches  VerhiU- 
niaa  auf  jeder  Axe  awiacheo  den  auf  dem  daraaateliendeQ  Kvrper 
aelbst  gemeaaenen  Abatllnden  and  den  analogen  AbetSndenanfder 
Zeichnung  beateht  So  wGrde  man  in  dem  gewällten  Betapftle 
aagen,  daaa  die  LSngen  auf  OX'  und  OZ'  gleich  Vto 
auf  OP  gleich  der  gemeasenen  Längen  aiod  auf  den  entapreeben* 
den  Axen  in  dem  dargestellten  Kwrper.  Man  aagt  daher,  die 
Zeichnung  aei  mit  dem  Maaaaatab  Vto  Axen  OX^  und  OZ* 

und  mit  dem  Maaaaatab  V«o  ^  gemacht.  Aach 

pflegt  man  die  mon'odimetriseben  Zeichnungen  mit  zwei ,  die  «di- 
aometriachen  mit  drei  Maaaaat&ben  su  veraehen.  Es  ist  auch 
leicht  su  zeigen,  daaa  man  dieaelben  nicht  nur  zur  diredca 
Meaaung  der  Goordinaten  der  Punkte  anwenden  kann,  deren  P^p- 
jectionen  man  hat,  aondern  auch  zur  Meaaung  aller  ii^end  eieer 
Axe  parallelen  Längen. 

§.  47.    Geometrischer  Werth  einer  axonomctrischen  Zeichnung. 

Die  axonometriache  Projeetion  einen  Punkten  genügt  nicht, 
um  die  Lage  deaaelben  voUatindig  zu  beatimmen.  Es  sei  Jf 
(Fig.  49.)  die  Zeichnung  den  Punktes.  Um  die  Coordtnateo  des 
Punkten  M,  der  nie  entspricht,  zu  erhalten,  ist  ea  nothig,  disi 
man  z.  B.  auch  n'  kennt,  d.  h.  die  Zeichnung  der  Projeetion  det 
Punkten  auf  die  Ebene  ITOF.  Ea  wurde  in  dieaero  Falle  (eicfef 
aein,  n'p'  parallel  zu  OY'  zu  ziehen,  und  die  drei  Goordinateo 
▼on  JU  zu  messen.  Uebrigena  gibt  die  Zeichnung  einer  Mascbine 
im  Allgemeinen '  die  Coordinaten  der  wichtigsten  Punkte  der* 
selben,  mittelst  der  l^ilfskenntnisse,  die  man  von  ihrer  Lage  bat. 
So  geniiat  es  z.  B.  auf  die  Zeichnung  des  Rades  an  <lcr  WeUe 
in  §.  4,i.  nur  einen  Ulick  zu  werfen,  nm  zu  seilen,  dass,  wenn 
mau  die  Axer»  })araUcl  der  Mölie,  der  Lange  und  Breite  aiinimnit, 
man  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte,  der  Zapfen  der  verschie- 
denen iväder,  der  verschiedenen  Punkte  der  iiebei,  der  Zahn- 
räder und  aliiiliiher  haben  wird. 

Die  Geraden,  die  den  Axen  parallel  sind,  werden  direct  mit- 
telst der  Maassstäbe»  die  den  Axen  entsprechen«  gemeaaen«  denea 
aie  parallel  aind. 

Handelt  ea  aich  dagegen  um  eine  der  Axe  nicht  parallele 
Gerade»  z.  B.  derjenigen»  deren  axonometriache  Projeetion  A'Ü' 
(Fig.  49.)  lat»  ao  mnaa  man  ein  reehtwinkeligea  Dreieck  conatrai* 
Ten»  deaaen  Pr^eetlen  A'D'M'  sei.  Die  Liege»  deren  Prejeetiaa 
i^M'  iat»  tat  die  Differenz  zwiaeben  den  In  n'Jlt  und  ^A*  pro- 
jieirten  Coordinaten»  diirfenige  aber»  deren  Projeetion  D'J'  M> 
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i>i  die  Hypotenuse  eh>rn  rechtwinkeligen  Dreiecks»  de^ssen  Ka- 
theten eijenfalls  die  iiitiferenzen  zwischen  den  in  b'c\  n'p'  und 
Oft%  Oc*  projicirten  Geraden  sind.  Da  man  so  die  (jleraden  er- 
halten fiaf,  die  in  A'D'  mu\  D'AP  proji<  iit  sind,  so  construirt 
man  ay;i  ihnen  ein  recht\\  inki  liges  Dreiet  k,  und  erhält  st>  tlie 
Länee  der  in  A'i)!'  prnjirirt«  n  Geraden.  Die  Wlnkrl  misst  man, 
indem  mau  Dreiecke  /citliiu't,  in  denen  &ic  entlmUen  sind,  und 
im  Allgemeinen  macht  man  hei  dem  grösseren  Theile  der  Pro- 
bleme von  Methoden  licljrauch ,  die  heiuahe  niit  denen  identisch 
sind,  die  man  in  der  descriptiven  Üleometrie  io  Anwendung  brio* 
geo  würde« 

%,  48.   Vortheiifl  des  axoBometriaohea  Zeichaeiit, 

Die  axonomctrischen  Zeichnungen  geben  direct  die  Dinien- 
üionen  der  dargestellten  Korper,  die  den  Axen  parallel  sind,  und 
die:«  ist  kein  kleiner  Vortheil^  da  die  Axen,  auf  die  man  einen 
kürper  bezieht,  zum  grussten  Theile  der  Hohe,  Länge  und  |] reite 
parallel  angenommen  »vcrden.  Der  Hanptvortheil  der  axononie« 
frischen  Zeichnungen,  hesonders  wenn  man  dieselben  aufMascbi* 
nei»  und  Gegenstände  antvendet,  deren  Anordnunir  etwas  coni- 
pliclrt  i««t,  ist  der,  bei^m  ersten  Anblick  sofort  eine  srlir  klare 
Vorstfllnng von  derLa^e  und  Torrn  der  verschiedene n  1  in  ilc  der  dar* 
Ee^ttelften  Körper  zu  ijcben.  Daher  versteht  man  I>.  viel  i)esser 
die  a^ouometrijsrlK'  Zeichnung  eines  Theodoliten  oder  irgend  eine» 
ähnlicheii  Instriitaents ,  als  die  beiden  Projectionen,  die  von 
ihm  nach  den  gewöhnlichen  Methoden  der  descriptiven  Geometrie 
gemacht  ütud. 

^"u  legen  zur  nSberen  Erläuterung  die  isometrische  Zeichnung 
•Ines  Planimeters  (Fig.  5ü.)  bei«  das  voo  Herrn  Goldschmid  in 
Zürich  gefertigt  ist,  und  d«»  nccbftttiaclidD  Cabinet  dtB  tech- 
mlnkm  lasttttttes  gehört*). 

Maa  darf  aicht  aagea,  daaa  aa  aiebt  aebr  viel»  Kttrpar  gib«, 
die  wmm  baaaar  aacb  daa  gawObaliebaa  Matbodaa  daiattllt.  abar  la 
Halaa  Fillaa  varalnigeo  die  axoaometriachaa  Zalcbaaagan  dia 
gaaaa  Uaallicbkait  aioaa  ParapeeÜvblldaa  mit  elaam  gutaa  Thaila  dar 
Cigeaaebafta»  der  Prajaettanaa  der  daactiptiTea  Geometrie. 


•)  Die  bcigi.^:' bciK-  Zeichnung  i«t  eine  erst«  Fi  oho,  die  im  Köoigl.  tcch- 
;:;:5':hen  Institute  nach  einer  kur/cn  Aas^inundcrseUUBg  der  Principit'n  dos 
%xoo(i]aetri«€b€U  Zeichnens  j,'cmacht  ist.  Andere  Proben,  die  «nra  Thcil  uoch 
mm\*licirttr  liod,  wurden  ebcnfalU  dort  ausgeführt,  wir  koutitea  si«  jedoch 
•kret  stt  groMen  FornuitM  wegen  liier  nicht  beiAgeo. 


• 


üigitizea  by  <jOü^it: 


SchmiU:  Zwei  BewUe  det  im  ersie» üe/u d$, Budi, (S,i0Z,) 


Zwei  Beweise  dee  im  ersten  Hefte  dieses  BttKhi 

(S.  102.)  auf  andere  Art  bewiesenen  Beltranii' sehen 
Satzes  vom  Dreiecke  und  ein  SaU  vom  Viereck. 

Herrn  Cmrl  Schmiii^ 

Hauptmami  Im  b.  k,  Gatttc-StalM  nadPrafMMr  der  Mheren  MaUmMÜlr 
w  d«r  k.  k.  I3«flb«  Akademie  in  Bmek  bei  Zaal«. 


Mm  Asalytiseher  Beweis  des  BelCrsisl'aebaB  Satsea 

Wenn 

t=a         limiO,  9sO 

die  SaitsQ  Bd  CA,  Aß  eiaas  Draiaelcs  ABC  aasdriekas»  «o  liid 

1)         at--ßn=(i,  ßu-f9=0»  ro->al=0  . 

die  Gleichungen  dreier  in  einem  Ponl^te  Q  «leb  adiaeldedhr 
Eckstrableii  CQ,  4Q,  BQ  des  Dreiecks.  Da  die  zu  ikattt  in 
Bezug  auf  die  Winkelhalbirungslinien  des  Dreiecks  eymmetrifck 
gelegenen  Cckstrablen  dofdl 

«\  l-'-O    --^-Ü  i^---0 

aosgcHrückt  sind,  so  schneiden  sicfi  aucti  diese  in  einem  Punkte 
Q*,  und  da  jedem  Funkte  Q  ein  bestimmter  Punkt  entspricht, 
i$o  liegt  die  i  rage  nahe:  Welches  ist  der  Ort  des  Piiiiktei 
Q',  ivcno  der  Punkt  Q  eine  Gerade  beschreibt? 

Ist  diese  Garada  dafak 

ansgedrOckt,  so  mOssen  die  aus  1)  gezogenen  Coordinaten -1^  M»  * 
des  Punktes  Q  die  Gleichung  der  Geraden  befriedigen. 

Dies  gsseUakt^  sabsid  die  Badlagaag 
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erftlit  irird.  V«rbiadeD  wir  difsa  mit  den  Gleichongeo  2)»  frelelie 
Ponkt  it  antdrfickeii*  ond  eliminirao  dto  vrillkarlieben  Coef- 
fcientra  ao  entsteht  die  Gleicbeog  des  geometrischen 

Ortee  vom  Pnokte  Q*,  nSmlicfa: 

d.  i.  ein  dem  Dreiecke  ABC  umschriebener  Kegel- 
schnitt 

Nimmt  man  als  Ort  des  Penktes  Q  insbesondere  noch  die 
Bii endlich  ferne  Gerede 

teinJ-f  ttsinfi  -|-osiQC=0 

(J,  ß,  C  sind  die  IlVinkel  des  Dreiecks)«  so  gibt  die  vorletste 
CSeldinng: 

8\\yA     Binß     BinC  ^ 

d.  h,  den  dem  Dreiecke  umscbrie  beoen  Kreis. 

(Tgk  Salmon-Fiedleri  „Analyt.  Geometrie  <1er  Kcg«l»chnitto.") 


IJL  Geometrieeher  Beweis  des  Beltrami'seben  Satses. 

Einen  einfachen  geomefrischen  Beweis  des  Satzes:  Wenn 
(Jrei  Eck  strahlen  AQ,  BQ,  €Q  eines  Dreiecks  sich  in 
einem  Punkte  Q  schneiden,  so  schneiden  sich  auch 
iiire  in  Bezog  auf  die  Winkeibalbirungslinien  des 
Dreiecks  symmetrisch  gelegenen  AQ\  BQ%CQf  in  einem 
Punkte  habe  ich  in  meinen  »»Principien  der  neueren 
Geometrie"  (S.  33.)  gegeben,  nnd  wende  mich  desshaib  bloss 
«m  svreiten  Tbeile  des  Satzes. 

Beschreibt  Q  eine  Gerade,  so  sind  AQ  und  BQ  einander 
Mtsprecbende  Strahlen  zweier  coUiuearen  Büschel,  bei  denen  in 
AB  zwei  einander  entsprechende  Strahlen  rereinigt  sind.  Da 
ferner  AQ  und  AQ',  ebenso  BQ  und  BQ\  der  Conatructioo  zu- 
Tolge,  jedesmal  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Büschel  bii- 
^•n,  so  entsprechen  auch  AQ'  und  BQ'  einander  in  collinearer 
^eise;  endlich  bilden  die  Seiten  AC  und  BC  zwei  einander 
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enUrpreeheode  StraMen.  Der  Ort  dea  Ponktea  <{'  tat 
mit  ein  dem  Dreiecke  ^^CamachrtebeoerKegelacheitC 

Sind  AQ  und  ßQ  Parallelstrableo,  so  erxeofren  sie  zwei 
einstimmig;  gleiche  FlÜMchpI:  <Tasselhe  eilt  dann  ofTt  nbar  juich 
für  AQ*  und  ßQ'.  Der  Ort  des  l^uoktcfl  iat  mitbiQ  der  dem 
Dreiecke  umacbriebeoe  Kreia« 


III»   Ein  Sats  wom  VIereek. 

Der  geometriacbe  Ort  des  Dnrchschnittpunktea  Q 
der  Diagonalen  eines  Vierecks  ABCD,  das  einem  ga* 
gebcnen  Vierecke  TUVW  so  eingescbrieben  ist,  daaa 
sieb  die  Gegenaeiten  Aß  und  CD,  ßC  und  DA  des  er* 
'ateren  beziebangsweise  in  festen  Punkten  M  und  Jü 
auf  den  Diagonalen  TF  und  UW  des  letzteren  treffen, 
iat  eine  Gerade,  deren  Scbnittpankte  M*  und  N'  mit 
nnd  Iii  Besag  auf  TV  und  VW  die  harmonlacb  Conja- 
glrten  von  M  and  N  aind. 

üeiveis.  Weua  die  Ecken  des  Vierecks  TUVW  durch 

1  =  0,    «rsO»   essO,  «0sO 

ausgedrückt  werden»  so  sind 

cil4/}it  =  0»  /}it-fyesO,  y9-|>^s=0,  dw-l-atssO 

die  Gleichuripfen  der  vier  Ecken  eines  dem  ersteron  cinj^^J^t  lirie 
Ijeuen  Vierecka  ABCD»  destien  Gegenaeiten  AB  und  Ci>  skb 
im  Punkte 

«# — ya  Ä  0, 

und  dessen  zv\cite  Gegenseiten  ßC  und         sieb  im  Punkte 

scbneiden;  der  erstere  M  von  diesen  beiden  Punlcten  Liegt  in  der 
Diagonale  TV,  der  letztere  N  in  der  Diagonale  VW. 

Der  Dnrcbaebnittapimkt  Q  der  beiden  Diagonalen  AC  aml 
Bi^  wird  olnibar  durch 

ausgedrOekt  Darana  folgt,  daaa  deraelbe  Jedanelt  mit  da»  h^ 
diu  Pnnkten 
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of  -f-     =  0   and  ßu'\r      =  0« 

d.  in  Bezug  auf  TV  und  17 IF,  den  harmoniacb  eonjngirton 
JP  und  N*  von  M  und      in  gerader  Linie  liegf. 

Wenn  .17  nnd  N  fest  sind,  so  sind  es  auch  M'  and  iV';  der 
Oft  des  Punktes  Q  ist  mitbin  die  Gerade  M'N'* 

Nimmt  man  die  Poekte  M  und  N  In  unendlicher  Feme,  eder 
renrandelt  man  dae  Viereclc  dareh  Vereinigung  zweier  auf  elnan- 
dtr  folgenden  Selten  in  ein  Dreieck»  a.  e.  w,,  so  entiteben  dar« 
ttt  Medilieatlonen  dee  vorstehenden  allgemeinen  Salses. 

Wie  heisst  der  reciproke  Sats? 


1 


XXI. 

Ueber  den  Kegelschnitt  der  neun  Punkte  und  sein 
stereometrisches  SeitenstQck« 

Von 

Herrn  Heinrich  Gretschel, 
lichrer  aa  der  UandeltleliraiMtait  io  Lei p «ig. 


Als  Zusatz  za  dem  im  ersten  Hefte  dieses  Theiles  des  Archivs 
teüncJlicheo  Aufsätze  No.  VI.  des  Herrn  Herausgebers  er- 
laube ich  mir  zunächst  den  nachstebeoden  geometrischen  Beweis 
des  dort  niitgetheiiten  ISatzes  zu  geben  und  dann  das  stereome- 
trtscbe  Seitenstück  desselben  abzuleiten. 

I. 

Wir  gehen  ?on  dem  Satze  aas: 
TJmU  XKni.  20 
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Di«  Polaren  p  eine«  beliebig«»  Punlctee  P  in  Be*  i 
Biigaaf  ein  Ke|elechnittbtlecbel  iGr(A*)»  (d.  b.  in  Besag nni 
«immtlicbe  Kegelschnitte  üi*,  welche  sieh  in  densel!Kßn  vier  reel* 
len  oder   imaginären  Punkten  schneiden),  schnetden  eieb 
sSramtileb  in  einem  Pnnkte  P*m 

Die  Polaren  q  eines  zweiten  PonkteM  Q  schneiden  sich 
gleichfalls  alle  in  einem  Punkte  Q,  Die  heidcn  Systeme  der  p 
und  der  q  bilden  nun  ein  Paar  geradlinige  StrablenbQschel,  welche 
B{p)  und  B{q)  beissen  mögen,  und  wenn  wir  immer  i^wei  solche 
Strahlen  p  and  q  auf  einander  beziehen,  welche  zu  dem- 
selben Kegelschnitte  IC^  geboren »  so  folgt  aas  der  Eindeutigkeit 
des  Entsprechens  (d.  b.  weil  jedem  Strahl  p  nur  ein  einziger 
Strahl  q  und  umgekehrt  entspricht),  dass  beide  Büschel  collincnr 
(projectivisch)  sind.  Dieselben  befinden  sich  aber  nicht  in  colli» 
nearer  (perspectivischer)  Lage;  denn  es  kann  P'Q*  nicht  selbst 
entsprechend  sein,  weil  sonst  in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt 
sowol  P  als  Q  der  Pol  dieser  Geraden  sein  müsste.  Da  S4Mi«cb 
beide  Büschel  sich  in  schiefer  Lage  befinden»  so  ofieogeD  nie 
einen  Kegelschnitt,  d«  fa.  die  Sehnittponkte  pq  von  je  zwei  ent- 
sprechenden Strahlen  p  nnd  q  iiegao  anf  einem  Kegetschnitte^ 

welcher     beissen  ni8ge.  Da  nun  alter  pq  Nichts  weiter  ist  als 
der  Pol  der  Geraden  PQ,  so  bat  man  den  Satt: 

Die  Pole  einer  u-illkiirltchen  Geraden  in  Bezug  aaf 
ein  Kegelschnittbüsciiei  ^{ii^)  liegen  auf  ein em  Kegel« 
schnitte  x\ 

IVendet  man  diesen  Sata  anf  die  nnendlieb  bntlbrnte  Gerade 
an  nnd  beachtet»  dass  deren  Pol  in  Beang  anf  ebien  Kegelscbbltl 
1^  mit  dem  Mittelpunkte  des  letaleren  identisch  Ist,  ao  arbilt 
man  sofort  den  Sats: 

Die  Mi  ttel  p  im  Iv  t  e  der  einzelnen  rurven  A''  eine« 
Kei^ülsclini  ttbüscheU  B{f^)  liegen  auf  einem  Kegel* 
schnitte  x^* 

Sind  if|,  4i«  die  vier  Punkte,  in  denen  eich 
die  Kegelschnitte  des  Baschels  scbneidaiip  ao 

mnaa  der  Kegelacbnltt      durch  die  Schnittpunkte  der 
Goraden 

A\  A%  nnd  A%  uoU  A^  A^   Ai  A4  und  A^A^ 

geben^  denn  Je  airel  solche  Gorade  sied  ala  eine  Hyperbel  mn 
betrachten,  deren  Mittelpunkt  Ihr  Schnittpunkt  Ist  DobriKeM 
bestimmen  diese  drei  Punkte  ein  Dreieck,  in  welchem  jede  Keke 
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io  Bezug  auf  alie  uur  eine  einzige  Polare  hat,  nämlich  ihre 
Gegenseite. 

Ferner  geht  der  Kegeleelmitt  dnrcb  die  Halbl- 
rongspnskte  der  Strecken 

Ai  A^p  Ax         Ai  A^9  A^  A^,  A^  A4,  Aj^  A^i 

deiiD  te  ISsst  sich  immfr  ein  Kegebcbnlft  li^  finden»  welcher  eine 
dieeer  secbe  Strecicen  nie  Dnrchmeeeer  bat  snd  der  dorch  die 
beiden  auaeerbalb  dieser  Strecke  gelegenen  Punkte  A  hindurch- 
geht, dessen  Mittelpunkt  also  der  Ualbirnngspnnkt  der  betreffen- 
den Strecke  ist. 

Bezeichnet  man  die  Halbimngspqnkte  der  genannten  Strecken 
der  Reibe  nach  mit 

Aii'2>  ^1*4*     ^^^4»a>     ^J|»4»  -^$•4» 

and  sieht  die  drei  Geraden 

Mi*%  lff4>    ^|*S  ^S*4»  ^\\% 

10  balbiren  sich  je  snrei  derselben»  ireil  sie  die  Diagonalen  eine« 
ParaUetogrammes  bilden;  so  sind  n.  ß,  M^-^  und  Mi.^M^*^ 
die  Diagonalen  des  Parallelogramnies  iKf^.«  ^J^»^  Mi.^, 

dessen  Seiten  den  Geraden  AiA^  und  A^A^  parallel  nnd 
lialb  so  lang  sind  als  dieselben.  Hierausfolgt,  weil  jede  Ge* 
rade  nur  einen  einzigen  Halbirungspunkt  bat,  dass  die  Geraden 

sieb  in  einem  Punkte  schneiden  und  dort  balbiren.  INuu  biad  aber 
die  erwähnter)  drei  Geraden  Sehnen  des  Kegelschnittes  x^;  bal- 
biren sich  zwei  Sehnen  eines  Kegelschnittes,  so  sind  sie  beide 
Durrhmesser  und  ihr  Schnittpunkt  ist  der  MUteipnnkt  des  Kegel* 
Schnittes.   Diess  gibt  uns  den  Satz: 

Der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  n^  ist  der  ge* 
nslnschaftllche  Schnittpunkt  der  drei  Geraden»  welche 
die  Halbirungspnnkte  von  je  swei  Verbindungslinien 
der  Ponkte  A  verbinden,  die  keinen  Bndpunkt  gemein 

haben. 

Da  jede  Gerade  von  den  Kegelschnitten  des  Btischels  B{l^ 
hl  «in  Paar  InTolutorischen  Pnnktreiben  geschnitten  wird»  welche 
entweder  swei  oder  gar  keine  reelle  Doppelpunkte  haben«  so  gibt 
es  entweder  swei  Kegelschnitte  ifc^,  welche  die  Geiide  berühren» 
eder  keiaer  dieeer  Kegelschnitte  thut  diese.  Diese  Bemerkung 
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gilt  auch  von  der  aneiidiich  entfernteo  Geraden.  I>a  nun  ein 
Ket^elschnitt,  \\  clcher  die  unofidlicli  entfernte  Gerade  berührt,  alle- 
mal eine  Parabel  ist,  i>o  i^ibt  es  in  dem  Büsche!  B{k'^)  entweder 
zwei  Parabeln  oder  gar  keint».  Das  letztere  tritt  ein,  wenn  einer 
der  vier  Punkte  A  im  Innern  des  Ureicckes  liegt,  das  die  drei 
andern  bilden;  man  erkennt  dann  auf  dei»  ersten  Blick,  dass  es 
keine  aus  einem  stetigen  Zu»e  besfeheiifl*!  Curve  ohne  ausge- 
zeichnete Punkte,  also  keine  Ellipse  oder  l\irabol  geben  kann, 
die  durch  alle  vier  Punkte  geht,  und  das  Büschel  B(jk^  mus« 
alsdauo  aus  lauter  Hyperbeln  bestehen. 

EnthStt  om  daa  Bflschel  swei  Parabeb«  so  gibt  swel  un- 
endlich entfernto  Miltelponkte  uod  der  Ort  der  Mittelponkte  mam 
eiae  Hyperbel  settt;  enthält  dae  Baechel  keine  Parabelft«  liege« 
alle  Mittelpunkte  der  In  endlicher  Ferne»  so  iat  ihr  Ort  du« 
EUipae.  Alao: 

D  e  r  K  e  g  e  I  s  c  h  t)  1 1 1      i  s  t  e  i  n  e  H  y  p  e  r  I j  e  I ,  w  c  n  1 1  keiner 
der  vier  Punkte  A  im  Irirjern  des  Dreiecks  liegt,  %?el- 
.    c  h  L-  s    die   drei    anderen    b  i  1  d  o  1 1  ;    er   ist  eine  Ellipse, 
wenn  einer  d    r  vier  Punkte  i  n  d  e  r  halb  des  von  dendrei 
anderu  gebiideteo  Üreiecks  liegt 


If. 

Zwc!  Flächen  zweiten  Grades  achneidtMi  >\vh  in  einer 
Raumcurve  vierleu  Grades  r*,  d.  h.  in  cIdct  Curve,  »veiche  von 
einer  IJjcfie  in  höchstens  vier  t^unkten  geschnitten  wiril.  Eine 
willkürliclic  Ebene  schneidet  nSmlich  die  beideft  Flächen  in 
ein  Paar  KegeUcboittea  k\  wetcbe  nicht  mehr  ah»  vier  Funkte 
gemein  haben» 

Alle  Fl&cben  airelteo  Grades»  die  sich  in  derselbea  Raaai« 
«tnre  schneiden«  bilden  ein  FlSchenbgscbel  aweiten 
Grades  B{f^. 

Es  8ei  nun  P  ein  beliebiger  Punkt,  n  sei  seine  Polarehees 
in  Mezn^  anf  eine  der  Flächen  des  Flächenhflschels.  üm  sa 
cntÄcheidei),  was  für  ©in  Gefiüiic  die  sämmtlicben  Pofarebeneo 
{n  Bezug  auf  das  Büschel  erzeugen,  legen  wir  durch  Peine  ganm 
ivillkürliche  Ebene.  Diese  schneidet  die  Raumcurve  r*  in  viet 
Punkten,  das  Flächenbü^che!  R{p)  also  in  einem  Kegelschnitt- 
bnschel  B  f^'^),  und  jede  l^Marebene  n  in  einer  Geraden  p,  welche 
Liuieo  die  Polaren  7oo  P  in  Bezog  auf  das  Bäschel  Bik^)  sind. 
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Diese  Polaren  p  schneiden  «ich  aber  in  einem  Punkte.  Uicraua 
ffiigt,  das«  die  Polarebenen  n  «ich  alle  in  einer  Geraden  schnei- 
den.   Daher  der  Satz: 

Die  PoUrabenen  n  «Ines  beliebigen  Punktes  P  tn 
Betng  aoT  ein  FUchenbGschel  siveiten  Grades  B{f^ 
•ebneiden  sich  tn  einer  Geraden. 

Ebenso  schneiden  sich  sämmtliche  Polarebcncn  q  eines  Punk» 
(es  /i*  in   einer  Geraden  h  utuI  die  Polarel>onon  ü  rincs  Punktes 
S  in  einer  (Jeradcn  i.  Beziehen  \\  ir  nun  je  drei  Kijcneii  tt,  q, 
die  zu  derselijen  Miiche       gehören,  auf  eirriTHler,  so  lolgt  aus 
der  Eiudentigkeit  dieser  Beziehuuj;,  dass  die  thcnen  tt,  q,  a  drei 
coUincare  Chcnenhüschel  B{7i),  Big),  B{a)  bilden,  deren  Achsen 
g,  k,  i  sind.    Wie  man  leicht  sieht,  befinden  sich  diese  drei  Bfl« 
•cliel  in  schiefer  Lage.  Oer  geometrische  Ort  des  Schnittpunktes 
iQS  je  drei  entsprechenden  Ebenen  n,  q,  a  ist  daher  eine  Raum- 
cnrre  dritten  Grades  rK   Denn  eine  beliebige  Ebene  schneidet 
tias  Büschel  ß(,7c)  in  einem  Stra!i!enl>üschel  ß(p)t  das  Büschel 
ß{Q)  in  einem  Straliienbüschel  B{r)  und  das  Büschel  B(0)  in 
einem  StrahlenbCischel  B(s).  Die  Mittelpunkte  dieser  drei  Büschel 
Mild  die  Punkte  6V  Ü9  J»  in  denen  die  Geraden  g,  /i,  t  von  der  « 
Ebene  geschnitten  werden*   Alle  drei  Büschel  sind  col linear  und 
in  icluerer  Lage;  daher  erzeugen  B(p)  und  Blr)  einen  durch  G 
Uni  H  gehenden,  ß{p)  und  B{$)  aber  einen  durch  G  und  J  ge- 
hcodon  Kegelschnitt   Da  beide  Kegelschnitte  den  Punkt  G  ge> 
mtfai  haben»  so  beben  sie  im  AUgemeinen  nocii  drei  andere  Punkte 
gtsida,  nnd  Jeder  dersellien  ist  der  Schnittpunkt  von  drei  ent- 
spfecbenden  Strahlen  p,  r,  $,  also  anch  von  drei  entsprechenden 
Ebenen     ^,  tf.   Alto  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  von  n,  g,  e 
eine  Ranmcorve  dritten  Grades.  Ein  solcher  Schnittpunkt  dreier 
Ebenen  m,  ^  c  ist  aber  der  Pol  der  Ebene  PRS,   Daher  haben 
wir  den  Sets: 

Oie  Pole  einer  beliebisten  Ebene  in  Bezug  auf  ein 

Klächcnbüsc  hei  zweiten  (Grades  liegen  a  uf  einer 

Uaumcurvc  dritten  Grades  r'. 

« 

Da  die  Pole  der  anendUcb  entfernten  Ebene  in  Bezug  auf 
£e  Flicben  die  Mittelpunkte  dieser  FIficben  sind,  so  erhtlt 
«M  sofort  den  folgenden  Sets: 

Die  Mittelpunkte  aller  Flächen  zweiten  Grades, 
wtlche  einem  l  I  ;i chenbuschel  zweiten  Grades  BC/"*)  an-* 
SebSren«  liegen  anfeiner  Uaumcurve  dritten  Grades  r'. 

Diese  Gurve  r*  gebt  durah  die  Seheitel  der  vier 

m 

I 

I 
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Keg*inieh«ii  iwelten  Grades,  welche  sich  durch 
legeo  lassen,  oder,  wM  dasselbe  ist,  durch  diejenigen  vier 
Punkte,  deren  jeder  in  Being  auf  sänniUkbe  PlSchen nur  eine 
•iDsige  Polarebene  hat 

Dass  es  nicht  mehr  als  vier  solche  Punkte  geben  kauii,  er- 
hellt daraus,  dass  zwei  \n  polarer  Beziehung  stehende  Systeme, 
ein  Punktsy^teru  und  ein  l^henensystcm,  voila-tändig  bestimmt  sind, 
sobald  fünf  Punkte  des  ersten  und  die  entsprechenden  Ebenen 
des  zweiten  bekannt  sind.  (Ifibe  es  also  lünf  Punkte,  die  nar 
eine  einziehe  Polarebene  besitzen,  so  tvürde  kein  Punkt  mehr  als 
eine  Polarebene  besitzen. 

i^iehi  es  aber  einen  derartigen  Punkt,  welcher  T  beisseii 
mOge,  so  schneidet  dessen  Polarebene  v  das  Btodiel  ß{f^)  io 
einem  Kegelschnittbuschel  B(Jk'^)\  es  gibt  also  In  der  Ebene  %  \m 
Allgemeinen  drei  Punkte,  von  denen  weiugä.tens  einer  reell  iat» 
welche  in  Bezug  auf  sSmrotlicbe  dieselbe  Polare  besitzen.  Je» 
der  solcher  in  t  gelegener  Punkt  hat  aber  dieselbe  Eigenschaft 
wie  T,  seine  Polarebene  ist  nSmlich  die  durch  seine  Polare  io 
Bezug  auf  B{k'^)  und  durch  T  zu  legende  Ebene. 

Man  siebt  biernns*  dass  diese  irier  Pnnkte  ein  Tetraeder  fce- 
sUmnien,  In  wetcbem  jede  FIftcbe  die  Pelarebene  der  gegenfiber» 

liegenden  Ecke  ist. 

Wenn  eines  der  drei  FIfichenbüschel,  welche  die  Curve  r* 
erseugen,  in  eine  einzige  Ebene  degenerirt,  so  geht  in  einen  in 
dieser  Ebene  tiefenden  Kegelschnitt  ui)er.  Denn  jedes  der  beiden 
anderen  Flächenbüschel  schneidet  diese  Ebene  in  einem  Strahlen- 
busch ^1  und  diese  swel  Strablenbiiscbel  eneogen  den  fragilclien 
Kegelschnitt  ' 

Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  r*  in  zwei  sich  schneidende  Ke« 
gelschnitte  ser&llt.  Ist  g  die  gemeinschaftliche  Sehne  beider  Ke- 
gelschnitte, so  hat  jeder  Punkt  dieser  Geraden  in  Besog  auf 
sSromtliche  Flächen  des  Büschels  nur  eine  Polarebene.  Man  er- 
halt  dieselbe  leicht,  wenn  man  durch  diesen  Punkt,  er  mui^e  H 
heissen,  eine  Ebene  legt,  die  den  einen  Kegelschnitt  in  Mi  und 
M^^  den  andern  in  und  M ^  s^chneidct.  Dann  schneiden  sich 
die  jederzeit  reellen  Linien  iii,  uifd  St^  in  M;  B  hat  in 
Bezog  auf  das  Kegelschnittbaschet,  welches  in  der  Scbnittebene 
liegt,  nur  eine  einzige  Polarer.  Legtnan  nun  durch  r  und  dmcb 
denjenigen  Punkt  Rft  welcher  die  gemeinscliAlltliche  Sehne  der 
beiden  gegebenen  Ksgdseluiltte  mil  R  faernenleeb  IMI«,  eine 
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Ebene,  so  ist  dieselbe  die  gesuchte  Polarehene  des  Punktes  Ii 
10  Üezug  auf  das  Büschel  B{P).    Man  erhält  also  dea  SaU: 

Die  Pol«  eioer  beliebigen  Ebene  in  Bexng  aaf 
•ImiDt liebe  Flüchen  zweiten  Graden,  welche  swei  sich 
schneidende  Kegelecbnitte  gemein  heben,  liegen  auf 
eieeni  Kegelechnitte,  und  hieratte  folgt: 

Der  Ort  der  IM  i  1 1  e  1  p  u  n  k  t  e  aller  T I  ä  c  h  e  n  zweiten 
tirades,    w  c  I  c  h  f»  zwei  sieh  sr  fin  oi  d  en  d  0  Kcgelachnitto 

gemein  haben,  ist  ein  Kegciscbnitt 

Dieser  Regelschnitts*  muss  notb wendig  in  der  Ebene 

liegen,  tvelcbe  durch  die  Mittelpunicte  der  s^rei  gege- 
benen Kegelschnitte  nnd  durch  den  Halbirung^punkt 
ihrer  e^eni einschaftlichen  Sehne  geht,  denn  diese  Ebene 

ist  für  alle  durch  die  gegeUeneii  zuei  Kcs^elschnitle  zu  lej^enden 
Ebenen  eine  Diametralebene.    Sind        und  A^^        und  die 
z^rei  Paare  von  l'unkton,  in  denen  diese  Kbene  die  zwei  gege- 
benen Kegelschnitte  schneidet,  so  ist  die  Frage  nach  dem  Orte 
der  !Mittei{)unkte  aller  Flächen  zweiten  Grades,  die  sich  durch 
(litt  gegebenen  znei  Kegelschnitte  legen  lassen,  identisch  mit  der 
Frage  nach  dem  Orte  der  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  welche 
»iuTch  /Ii,  Aq^^  /I3,  A^  gehen.    Wir  wissen  aber,  dass  dieses  ein 
Kegelschnitt   isit,    der   u.  a.    durch    die    llalbirungspunkte  von 
^i^und  A^A^,  sowie  durch  den  Schnittpunkt  ?on  Ai  A^  mit 
4i^gebt;  d.  h. 

Der  Kegelschnitt  s*  geht  durch  die  Mittelpunkte 
der  gegebenen  Corven  sweiten  Grades  nnd  durch  den 
Htlbirnngspunkt  ihrer  gemeinschartlicben  Sehne. 

Wie  wir  wissen ,  erhält  man  den  Mittelpunkt  der  rraglicheo 
CWe,  trenn  man  die  Ualbirungspunkle  von  A%  und  A^A^ 
ferbiadet  und  die  Verbindangslioie  halbirt;  d*  b. 

Der  Mittelpunkt  von  ist  der  H  albirungs  p  unkt  der 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  beiden  gege- 
benen l^egelschnitte. 

4ns  diesem  Satxe  folgt  weiter,  dass  s*  eine  Ellipse  oder  Uy- 
peibei  ist  (d.  h*  einen  In  endlicher  Feme  liegenden  Mittelpunkt 
bat),  sebatd  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  Ellipsen  oder 
Bjiperhebi  sind«  Ob  s'  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  das  hingt 
daroa  ab,  oh  es  mSgllch  ist,  durch  die  swei  gegebenen  Kegel- 
tNhiitte  ein  (elliptisches  oder  hyperbolisches)  Parabolold  zu  legen. 
^  ämoß  nbglich,  so  ist  s*  eine  Hyperbel,  und  da  diese  swei 
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imesdttcli  mtfenite  Ponkte  b«t,  00  mm  es  dann  imnier  siv«i 
Pmiioloide  geben»  deren  onendGcb  entfernte  MitteliNinkte  eben 
die  nnendltcb  entfernten  Punkte  der  Hyperbel  %*  sind.  Diceer 
Pell  kenn  aber  dann  ntcbt  eintreten,  wenn  der  eine  der  gegebenen 
Kegelschnitte  eine  Ellipse»  der  andere  eine  Hyperbel  ist,  denn 
das  hyperbolische  Paraboloid  bat  keine  Ellipsen  nnd  das  ellip- 
tische Paraboloid  bat  keine  Hyperbeln  als  ebene  Schnitte.  Dann 
Ist  also  n*  eine  Ellipse.  FOr  den  Fall»  dass  beide  Kegelschnitte 
▼Ott  gleicher  Art  sind»  mnss  aber  die  Cnrre  n*  eine  Hyperbel 
sein»  denn  es  lisst  sich  leicht  zeigen»  dass  die  vier  Punkte  Ag, 
A%t  0»  denen  die  Ebene  von  n*  die  beiden  gegebenen 
Kcgelaebnltte  trifft)  dann  nie  so  liegen  können»  dass  sich  der 
eine  Innerhalb  des  von  den  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet» 
sofern  es  iiberhaopt  mSglicb  sein  soll»  durch  die  gegebenen  bd* 
den  Gurren  FIfichen  zweiten  Grades  an  legen«  LSge  nimüch  der 
eine  der  Tier  Punkte  A  Im  Innern  des  Dreieckes»  welches  Ton 
den  drei  Obrlgen  gebildet  wird»  so  wärde  die  Dnrcbscbnittsliaie 
der  Ebenen  der  swe|  gegebenen  Kegelschnitte  den  einen  der 
letzteren  In  zwei  reellen»  den  anderen  aber  In  zwei  Imagloiren 
Punkten»  die  durch  beide  Kegelschnitte  zu  legende  Fliehe  «wei- 
ten Grades  also  in  vier  Punkten  echneiden,  was  nicht  mSglicfa  Ist 

Ist  der  eine  der  gegebenen  Kegelschnitte  eine  Parabel,  so 
nmss  auch  eine  Parabel  sein,  iveil  nach  der  angegebenen 
Coostmctioo  der  Mittelpunkt  von      in  unendUcbe  Feme 

Sind  endlich  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  Parabeln, 
ßo  ist  3t'  eine  gerade  Linie,  welche  durch  den  Halbiruiigs- 
punkt  der  gemeinschaftlichen  Sehne  beider  Parabeln  geht.  Ist 
nämlich  B  der  üalijirungspunkt  der  gcmoinschafUichen  Sehne  und 
sind  Ai  and  diejenigen  Punkte  der  ijetdcn  Parabeln,  u eiche 
in  der  Ebene  von  liegen,  während  und  in  unendliche 
Ferne  fallen,  so  handelt  es  sich  um  den  Ort  dor  iM  Ittel  punkte 
aller  Kegelschnitte,  die  durch  und  A^  und  die  unendlich  ent- 
fernten Punkte  von  /?/!,  und  BA.2  gehen.  Dieser  Ort  ist  ein 
durch  /i  und  den  Halbirungspufikt  C  von  AiAe^  gehender  ICci^cl- 
scbnitt  x'  (nach  dem  allgemeinen  Theorem  in  No.  I.);  da  man 
aber  zwei  durch  und  A^  gehende  und  re5?p.  zu  //.^jund  BA^ 
parallcli3  üera(](\  dio  .«^ich  in  einotn  Punkte  1}  der  ßchneidcn. 
auch  als  einen  solchen  Kegelschnitt  und  O  als  dessen  M'iticl- 
punkt  betrachten  kann,  so  mnss  mit  der  Geraden  BC  drei 
Punkte  Bf  C  und  D  gemein  babeoj  d.  b.  s^  muss  mit  BC  coin- 
cidiren. 

Was  sebUeesHeh  neeh  den  spedellen  MI  beMI»  duM  die 
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ItMcB  gegebfBf«  K^gelacliaitl»  fa  panlleleii  Ebenen  liegen,  «o 
minm  die  beMea  KegeleehnttCe  aledcnn  ihiiUeh  and  Ibnllcfc 
tiegend  edo»  wenn  Mk  Fliehen  «weilen  Gndes  dareb  eie  eolleii 
legen  laeeeo.  Verblödet  nwn  die  ttiCtelpenlite  lieider  Linien,  eo 
geht  die  Verbindungslinie  dnrcb  die  Uittelpanbte  niler  dnrdi  nie 
m  legenden  fUcben  sweiteo  Grades.  Dnher  der  Sate : 

Sind  In  swei  parallelen  Ebenen  xwei  ftbniiche  ond 
ibnlich  liegende  Kegelschnitte  gegeben,  so  liegen  die 
Hlttelpnnkte  aller  Flächen  streiten  Grades,  welche 
diene  Cnrten  cntbnlten,  nuf  derjenigen  Geraden, 
welche  den  Mittelponkt  der  beiden  gegebenen  Kegel* 
ecbnitte  verbindet. 


Uclier  die  Naherongewerlhe  der  periodischen  Ketten- 
hruchc  und  ihre  Anwendung  auf  Darstellang  der 

Quadratwurzeln. 

Van 

Herrn  Dr.  L.  Oetiintfer^ 

Gn^ahmto^ffUeh   Hndii%chcn\  Ilofrntlic  und  ordentlichem  PrnfeMor  der 
Malhematik  an  der  UoiverailiU  to  Freibarg  i.  B. 


4.1. 

Bezeichnet  man  der  KQrze  wegao  die  periodiaeben  Ketteo- 
bröehe  der  einfacbaten  Form  durch 
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ü  + 1 

a. 


2).  .  .    ir(a,  6;  a,  Aj  ..•.)=  ^1 


«+1 


3)  Ar(fl|,  a^,...  o»;  «1»  fij,..,  IIa;...)  —  ^  .  . 


I 


80  ergeben  sieb  ioigende  Uleicbungeo  zur  BesUmmuog  des  rten  l'ar- 
Ualbnicbe«  von  Nro.  1): 

^)  KAfl»  ö»  flf  ♦•••)=  ^ 

_  r,r-i  -f  (r  -  2)  g^-»  -f  (r  -  3)>       4 (r«-4)t tf^^ 


Die  Nihmngswertbe  Air  Nro.  2)  xerfallen  in  awei  Fonsto, 
je  oacbdeiD  der  Partlalbrueb  gerade  oder  ungerade  ist,  oad  im 
erUUt: 

5)  Kw^i  (a,  6;  a,  6; . . . )  s 

_  (g6)'^'-K2»—3)(g6)'^*4(ar— 4)^(06)»-«  

6)  (a,  6i  ü,  6;  )  =  ^ 

_  ^^Co^jr^-i  4-  (2r— 2)  (q/O»--^  -f  (2r— 3),  -f  ] 

(ad/  -f  C2r—  l)  (a6/-  *  +  (2r — 2)  {aby-^  +  

Hierto  beaeatet  (x)b  =  i  o  4  ^-  •  rö" 

i«  «•  o  •  p 

kann j ede  ganae Zahl  gesetsi  werden.  JegrViaer  r  augeDommeo  wird, 
desto  genauer  ist  der  Niberungswertb. 
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Fir  KettMiMebe  von  felgtnder  Form: 

^    ■  «  Ä(a,— o»  •# — Äf  •  •) 


a — J 


«~1  

geileo  foigeode  Gieicbuogeut 
7)  Afr{+a,  — a,  +0,  — o,  ....)  ÄjjT 

flfl  >-  (r  —  2)  g'--»  -t*  (r^3)^^o^ . . , . 
^  «'-(r— l)o'^-« +(r— 2)ga^-*— ....  ' 

(06)»--'  —  (2r  -  3)  (fl/y)»--^  4-  (2r  ^4)a  (06)»^-»  ^  > . 

 /^2r(a,  —6;  a,  —6;  ....)  =  ^ 

•  ~     (iifrr-CSr— I)(a6/-i  +  (2r—2)2(a6)'-«— ....  * 

Dia  Reiben  in  Nro.  4)-0)  breehm  ab,  so  oft  ein  Gliod  i»  0 
•bngvhi  «dar  «ineii  negativen  Eiponenlen  erhallen  eollte. 

Der  perioUisthe  Kettenbnich  Nro.  3),  dee^en  I^eriode  aus  n 
Gliedero  besteht,  lässt  sich  aul  folgende  Weise  in  einen  ein- 
gliedrigen periodiscben  Kettenbracb  umwandeln: 

IQ) »  •  •  «  »  ab;  #1«  flli»  ••••  A«;  •••«) 

Er  liaat  afebaofort  aelbat  wMer  nach  Nraw  7)  onii  4}  bebanMa, 
je  nacbdam  «  gerade  oder  ungerade  lat 

Für  ein  gerades  »  gilt: 
ll>  AC«!«  «B«     ObS  «k«  abt««.) 
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für  ein  nngerades  m 

12)  •  .  •  .  .  A'(aa>  Qs»  ••••  4a$  fli«  «Vi»  o«;«««*) 

JLry      ,  S'-^  -f  (r - 2)  5^-» ^  (r -  3).  .S^-^  ^  . . . . ^ 

woilii  5  =  +  2>i-i  Her  Kürze  wegen  jresetzt  ist.  Hierin  be- 
leidiiiet  Zn-i  und  A'/,_|  Zähler  und  iN>iiiicr  des  (n  — l)tcii  (vor- 
letzten) Parlialhruclis  und  Nn  den  Neiuier  des  nten  (letzten) Par- 
ttalbruchs der  isolirt  gedaclikn  Periode»  also  von  K{ai,  a^,..  .an). 
Filrr  kam)  jede  ganze  Zafil  0,  1,  '2,  3.»..  einjjesetzt  »rerdcn;  für 
r=:0  fallt  das  zweite  (»lied  in  iNro.  II)  und  12)  ueg  und  es  ent- 
steht der  (;j — l)te  Partialbruch;  für  r  =  1  entsteht  der  (-2«  — l)te; 
für  r  =  2  der  (3fi— l)te  Partialbruch  des  ohii^en  Ketteiibruch«, 
a.  8.  w.  ßei  der  Anwendung  auf  besondere  Faiic  niuss  Zn-i , 
Nn-i  und  j!V„  aus  der  isolirten  Periode  il^(ai Oa)  auf  (ile 
gewöhnliche  WeUe  dargestellt  Vierden. 

s  Clansen  hat  im  3ten  Bande  S.  88.  Ton  Crelle'a  Journal 
folgenden  Ansdroelc  flir  den  rten  Parlialbnicb  eine«  eingfledrigen 
periodisehen  Kettenliracbs  Nra  1)  gegelient 

w   


a+v?^)'"-G-v^T'+'r" 

Hieran  I[n0pil  Herr  Director  ond  Profeeaor  Dr.  Sfreblfce 
im  3ten  Harte  S.  343.  d.  42aiett  Bandes  dieaea  Arcliiva  die  Be- 
mericang,  data  er  acbon  „vor  iSngerer  Zeit"  einen  andern  Am* 
draclc  fflr  den  einpcriodieciien  Kettenbroch  Nre.  I)  und  einen 
aweiten  Air  den  2rten  Partialbracb  dea  «areigliedrigen  periodl* 
aeben  Ketlenbracba  Nre.  2)  gefunden  balw»  vnd  gibt  lieide  an« 
Dabei  tat  jedocb  eine  Lfieice  gelaaaen,  denn  ea  fehlt  der  Aua- 
drudc  für  den  (2r— ]}ten  Partialbmeh  dieaea  Kettenlmicba,  der 
oben  angegeben  Ist 

Diese  Lücke  findet  Ftch  gleichfalls  ausgefüllt  in  meiner  Ab- 
handlung über  Kettenbrüche  nebst  ihrer  Anwendung  auf  die  Be- 
rechnung der  Quadratwnrsein  und  diopbaatiachen  Gleichunp:en« 
welche  im  49sten  Bde.  von  Crelle's  Journal  acbon  ira  Jahre 
1855  eracbienea  iat»  nnd  die  der  HerrProl^  Streb ilte  nieht  gekannt 
an  haben  acfaetnt. 

Von  einem  Priori&tsatreite  Icaon  im  vorliegenden  Falle  wohl 
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nicht  tiie  Rede  sein,  da  die  6ache  bei  dem  vorhandenen  That- 
bestand  sich  vtm  selbst  enfsctieidct.  Wenn  aber  durch  die  Worte 
„Tor  längerer  Zeit"  ein  Prioritätsrecht  meiner  Ahhatidlung  gegen- 
über in  Anspruch  genommen  \>  erden  sollte,  so  dürfte  eine  Wah- 
rung dagegen  um  so  gerechtfertigter  cr^^cheinen,  da  der  Druck 
meiner  Abhandlung  durch  ein  besonderes  IVli^geschick  (das  ein- 
gesendete IM  aru Script  galt  für  verloreu)  durch  eioe  laoge  Reibe 
TOB  «labrea  verzögert  wurde. 

01«  oben  mitgetheilten  Gleicbongeo  tind  Tiel«r  Anvreodung 
llbig  und  baben  den  Vorzug»  das«  sie  vax  Bcrecbonog  und  Aus- 
weftbong  im  spedellra  Falle  aehr  bequem  eiad»  waa  Ich  aueb 
aebon  in  der  genannteo  Abbandlung  aogedeotet,  aber  niebt  nfiber 
avigefiibrl  babe.  Sie  verwandeln  betapielawei^e  die  Anasiebong 
der  Qnadratirnraeln  bekanntlich  in  eine  einfache  Diviaion,  ond 
bSaaen  an  jedem  Grade  der  Genaoigkett  ohne  beaondere  Mühe 
gesteigert  werden. 

Auch  Herr  Dr.  Simon  hat  auf  die  W^ichtigkeit  der  periodi- 
schen Kettenbrucbe  und  ihre  Anwendung  in  einem,  mit  eben  so 
vickr  Sachkenntnibä  aU  Scharfsinn  geschricbcueu,  und  mit  u ei- 
tern interessanten  Folgerungen  bereicherten  Aufsatze  im  33sten 
bde.  S.  448.  u.  ff.  dieses  Archivs  aufoierksam  gemacht,  Herauf  ich 
hier  vergreise. 

Die  von  Claoaen  gegebene  Gleichung  Nro.  13)  erscheint  in 
karzero  und  geschlossenem  Auadrucke.  Aber  nicht  jeder  kurae 
Ausdruck  iat  eben  deswegen  zur  Anwendung  bequem.  Nnment- 
licbaiebt  er  an  Brauchbarkeit  und  Bequemlichkeit  dem  In  Nro.4) 
gfgebeoen  treit  nach.  Soll  er  aur  Auawertbong  benutzt  werden» 
90  tcUieaat  er  die  Daratellung  einen  Wnrzehrertbea  und  dann  dea- 
■en  Poteanrung  in  aich,  waa  immer  eine  mObevolle  Arbeit  ver- 
urwebt  Man  Isann  ihn  aber  zur  Anwendung  bequemer  durch 
Uatformung  machen,  was  im  Folgenden  geacheben  aolL  Aber 
auch  dann  ateht  er  noch  immer  an  Bequemlichkeit  itm  In  Nro.  4} 
g^beneo  nach. 

Im  Folgenden  soll  nun  die  Brauchbarbeit  der  vorstehenden 
Gleichungen  für  die  Anwendung  naher  nachgewiesen  und  daran 
weitere  Erörterungen  über  die  Eigenacbafien  der  periodischen 
Ketteobrüche  geknüpft  werden. 

j.a. 

Der  Ausdruck  Nro.  13)  §.  1.  lässt  bich  dadurch  einfacher  dar- 
itellen,  dass  mau  ^  aus  Zahler  und  Neooer  wegschallt.  Mao 
erhält  dann: 
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Seilt  nitn  mm  der  Kflne  wegen  Va*  +  4Ä  v^.  ee  erbtit  man, 
wenn  man  die  Binomlen  entirickelt: 

(«  +  Vff)^— («- Vflr)»+» 


Dn  in  dieeer  Demteliong  2^*  eoe  dem  ZSIiler  wegOllt,  ee  eriMÜt 
man,  wenn  eefert  ^sn^-f  4  gesellt  wird: 

1) 

_      2(rff^-*    (r)3  -f  4)     (r)5  «'-'^(o^  +  4)^  \  ....) 

-  (r  +  i)  er  +  (r+ 1)|  er-«(ae + 4)  +  (r  +  l)»«f-*(c«+4)» + 

Die  Keiben  brechen  ab«  weoo  ein  Glied  in  0  übergebt 
Wie  «eben  oben  angegeben  wurde,  bat  man: 

I  1   . 

•  T  , 

• — T  "*+~rT 

•  — ~  Ä+   •••• 

n  — « 

bleillr  latt  ^ 

(i+v?-'r-ß-v^?-'r' 


nndbierana  erbilt  man  naeb  dem  aDgegebeneoEntwiebehutfiguilft: 
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*  (r  + 1)  a--  +  (r  f  1)3  a''-«(a*  -  4)  +  (r  +  J)» o»-» (««—4)«  + 

Ao8  Nro.  1)  und  Nro.  3)  erhilt  man  sofort  mtt  Röckaaeht  aof 
1110.4}  und  Nro.  7)  {.1«: 


•  (f + 1)    + (f  + 1)1  «^«(<^+4) + (r + l)sa'-*(i^+4>« + 

^ (r«^»  +  (r), «'-»Ca«  -  4)  ^  (r)^  a»"-» 4)«+ .... 


(r  +  1)0''  +  (r  +  l)aO'^-"^(ü*-  4)  +  (r  +  l^^a^  ^a«— 4)«+— 

_  (a^V^p:i4y-«(ii^VoiZ:i)r 

"*  (a+ V^ä:^)'^+»— («—V^a^-4)'+»' 

Man  kaaa  btemaeb  biNro.  4)  und  Nro.  5)  dio  eine  DarstelloDg 
dnrdi  dio  anderen  ersetzen.  Man  erkennt  aber  jotat  schon,  daaa 
4o  «ata  Form  in  beiden  Darstellnogen  bei  weitem  die  kflrzere 
mI  beqneaiara  lat;  die  zweite  Form  acbreibt  bei  weitem  mehr 
Gtschafte  ▼or»  and  die  drittr  din  mctateo  und  mflbe?olleren.  Die 
zwciteu  Formen  haben  den  Vortbaii  vor  daa  dritten,  daaa  dia 
Wntlaaidrilcka  antfarot  aind. 

W^at  man  diene  Gieicbungoa  auf  den  Kettoobmdb 

m 

M,  »O  er^iht  sirli  für  don  .^ten  I*arHallir'j(  fi  tlirect  folgOOdor  Werth 

•as  tin*  4)    I.  und  ^ro.  i)  dieaoa  Para^apbeo : 

2187+1458  4-270+15  31»27 


6561  +  6103  +  )il5  +  iMI+ 1  ~  12^0 ' 


üigiiiz 
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7) 


_        2(174',i0  }- 176904  j 255528  +  52728) 
_  1005312  _  3927 

Für  J:(%      3,  — 3....)==^^  ergibt  «leb  ans  Nra»  7)  In 

{.  l.  ^ond  Nro.  ^  dietet  Pangiaplwiis 

2187—1468 -t>  870-- 12     _  987 
6661 -5103-1- 1215 -^W^l'-' 2584' 

2(8.3y-|-56.3».5  f  56.3».5g4-8.3.5S) 

_     2  (17496  +  68040  4^  37800  4-  3000) 
^  610042  <|-300180-f 265150-1-411600-1-625 
_  252672  _  287 

Diese  Darstellungen  zeigen  deotlicb,  and  deswegen  mirdMi 
sie  etwas  ausführlicher  angegeben,  die  Vorzuge,  welche  die  Aua* 
drfleke  In  Mro.6)  und  8)  ?or  denen  in  Nro.  7)  und  9)  haben.  Der 
Ton  Clausen  gegebene  Ansdrack  Ist  nncb  nach  der  Umrormang 
f(IEr  die  Anwendung  weit  unbeqnener«  denn  er  hHun  eine  Menge 
Gescbsne  und  grosse  Zahlen  zusammen,  die  in  Nro.  6)  und  S) 
nicht  Qothig  werden.  Die  Ausdrücke  Nro«  6)  und  8)  geben 
die  Zehlenwerthe  in  kleinster  Form  und  haben  den  Vertkeil» 
dass  diese  in  beiden  Ausdrücken  wiederholt  vorkommen,  wifa* 
rend  die  AosdrOcke  in  Nro.  7)  and  0)  veiscbiedene  Zahlen  fflib» 
ren«  also  doppelte  Arbelt  veranlassen. 

Dio  varsteh enden  Au^stlrücke  haben  ins  Besondere  den  Vor- 
tlieil,  dass  niati  den  Werth  eines  einzelnen  Partialbruches  dircct 
und  uriab)iatii;ig  darstellen  kann,  wahrend  nach  der  pewühnliciicQ 
Methode  alle  vorhergehenden  Partialürüclic  aufgefunden  w  erden 
müssen ,  um  einen  bestimmten  Partialbruch  gcbea  zu  können,  wo- 
bei blch  eia  einmal  begangener  Fehler  durch  alle  spülem  P*r* 
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ttalbrtiche  forUchleppt.  Beide  Methoden  können  zur  gegenseitigen 
Cnntrolc  dienen.  Die  Partialbrüche  des  KeUeiibruchs  A'(3j  3»  ... .) 
bt«  2um  hten  «iud  der  Reihe  nach: 


1 

109 

3' 

3 

360 

w 

=TI»' 

10 

Pi 

]189 

33* 

~"  3927  • 

33 

3927 

109' 

P. 

^  129;U 

P4= 

Ilie  dot  Kettoobraebs  Jr0,  ^»3,  3,  •«-S....)  tiiid: 

55 
144' 

144 


''6 

■p 

377' 
377 
987' 
967 


Für  eingliedrige  periodische  KettenbrQche,  deren  Element  eine 
ger^  ZabI  ist,  gehen  die  Ausdrucke  in  Nro.  1)  und  3)  in  eis* 
IbcbefeFenaeo  über  and  man  «rbäU  nacb  den  oOthigenKedactiooeii ; 


(r+  J)«r  -1-  (r + 1)>  + 1)  +  (r  + 1),  a'^+J)*  -|- .... ' 

Ii) 

^"^^    (•  +  -  («  -  V^\y^^ 

r.ff^  -f  (r)3  n-'rq»^  1)  -f  (r\ a^(a*^l^  -j- 
Cr  +I)e'  +  (r  + 1), a^-^ («« -  I)  +(r  +  l)5fl-*(fl«- 1)«  + 

j.  3. 

Besondere  BraucMi  vrkolt  zeiuen  die  Clleichnn^en  Nro.  4)  —  6> 
I.  bei  Darstellung  der  Zahlcnv\crtho  ü««r  Quadrut^uirzelit. 
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Siebt  man  von  der  gewObnlielieii  Methode,  die  Qaadratwur* 
sein  durch  Kettenbrficbe  au  entwickeln,  vorerst  ab,  eo  iet  au  be- 
merken, dase  sich  die  Qoadratwurseln  aller  Zahlen  anf  ein»  ood 
xwmgliedrige  periodleche  Ketteobrflcbe  von  beetimniter  Form  zq- 
rSekfilhren  laesen,  wie  ich  schon  in  der  oben  aogeftthrteo  Ah* 
bandluDg  gezeigt  habe. 

Jede  Qaadratwurzel  lässt  sich  unter  der  allgemeinen  Form 

.    VA  =  V^mHp 

darstellen»  worin  m  die  nSchst  niedere  Quadratwnrsel,  |><2m'fl 
ist  nnd  m  und  p  gante  Zahlen  sind.  Verwandelt  man  nnn  den 
vorstehenden  Wurselaasdrnck  in  dieser  allgemeinen  Form  in  einen 
Kettenbrnch,  so  ist; 

— ^  j —     s  Ifl« 

« 

Der  Rest  ist  m*-f  p*— m.  Wird  mit  diesem  Rest  in  den  von« 
gen  Divisor  getheilt,  so  hat  man: 

 ^1  l/V^+£+m)  2« 

Vm«Tp  — m""         P         ^  P' 

Dieser  Quotient  int  das  erste  Element  des  Iragliclie»  Ketten- 
brnclis.  Der  entstehende  Rest  ist  m*  + /?  —  m.  Wird  hiemit 
In  den  vorigen  Divisor  (p)  dividirt,  so  entsteht: 

 P_       _P(V^'»*-|-P+«»)  _  ^ 

V^m*+p— m  P  —  • 

Dieser  Quotient  xsi  das  zweite  Flcinciit  cJ«'s  tirsiicli(cn  Ketten- 
bruchs. Si't/t  man  dieses  Vertahien  /ort.  ko  kehren  die  ^fuilde* 
nen  zirei  Quotienten  wieder.   £s  ist  daher  aligemeio: 

\) 

p  +  L 

2m"" 

Durch  Anwendung  desselben  Verfahrens  erhält  man  folgende 
Darstellang: 
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=  «  +  fl^—  -  ,  -  — ,  +        .... J 

Wird  V^/n^i:!  auf  dieselbe  Weise  behaodeU,  oder  vrai»  dasselbe 
ift,  wird  p=l  geseUt,  «o  eotsteht: 

— 21/i+J 

2m 

I)a  in  .Nro.  1)  —  4)  alle  (^uadratu  ur/.cin  liomiffi'ii  sind,  so  int 
die  ohiue  I»chaiif)tunr:  gprcclittortiL;t .  dass  .sich  die  (Quadrat- 
wurzeln ;illci  /.ihJen  durch  oin-  oder  /.  w  ei  g  I  i  ed  r  i  j»  c 
|itM'iuUi«chti  kctteiibrüche  datätelleii  lassen. 

1V«nI«|  man  n«B  die  Glelehengen  Nhk  §.  1-  auf  die 

Dmlelleiigeii  io  Nie.  1)— 4)  an,  «o  aelgt  sldi,  daas  die  Formen 
Hm.  i)  «od  10  {.  1.  nach  den  geb9rigen  Rednctionen  in  eine  sn- 
arnnmenfailen  ond  daaa  man  niclit  n&tlitg  hat,  iwiachen  geraden 
■id  Mgnraden  Partialbrüchen  an  nnteracheid^n,  vnd  e«  folgt: 

5) 

_      /jlCJm)*--»  — -.'//»y         I  (r-  .D.f -?///;'  -....J 


«I 
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Auf  diese  <ileirhini£;en  lüsst  sich  der  von  (  lausen  L;egebene 
AiisdriK  k  vorerst  nicht  am^ enden.  Da2fei»eii  erhiilt  man  au6 
Nro.  4)  und  7)  §.  1.  und  Nro.  10)  und  11)  §.  i.: 

7) 


•••• 


8) 

_—  rm'->-Kr)8^^-»(mHl)4(r)ftmr-ft(m«db  DH .... 

V  m  ±  I  =»±(H.|),„r+(r4-l)t»'-«(m«dbl)+(H-l)5«'^«S: •)H--* 

Die  (ilciciniiiE^en  5)  —  7)  bieten  den  \  (m1Ih  il.  dass  sie  dtirr!i 
die  <;leicher>  Zahien^Tcrfhe  /»vci  rnrrespoiidirernlr  VVurzoI^v.-i  rlie 
geben,  was  bei  Nro.  8)  nicht  (i<  r  VA\  ist.  \Veiii!i>l  ir.an  inin  die 
vorstehenden  Gleichungen,  um  ihre  Ik.nK  lilüukcil  /u  /eigen,  auf 
einen  besonderen  F  dl  an,  so  hat  man  znr  Darstellung  %'on  A^'*? 
und  m  =  5  und  /j  — 2  %u  «eUen,  und  man  erbält,  freou  r=5 
ge««Ut  wird,  aus  Nro.  5): 

^    ^.    2rl0*+3.10*.2  +  4)  -.«Kl 

+  10^  -i-4?iOi,24.3.10.4="^  +  i36lö  =  »»«»H^«*«»»* 

auf  8  Dectmabtelien  ricbtig»  die  9fe  Zahl  Ist  om  die  Eiobeit  »i 
groM.  Ans  Nro.  0)  vriid  $ 

«» 

./Ol    K      2(IO«-3.10«.2  +  4)  2351  . 

auf  8  Stellen  liclltiL^  Die  Üte  Ziffer  i.st  um  t'ine  Einheit  zu 
gro88.  Wendet  man  nun  die  Gleichung  7)  auf  Uarstelhing  \m\ 
V26  und  V24  an,  so  hat  man  m  =  5  zu  setzen.  Nimmt  mau 
daoD  r  =  6  an,  so  entsteht  der  Ote  Partialbruch«  und  mau  erbiüt: 

11) 

10» +4. 10» +  3. 10  104030  .ftooft^o«,^ 

+ 10«  +  5.  JO*  +  6. 10»  4^1  =  ^  +  rüöööül  -^'«»»195135% 

aof  11  Stellen  riebHg.  Die  12te  Zifer  iet  en  die  filoheit  m  kiefn. 

12) 

=^-l»^5.1O>  +  0.i»^l 
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diiJ  10  ^Stellen  ricliti«^.  Oic  iilc  i^t  um  3  zu  klein.  Aus  ^^^o.  8) 
efbäU  luau  iiii  r  =  (>: 

18750  1  05000-1- 20-280 
*°    +  IÖÖ375  +6öÄröO+3Ö4ÖÜO-|- 17576 
^  ,  104030 

^.     ^         6.5»+20.5^  24 +  0.5.24« 
14)  •  .         s  6— 


s6- 


7.6«  +  35. 5*. 24  -f  21 , 5« .24«  +  24» 

187504  00000  I  I7isO 


109375.i.  5250ÜO  4-  3024ÜÜ  f  13824 
96030 


Die  Ausdrucke  in  Nro.  13)  und  14)  ffihren  auf  die  gleichen 
Resultate  wie  11)  und  12),  und  dies««  bestätigt  die  Richtigkeit  der 
in  Nro.  8)  aufge^^telUeii  Gleichungen.  Die  Auäuertliuug  geschieht 
aber  mit  lirüsserer  Muhe  und  auf  zieniticheni  Uinwe^. 

Die  Gieichungen  5) — 8)  haben  den  Vorzug  vor  der  gewübniichca 
Methode,  dass  die  Umnaodluog  der  Wurzelgrüsse  in  eineu  Ketteo- 
bnwby  die  bei  jeoer  iamier  nötbig  wird»  gans  wegfilllL 


4. 

Von  grosser  Hraucliharkeit  sind  die  nii  u  hungeri  Nro.  10)  — 1*2) 
^.  ).  ptnersütts  für  sich  selbst,  UF>d  andererseits  dadurch,  das;»  mit 
ihrer  Huiic  dit'  hinher  autgefurnlcrMMi  Darstelhiiigen  noch  beque* 
mtx  und  convergentei  |;emacbt  werden  kiiniteu. 

fst  nämlich  die  Wurzel  einer  bestimmten  Zahl  A  nach  der 
fewAfcatickeii  Methode  durch  einen  periodischen  Kettenbmch 
VA^m-^KißiM  %  9m\  ai »et, ....«•;.••.) 

deif—teHt,  no  hnt  men  nach  den  Erdrteningen  von  {.  1.  nnd  {.  11. 
fcIgenJen  Anedmeic,  je  nachdem  die  GiiederantaM  der  Periode 
(11)  gerade  oder  ungerade  Inf: 

)       1).  .  •Vil  =  «i  +  2v^^l&-^=Fi:(Ä.TÄ.«*fÄ  J 

-  *  +  ^  (5  +  V5»f4)^  -  (5-  VWny^ 

Die  oberen  Zeichen  gelten  für  ein  gerades,  die  unteien  für 
eb  angerades  jij  m  bedeuitt  die  nScbst  niedere  Wurzel  von 
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A,  Zm-t»  ^n-i,  Ifu,  ZSbler  und  NeDner  der  iwei  letiten  Par- 
tialbrOche  des  isollrten  R^ttenbraclis  Ar(fl^,  ....  Oit)»  ferner  ist 
5=  iVi»-|-Z»*i.  Hieraiw  ergeben  eteb  nun  neeb  den  bUberl* 
gen  Entnrlckelnngen  feigende  Dareteilungen  nur  weitem  Benutsang 
filr  einen  periodischen  Kettenbrneb  von  gerader  GttederanaabI : 

2) 


_  1_  .  2(r^^-M(r),.V-3(^-a_4)4-(rj,6>-^(.^-4)H...;, 

+  AT^^i  L^»-»-  i  (r  +  J)>  4;  (r  +  1)3  .S--^(.S^-  1)  1 

ßir  eioeii  mit  ungerader  Gliederauzahl : 

3) 

_         *1_  2(r>y  -M  (r)3.y-3(S-H4)-t  (r).vV^-\NH4)»»0, 

-    +  Nn-^i  ^^'^-^  ^  i  (r  + 1)  1^ T(r+1)»  Ä^-^Ä*  +  4) 

Wendet  man  die  £rc\voiiueuen  Kesuitate  auf  die  Darstellung 
von  V13  an,  so  bat  man: 

V18  =  3  +  K(h  1.  J.  1. 6;  1. 1. 1, 1, 6; . .). 

Hierin  ist  fi-=ü,  m  ~  3,  und  aus  A(l,  1,  1,  1,  0)  erbalt  lunn 
sofort  ^4  =  3,  iV^=:5,  iV5  =  33  und  *Sc^30.  konunt  tiaher  die 
Gleichung  Mro.  3)  zur  Anwendung  und  es  cri^eiien  sich,  wenn 
r=:I,  *2.  3»  4  gesetzt  wird^  der  Ute,  14te«  19te  und  24stc  Fartial- 
bruch  tür  v'J.I: 

4) 

l  100 

Vl3=3+i(3+3^,)  =  3  +      =  Zfiomm. 

Die  iettCe  Zahl  iet  vrobl  auf  14  bia  15  SteHen  riefatig.  DU 
aas  der  ziveiten  Form  I0  Nro.  3)  flleeaenden  AiudrOcke  sind  aicbt 


• 

• 
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aafj^efYihrt.  Sie  £»eben  die  gleichen  Werthe.  Ihre  Aiiswertbung 
macht  .Iber  nielir  Mühe,  lür  den  246teii  l'artialbruch  (r  =  4)  cr- 
bait  uiaa: 

1        «  i'xjL.       2(4..1fi3  f  4.3a(3f)^H))  5097j4_3 
V  lo  —  j  L*i  +  6.36*+  10.36*(36*-»-4)+(3öH4)2J""**  +  8417525' 

Die  Partiaibrüche  von  V 13  ^sollen  der  Vergleichuog  wegen 
Uer  stehen  : 


Pt 

=  1. 

_23/8 
^"  "  3927' 

Pt 

• 

1 

_39g7 
— 6485* 

2 

„  z594U 
■   "»"^  42837  •  • 

3 

•  29867 
—  49322  • 

ein 

2Ü 
—  33' 

r 

55807 
~  92159 ' 

p. 

23 
—  38* 

_  89674 
— 141481  • 

Pr 

43 

141481 

233640  • 

66 
—  109' 

934560 
1543321' 

n 

109 
-  180' 

1070041 
—  1776961  ' 

720 

2010601 
3320283  • 

Pii 

829 

1369 ' 

3086642 
^»  —  5Ö97243* 

Pw 

1549 
—  2558* 

5097243 
—  8417525 

Hieraus  besthtii^t  sich  fUe  liieliligkcit  iler  mitgetheilten  Glei- 
chungen. Bei  HeuutziiiiL;  der  Glpichnngen  von  Nro.  2)  und  3)  nird 
die  Schrift:  Can o n  P c H  i a n  u s  uj ct.  0.  F.  !) egei».  Ilarn.l8i7, 
iro  die  {icriodisclien  Kettenbrüche  von  V2  bis  VlOOO  angegeben 
wmdt  gute  Dienste  tbuii| 

Gans  leiebt  und  ohne  weitere  Vorbereitung  lassen  sieii  die 
Gleichungen  Nro.  2)  und  3)  auf  eingliedrige  periodische  Ketten- 
bruche von  der  Form: 
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VA  =  Vw?TI==«  +  iS^(2m,  21«,  2m ,...) 

atmenden.  Es  wird  dann  am  bequemsten  sein,  zar  VenneidoBg 
des  Zeicbenwechsels  eine  ungerade  Gliederzahl  zusammen  zu 
fassen.  Es  gelten  dann  fär  die  beiden  Formen  in  Mro.  3)  folgenie 
Bedingangs  •  Gleichungen : 

6) 

Z— 1  =  (2i»)"-'^  \  («— 3)(2m)"-*.+  (ji~4).(2jii)»-ö...., 
iV^,  =  {2m)»-i  +  («-2)(«m)«-»  +  («-3),(2m)*i-»  

2„    =  (i///)«    +(»— l)(2iii)«-«  +  (M-2)j(2i«)«-*  + 

Hierin  sind  für  n  die  Zahlen      5,  7....  zu  setzen. 

Zar  Darstellang  von  V2  =s  1  4-  i^(2,  ^  2^ ....)  erbüt  mao  fiir 
n  =  5 : 

Z4:=2>+2.28lo,  ir4ss2«+3.2S'i>l=29, 
JS^  =  2*  +  4. =  70,    N=  70  + 12  =  82. 
Durch  Einführong  dieser  Wertbe  in  Nro.  $  entsteht  für  r=2: 

1  82  1  *>  2  82 

=3 1  ^  s  U142136623.... t 

auf  9  Decimalstellen  richtig.  Dieser  Ausdrncli  fiUit  mit  den 
14ten  Partiatbrnche  snsaromen« 

§.  5. 

Die  in  {.  3.  gefundenen  Resultate : 

1)  .  .  .  V^'?=:m±Ä(±^*.2m;  i:J,2m;....) 
und 

2)  .  .  ,  V m*— IsstM— X<2m»  — 2iii;  2m,  —2m;....) 

lassen  sicTi  auch  nach  dem  in  §.  4.  angegebenen  Verfahren  aof 
sehr  Vwx/M  (uul  bequeme  Ausdrücke  zun0ckbringen.  Man  kao" 
nfiniüch  in  diesen  Darsfelluogen  entweder  2,  oder  4,  oder  6  Glie- 
der u.  s.  w.  zusammenfassen  und  sie  sofort  wieder  als  eingiiedrige 
Kettenbräche  bebandeln,  vrobel  die  tttr  ein  gerades  »  geKeadea 
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Gleichungen  Nro.  2)  J.  4.  in  Anivenduog  kommeii.    Da  aber  für 

-f/i  und  \  — p  verschiedene  Gesetze  gelteo,  iiat  luati 
beide  l'ormeo  zu  UeuDeo« 

INtt  Form  WtS^Tp  ordnet  sieh  inimittelbar  dem  io  Nr<K3) 
}.  4.  liegenden  Geeeiie  unter»  daher  bat  man : 

3) 

VieF+p=m+jy^^L ^1  —  j)Sr-«^(fi:2y^sr-4-.... J 

=  «  +        IZ^i  -    (^  +  1)^^.(^+11,^5«^  T  J 

wleff  fiolgeedeo  BedioguDgen : 

4)     '  * 

Ä^«(^£:l+(_2)(J?^ +(»-3).%l  +  

p  *  p  * 

ttr  «le  geraden  n,  wie  die  Voraneeetinng  Teriangt   Die  Bedin- 
guigfl-Gltichengen  Nre.  4)  ergeben  eicb  ane  Nro.  5)  nod6)  f.  1., 
Sm 

«enaes— •  ösSm  gesetat  wird,  naeb  den  ndthigen  Redne* 

flinen.  Int  p  ein  Tbeiter  von  2ei,  ao  llllt  p  weg.  Ut  aber  p 
ktin  Tbeiierj  oder  nnr  tbellweiee  ein  Tb^er,  «o  entstehen  Brach- 
Inen«  die  ab  nelehe  bei  de?  Ebfilbning  beibehalten  werden 


8eU  hicriiaeb  VlS^a-h  Küfl^^i  V«^d;....)  amgcformt  wer- 
den, 80  erhfilt  man  aufl  Nro.  4),  wenn  ms 4  geeetat*  aleo  vier 
(üedet  ale  eine  Periode  betrachtet  werdeni 


^    3  6* 

iVe=  4i  +  -x =       end  iSsll9, 
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und  man  hat  für  r  =  l,  2  aas  Nro.  3): 

5) 

Diese  Wertbe  fallen  mit  dem  loten  und  19ten  Partialbrache 
▼on  Vl3  zuaammen,  wie  sich  aua  Nro.  5)    4.  ergibt 

Man  kann  fibrigena,  wenn  p  kein  Tbeiler  iron  2m  ist,  p  «yf 
folgende  Art  entfernen.   Aus  Nro.  4)  ist: 

»> 

1 

Wn-t  =  -„  [(Zm)"-»  ^•  («-2)  (2m)»-».;»  +  (w— 3),  + ...] 

^l,=:  ~  [(2iii)«  +  (fi-1)  (2fji)«-«  .|i+(ji-2),  (2m)— Jä  V-V 

Ä  =  iV.  +  Z«-i=  i(iV^'  +  ^  4  -^i- 

P*  p« 

Wer«leii  diese  Werth©  In  die  erste  Form  Nro.  2)  j.  4.  eingeführt 
so  entsteht: 

5   .  z„_i'  . 


Hier  hat  P  folgende  Form: 
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«renn  die  PoImiicii  von  p  geordnet  itiid  die  gcraeiDSchaftlicheii 
Fscteren  ansgeschiedeo  werden.  Fdir  Q  entsteht  auf  gleiche  Weise: 

Werdsti  diese  Werths  In  Nro.6)  singsffihrt,  so  ergibt  sieb: 

Schreibt  man  nan  statt  P'  and  <^  die  dareb  sie  angeseigten 
Werths  ein»  ebenso  die  aus  Nro.  5>  fttr  Nm-tU  Zm-^\  und  Si 
gdfssdeD«  so  erhält  man  daiiii  folgeedoD  sehr  beqaenea  Aus» 
diueb»  da  maa  die  Striche  weghissen  kann, 

7).  .....  :  V^  =  » 

1    r  (r-2)^».;>"  +  (r-  3)^  S^-^.p^  ....)-| 

iV„-i  L^"-^*'    Sr^{r-i)  +  (r-  2)^  Ä^.p*«....  J 

sMer  folgenden  Bedingungen : 

8) 

2^1  =  p[(2«)^«+(«-3)(2»)-*.|>+(ii-4),(2m)-».|i»....J. 

=  +  («—2)  (2/»)"-". />  +  (« — 3)2 (Swi)— ... 

i«.   =  (2m)«  +  (»  ~  i)  i:lm)^-^,p  +  («— 2)^(2m)»-*.;>«+ 

bei  '^ernfiem  tt.  Dieser  AiisiluitU  Uiiii«»t  jeden  Kelteiibrucli  auf 
/wfi  (ilie<l«T  zurück  und  ^\\)t  den  Werth  der  fragliclieo  Farüal- 
brüdie  lo  jetter  beiiebigeii  ixeoauigkeit 

Das  gaoa  gleiche  Verfabreii  Ist  bei  der  Umwandlung  der 
vrsitea  Form  In  Nra2)  j.  4«,  aoauwendeD,  wobei  jedoch  die  die 
ifltsren  Glieder  beglolteoden  AnsdrOcke: 

«1  heridtsichtigeii  elnd»  die  in  folgende  iffiergehen: 

Sctxt  man  sofort  diese  Werthe  ein  und  iiKirht  diu  weiter 
&ütbigeii  Ucducttunco,  so  crbUJt  uian  au«  iSro.  2.  ^.  i). 
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9)  VA^m 


4 


1   r„       tj*'\rSr--^HThS'  -HS~ip-)  \ir)^Sr-\S'^-Ap^)^,„)-^ 
iVn-iL^-*"  i  (r +        +  (r  +  1)8  .y-^'V^  -  4/.")  j  I 

unter  den  iii  Nro.  8)  angegebenen  Bediiii^ungcn. 

Wendet  man,  nm  die  Brauchbarkeit  dieser  Crlelcliiuigeii  in 
leigen,  sie  auf  DarstclIuDg  von  V28  an,  so  hat  man  ir=5,  p=3 
an  setzen.  Nimmt  man  dnnn  n  s=  4  und  r=1  an,  so  ist  an« 
Nro.8)  Z3=30g,  iV^  =  i060«  10909  ond        11218  and 

man  erbSlt: 

auf  10  Decimalatellao  riebüg«  Die  Ute  ist  am  die  ünnheit  au  gfOM« 


5.  6. 

*  Um  die  Gleicbaagen  Nre.  3)  $.  4  aaf  die  Aoadricke 

anwenden  zu  können,  hat  mnn  den  Finlluss,  welchen  die  Zeichen 
auf  Zähler  und  Nenner  der  eiii/i^liifMi  I'artialbrnche  üben,  anzu- 
^('l)(jn.  Mihi  kann  hiebei  die  critnickeltü  Dar»teiluüg  der  Partial- 
brücbe  eiues  ketteubrucbes 

Ol 


p  _  «1 


u.  a.  MT*  an  Grunde  legen  und  dann  die  Zeichen  eiofähren,  oder 
man  kann  die  Gleleliungen  Nro.  5)  und  6)  §.  I.  HiefOr  benutzen. 

Ffir  die  Partlalbriicbe  deaKettenbnicbea  äi^-y,  2m;  -^,8m;„.) 
ergeben  alcb  fofgende  Formen; 
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/\«_i=--y—  and  ^'*«  =  :f7^ 


wtaa  «  gerade  Ist  Für  die  Partialbraclie  des  Kettenbrucbs 
J^^,  -2«;       — te;..^  eototelit 

irtDO  s  aogerade  Ut  und 


weno  n  gerade  ist.  In  beiden  FUleo  ergibt  sicii  für  die  2&eicbefi 
der  ZShter  und  Nenner  ein  Cyclus  von  vier  Formen  nnd  nrer  ffSr 
dte  eteten  Ketfenbroeh  in  folgender  WeiM: 

+  ,  +. 

Mr  des  sweiten  In  folgender: 

+.  — .  — ,  +. 
+,  +. 
Hiemne  eotnhnnit  eicb  folgende  Bemerkuag: 

S)  der  Nenner  eines  geraden  and  der  Zähler  des  annlttfll« 
ber  irorhergehenden  angeraden  Pirttalbrnebes  beben  angle  lebe 
Zeichen,  nnd  es  Ist  ^ Nn±Zn^x  ^       Rc>^M  N,  wo  gleich- 

leitig  die  obern  oder  imttni  Zeichen  gelten. 

Die  Gleichungen  Nro.  2)  §.  4.  gelten  onter  der  Vorausf^etzung, 
dass  beide  Werthe  Nn  und  Zn~\  da«!  positive  Zeichen  führen. 
Bei  ihrer  An«vendang  aaf  die  Kettenbruche  Nro.  1)  noee  die  In 
Nro.  2)  gemachte  Bemerkung  In  den  Calcul  anfgenommen  werden. 
Maa  erbÜt  daher,  wenn  man  die  drei  Grtaen  iV«»  Nm^\,  Zm^i 
mit  den  ivgeMIrigeii  Zeichen  eiaffthrt: 

arttio 
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P=(^„-Z„^l)^-l-(r-2)(iV«-Z„-l)''-H^r-3)4(iV„--Z„_l)'-*--..., 

Ö=(/V;r-Z«_i)' -  (r-1)  (^•-Z..l)'-H(t--2)t(^«-^l^^ 

bedeutet    Schreibt  mnn  nun  der  Kürze  weisen  AV*  —  Z«—!  = 
so  ergeben  sieb  aus  i\ro.  2.)  §.4^  folgende  Gieicbungeo: 

3) 

-    ^  iV;^!  L^*  +  (r  +        +  (r+l),  |K-«(II«-4H~J 
unter  folgenden  Bedioguugeo: 


4) 

(2r/i)"-2 

(2i/i)"-« 

(?m)*-»  , 

(2/;i)"-3 

(2m)"-4 

1> 

Durch  Anaecbeidung  der  p  formen  sieb  diese  Gleichungen  nach  dem 
im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Verfahren  in  folgende  um: 

5) 

ST^^^n-m  ?-rz    .+  p"(/)--'-(r~2)£>r^».ti».f...O 

>-y-in--^^JZ«-.f^_^^^^^,^^^^^^^^^^^.^^ 

- iV„-i  L**-*    (r  + 1)  Ür^iT  +  J;a  /y^-^  (iD«-4p«H^I 
unter  folgenden  Bedingungen  i 

Zm-i  =  (2m)«-*.p^(ii-3)  (2m)«-*.p*  +  («-4),  (2»)»-«.  ji*  - 

A„_i  =  (2iii)»-»  —  (j»-2)  (2m)»-»./*  +  (»--3),  (2rii)»-*.|>* - 

Nn    Ä  (2ni)«  —  («— 1)  (^Y-^.p  +  (»—2)3  (2«)«-*./?«—  

D  =iV,--Z,_i. 
Aua  beiden  folgt: 
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Y  M      J  _  «  +      _     ^  J)  Ur-% ^.    - 2)»  l>^~*~^  J 

«■4fr  roigeodcii  Bediogungeo: 

») 

Z.-.4  =  (2iii)— 2  ~  («  -  3)  (2I«)''-«    («—4),  (2iii;«~6  , 

/r,.!«  (Im)-»— (fi-2)<«lii)— •  +  (ii-3)t(2iii)—  

«  Ci«)»    -  (»- 1>  <2»f)— «  +  (II- 2),(2«)— 

1b  Nro.  3) — 8)  bedeatet  n  eine  gerade  Zahl,  die  nach  Belie- 
ben gewühlt  werden  kann,  ond  wodurch  die  Kürze  des  sieb  er* 
Itbeodon  Aotdmcks  and  d««aen  GeDanigkeit  bestimmt  wird. 

Will  man  die  Partiall>rüche  Tür  den  KeUeiibruch 
V^«?^  =  w  -  —21« ;  ^\  — 2m ;  ....^ 

nach  der  rj«  ^"  Ii nii<  1«  fi  /.urückiaufendeD  i^lettiude  bilden,  so  giU 
folgeodes  Ableitungbgesetz: 

^>  ^-  -  »^in«-iV;^' 

frorin  r/„  da«  Element  bezeicbnet«  welches  xu  dem  PariiaJbrucb 


Um  die  Brnnchbarkeit  dieeer  Gleicbnni^B  in  tilgen,  eollen 

einige  Anwendungen   hier   «stehen.     Zur  Dar^j^tclluni;  von 
^  %  25^_>  hat  man  m  =  5j  und  />  =  2.    Setzt  man  nun  »=4, 
r=l,  Ko  entsteht  aus  Nro.  tV)       =  100,  iV,  =  960.  iV4  =  94ai» 
I>ss920ä  und  hieraus  durch  biulührung  ia  Nro.  3): 

V)3  =s  «-Qgö(i^ + ^  =  ^  +  ^J^= Vö583J5233l2tl8J , 

wf  wenigpttoe  13  Stellen  richtig  •  womit  $.  3^  in  vergleicben  ist. 

Fflr  Vtt  iel  mssS«  ^s3  nnd  man  erbÜt  an«  deneelben 
lÜeicbmgen  fir  »sd  nod  t^l,  Z^^m.  iV^ssMO,  ^4s:9100, 
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auf  10  Stellen  richtig. 

Behandelt  man  gleichzeitig  zwei   correspundircnde  Wurzein 

V^m*  J:  1,  60  vereinfacht  sich  die  Arbeit,  denn  man  kann  ans  den- 
selben Zahlen  die  erforderlichen  Werthe  für  Zn-i,  Nu-i,  Ab,  5 
und  ableiten.  So  erhält  man  für  aus  Nro.  7)  — 9)  $.3., 
wenn  n  s  6  und  r  =  l  geaeUt  wird,  Z^ssd05,  I^^^im, 
Aos5473  und  iSs=ö778. 

III  7ß>>9fiq 

v«=2+ 1^9,(306  -  5778)  =  i+ j,^^f^^2^a(mmmm, 

anf  wenigstens  13  Stellen  richtig.  Ana  Nro.  7)  und  8)  dtcses  I^* 
ragraphen  Ist 

Z^=209,  Aä  =  780,  ^e  =  2911,  i>=t2702, 

V3  =  +  ^  +Sö  =  W32050b07ö68W, 

auf  wenigatena  13  Stellen  richtig. 

Man  sieht,  auf  welch  kurze  Ausdrücke  sich  die  WurzehTertfcc 
nach  der  angegcbenoü  Methode  zuriickbringeo  und  mit  welcher 
Genauigkeit  sie  sich  bestimmen  lassen. 


§•  1. 

In  jedem  periodiachen  Kettenbmcbe  von  der  Form; 
1)  Ji^ifli,      as«..«  am;  ag*  o^..«.  o«;«...) 

geboren  jeder  Periode  so  viele  Partialbrticbe  (n)  an ,  als  die  Pe* 
rtode  Glieder  oder  Elemente  hat  Es  entstehen  daher  in  jeder 
Periode  n  gleich  liegende  oder  correspondirende  Partialbruche, 
deren  Zahl,  wie  die  Periode  selbst  unendlich  ist.  Man  hat  es  da- 
her mit  n  Arten  oder  Classen  gleichliegender  Partialbrücbe  M 
thun,  die  sich  uuf  tul^^ende  Art  bezeichnen  lassen: 

worin  r  alle  Werthe  von  0,  1»  2,  3....<3o  durchlaufen  kann. 

Eine  Art  oder  Claaae  dieaer  correapondlrenden  Partialbiflcbe* 
die  (k— i)te,  findet  aicb  in  den  Gleicbnngen  Nro.  9)-]])  §.  1.  ^ 
handelt  und  auf  einen  eingliedrigen  periodischen  Kettenhraeb  ss- 
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ri7i  keoi»ra<;lit,  woraus  in  4)— 4))  mehrfache  Auweuduugeu  gemacht 

wurdeo. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig  zu  zeigen,  dass  sich  alle  in  Nro.  2) 
^zeichneten  Classen  correspondirender  Partial bräche  gltichfalU 
aof  eingliedrige  periodische  Kettenbruche  zurückbringen  und  sich 
sofort  direct  und  unabhängrs^  von  deo  vorhergehenden  darstellen 
lassen.  Hiezu  bieten  die  in  §.  9.  meiner  angeführten  Ahhandlong 
aofgesteUteii  Kesiiltat«  die  Mittel  iD  folgender  Weiee: 

Treent  man  die  erstes  p  Glieder  der  ersten  Periode  von  den 
Mgen,  eo  theiien  eieh  die  folgenden  Glieder  des  Kettenhmefae 
Uro.  ])  eelbet  wieder  in  Perioden  von  n  Gliedern»  jedoch  in  nn* 
d«rar  Ordnnng  nnd  in  nachetehender  Weine: 

3) 

l^(ei,ei.... 

^pti»  **■*  ep» ••••)• 

In  bel(deo  Darstellungen  iNro.  i)  und  oj  nimmt  jedes  Element 
die  deiche  Stelle  oder  den  gleichen  Rani»  (f7„  die  wte)  ein,  wenn 
man  vom  er.sten  Elemente  aus  nach  dci  l.'t  clitpn  zählt.  Trennt 
man  aber  den  Ketteubruch  Nro.  3)  in  die  i^olirtco  Urüche 

w  ändert  sicli  «Ii»*  Stellung  oder  der  Rans^.  ir»  web  hem  die  LIe« 
nente  unter  ei i  ander  erscheinen.    Beide  Daröteilungeu  werden  im 

Kolgenden  i»eaut/t  werden. 

Fir  die  l^artialbrüche  der  />ten  (  lasse  erhalt  man  nach  dem 
C wagte«  folgende  Gleichung  bei  gerader  Glied eransahl  (it): 

4) 

....  fl»;  a«-|.i  ....i^»  «1  ....Oji;  op^-i  ,...)^  P 

 1 

j»fi» 

Uiehn  bedeutet  wie  irüber: 

3) 

Mr_»'^-{r^'l)S^-^  I  (r-3)a.S^-*~.^  2(rS^->4 (r)3  5'-»(cS«-4)-K.) 
TiiU  XUtl.  «i 
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Bei  einer  ungeraden  CliederantaU  (n)  gilt: 

^t*"!  »       ••••  ••••  »  ••••  ^9 9  =  ^ 


Hierin  bedeutet: 

•2  (r  S»^»  +  (r)8  .^-3  ( +  4)  +  ....) 


Za  Nro.  4)— 7)  geliOren  folgende  Bedingangen : 

8)  Z* .  iV^  nnd 

beieieiinen  Ziiiler  and  Nenner  der  Ptetialbrtiche  ans  den  oben 
nnd  unten  angeschriebenen  An&ngi*  nnd  ScblnM^EIemeniei»  in 
dem  Kettenbmche  Nro.  I),  wenn  die  Elemente  vom  ernten  an  nn^ 
reekii  gesiblt  werden »  oder:  Zibler  nnd  Nenner  den  Torletm- 
ten  nnd  Nenner  den  leinten  PartialbraclMr  in  dem  laoMaiiKei« 
tenbnM^e  K((ti,  a^, ....np,  üf^i). 

•)  ^'X'  ' 

bezeichnen  c»leichfall8  Zfibler  und  Nenner  der  l\irtialbrnche  aus 
den  oben  und  unten  angeschriebenen  Anfant^s  und  Schluss- Ele- 
menten in  Nro.  1),  vom  ersten  Element  an  jiorechiiet,  oder  Zah- 
ler und  Nenner  des  Torletztei)  und  Nenner  des  letzten  Partial« 
brucbs  aus  dem  isolirten  Kettenbruche 

K{op^%t  n^ta»  ••••  n«»  ^ »  %#  ••••  Op,  op^i). 

Die  Werthe  der  Z  und  N  iü  Nro.  7)--10)  aind  nach  der  gaivlibii- 
lieben  Metbode  au  bilden. 

Die  genannten  Gleidinngen  galten  fttr  die  AUeltui^  det  Par* 
tialbrficbe  aller  Claaaen  oline  Unteracbled.   Bei  der  Anweadva^ 
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auf  die  der  zwei  letzten,  der  (//  -  l)ten  und  //ten,  »uni  »ie  jedoch 
nicht  Hühl  praktisch.  Daher  sind  die  in  iNro.  U)  — 1 1)  ^.  1.  miueivo- 
beneo  für  die  Bildung  der  Partialbrüche  der  (n  —  l)ten  vorzuziehen. 

Das  Ahleitongsgesetz  iiir  die  Partialbruche  der  riten  ClasM 
ergibt  eicli  aa  einfacliateo,  wenn  man  in  Nro.  4)  und  6)  ps^O 
•aCst  Dann  w{rd  bekanntlieb  2^  ssO  aod  /IT^s  I  aad  man  er- 

O  0 

hält  für  einen  periodischen  Ikettenbruch  mit  gerader  Glieder- 
anzahl (ji)  aus  Nro.  4) : 

llj  «  •  .  Kißif  0%,  ....  Um;  Ol,  Of,.... Ha ;....)  ss  P 

1  K^r 


n 

fir  eiaeo-mit  ungerader  Gliederanzaiii  (n): 
19)  •  •  .  Kiflit  ü%  a«;      #§9*.*.  e«;..»«)  =  P 

1  iV*.  Fr 


Fir  Jfr,  Qr  geltee  die  ia  Nro.  5) ;  für  Vr.  Vr  die  ia  Nro.  7^ 
aagaf^ebeiiea  WerHie.   IVj,  Z^,  iV^  und  Pi^^^  «lad  aaa  dem  fae* 

iirten  kettenbruche  a^, • .  a«,  Hn^i)  zu  bilden  und  es  ist 

Bei  Ermittelung  der  Wertbe  der  ia  Nro.  4;->li)  angegebeaeti 
GMdwafen  wird  man  dadareb  aebr  gelUrdertp  daaa  man  die  Vor* 
anbiea  der  Jf>  Q,  U  and  F  nor  einmal  aazugebea  bat»  deun  ale 
Waibia  fllr  die  apMefen  PartiaibHIebe  Immer  die  gleieben,  nad 
den«  dadareb»  daaa  man  folgeaden  niebt  nalatereaaaatea  Sala 
mm  der  Lebre  der  RetteabrMe  an  Blllfe  aimmi,  der  alcb  lelebt 
aaa  der  entwickelten  IHretetInnff  der  Partlalbriebe  beatitigt 

13)  Die  Summe  de«*  /Ca  Iii  lim  dos   vorletzten  und  dci* 
Nenners  des  letzten  Partialbruchs  ist  die  gleiche,  in  wel- 
cher O rd  n  u n  2;  auch  die  11  Glieder  des  Kettenbnichs  K{ai ,  ifj,.... a«), 
nias;  periodisch  sein  oder  nicht,  von  ir«»end  einem  Elemente 
aa,  von  der  Linken  zur  Rechten,  genonimct»  \^  erden. 

Dieaa  drfickt  sich  io  Zeicheo  so  aus:  In  den  Kettenbrücben 
^(fl^,a^....«te)s  JTCoi,  «8  o-^»  «1);  iTCetf  o^'**' 
if(niy I a»  <>yfa»  ••••      ^1»  ••••  *'H-i)****  ^(^n»  "i »  o^* —  om-\) 
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erzeugt  der  Zähler  des  vorletitteü  ufifl  der  Nenner  des 
letzten  Partialbruches  immer  die  gleiche  iSumme.  Es  ist  dah« 
in  BeziebuDg  auf  Nro.  1): 


Die  BedinguogsgleiebuiiK  ki  Nro.  10)  lästt  sich  daher  and 
so  angeben: 

Man  hat  d  iher  den  Werth  fiir  8  nor  einmal  ans  den  n  Glit» 

dem  der  ersten  Periode  zu  bilden.  Der  so  gefundene  Werlb  gilt 
für  alle  übrigen  Classen  der  l*artialbrüche.  Dasselbe  giK  m 
den  Wertben  der  M,  Q,  U  und  F,  denn  sie  bleiben  in  «!!(• 
Classeo  die  gleichen.    Jiet  der  Anwendung  des  Symbols 

kann  n  auch  0  in  Nre.  4)  und  6)  bedeuten,  wodurch  der  Ptf- 
tialbruch  der  ersten  Periode  (P^)  beieichnet  wird. 


Wir  machen  nun,  um  die  Brauchbarkeit  der  In  §.  7.  gefbode» 
nen  Gleichungen  zu  zi^igen,  eine  Anwendung ,  and  wSblen  W<» 
die  Bildung  der  Partialbrüche  von  Vl3,  die  oben  §.  4.  Nro.  {Mit- 
gegeben sind,  und  somit  zur  Vergleichung  dienen.    Man  hat: 

1)  .  .  .  via  =  3+Ä(l. 1,1, 1,6;  1,1.1,1.6;....). 

Die  Gliederansahl  der  Periode  Ist  an  gerade.  Daher  kMHit 

ISro.  6)  und  7)  §.7.  aar  Anwendang.   Aas  Nro.  5)  $.  4.  ist 

i$siV^+^'s33-|-3s=a6. 
Wird  nun  r=0,  1.2,3,....  in  Nro.  7)  §.7.  gesetzt,  so  erhält  raaD: 

Vo    0     C7,_l.  t7a__36_  36^.       _  36»+! 

1^'^36'  ^ —36«  + 1"  1297'  F,  ~ 36»+2.3»""4e728 

Ist  nunp=l,  so  erhält  man  für  die  l*artialbrüche  der  ersten  Cla«*«* 

^(1;  I,  1,1,6,1;  1.1,1,6.1;....). 
Z|  =  l,  iVj  =  l,  iV^  =  2;  iV^  =  15,  Z^  =  8,    und  hieraus  dofcfc 
Eiofuhrang  in  Nro.  6)  fi.  7. ; 

2)  .  .  .  .  />!  =J, 

_   15.1     _  15_23 

-  1—2.15  +1.8^     38  -  38* 
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—  1        15.36     _  629 

—  '    38.36  +  1.1  "  1369* 

 L^-l^^^Z  29867 

-  ^-"3Ö.1297>1.3ö  -^49322* 

-  15-^^*28       _  1076041 
^«  -  *~38.4Ö728+ 1.1297  1776061' 

Far  die  zweite  Claase  p=:2  wird: 

Ä(I,1;  1,1,6,1,1;  1,1,6,1,1;....). 

qimI  hieraus  z\=^h  iV^  =  2,  2^3  =  3,  ^  =  13,  iV^^^lS. 
Durch  EinAibruog  eutotebt: 

3).  .   .        «4,  ^  ^ 

'=i(l+3X5>2Tl3^  =  *^^+7i^  =  71' 
_  15.36  1549 

-  «(*  +  7l.36+2^-25Ö8' 

-  ♦(»  +  71 , 4(j728  -f  2. 1297^ "  3320282* 
F6r  die  dritte  Classe  p  =  3  wird: 

A(l,l,li  1,0,1,1,1;  1,6.1.1,1;....), 

und  hieratie  Z^=:s2,  iV^  =  3,  /Vj  =  (i,  ^:=:3,  33^20.  Durch 
EiufüijruDg  in  Nro.  6)  {.  7.  entsteht: 

fl,  — *P— 6.20f  3,3^~»^^~10ö^~iü9* 

p  «wo        20.36  2378 

-  109.3643. F"" 39»' 

«   _   20.1297   58674 

_   20^46728        .    3080642  . 

/  23  —  »(^-109.46728  -|-  3.1'iS?^"'6ü97243' 

Die  Partialbrilche  der  vierten  Ctaaae  sind  in  Nro.  4)  §.  4.  an- 
gegeben. 

Zur  Bestimmuog  der  Fartialbrüche  der  5ten  Clai^ii^e  kuinmt 
Nro.  12)  fi.  7.  nr  Anwendung.    Hieför  tat  2,  =  13, 

iV^  =  20,  und  man  erhält  durch  Einführung  für 
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Ä(l,  1,1,  1,0;  1,  1.  1,  1,0;....): 

 ^*  —  1.20  +  13  33' 

^'«»^  33.36+1  ""1139' 

20.121)7  25U40 
"  33. 1297  +  1 .30  ~  4iö37 ' 

'  „   _       20.46728  034500 

"  S3:467Säi+l.  1207 "'1543321 

Ein  zweites  Beispiel  sei: 

6).  .  V21^4  +  ür(l,  1.2.1«  1,8;  1»  1.2, 1.  l.S;....), 

worin  eine  Periode  mit  gerader  Ciliederanzahl  vorkomuit  und  wo- 
für Nro.  4)  uiiii  5;  §.  7.  zur  Äoweuduog  kommt.  Für  die  er«te 
Clasge  p='l  ist  i 

1,2, 1, 1.8,1;  1,2,1,1,8,1;....) 

und 

Zj  =  l.  ^J  =  I,  iVi  =  2,   z;=19,  iVy'  =  48. 

iV^^  +  2^  s  91  +  19ssA^+ Z^»  103 +  7  » 110. 
Aas  ^iro.  6)  §.  7.  entsteht: 

^-JL  i!^__^ÜL~Ji^  iT/3_  iw— I  _  JLW.< 

%~1*  ^i~HO'  Qj"'llÖa-l~"12099*  Ög""lip'-2.llO~13a07Mi' 
und  man  erbSit  durcb  EinfiDbraDgi 


48.1     _j     48  67 


Pt 

I 

p, 

p,» 

Pn 

2.48+1. 19-*""ll5~n5' 

48.110      _  7309 
115.110— l.l""  12649' 

48.12099  810523 
116.12099-1.  Iis  - 1391275* 

Für  die  zweite  Classe 

k{l,ii%h  1,8,1,1:2,1,1,8,1,1;....) 

bat  man  Z^:sl,  /Vj=52,  iVj=5,  ^  =  19,  A*  =  36 
bleraus  darch  Einffihrung; 
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S)  ...  i»,   SS  I, 

36.1     ,         .  36,  127 
=*^^+6.36  +  2.l6^  =  *^*"*^  213^=218' 
P       wi.      36.110  13969 

D  —  A/i^       36.12099  153(>4i>3 
P«o  —  *  (■  +  2102099 -  i .  110^  ~  2(>a7ti02' 

FOr  die  dritte  Classe 

Ä(l,l,2;  1,1,3,1, 1,2;  1,1,^1, 1.2;....) 

let  ^3  =  3,  A3=ä,  i\^  =  7,  -^=43,  iV^*  =  4b  uod  es  eotsteht: 

9).  .  .   -Pa  =«. 

.  =  «3-7  4^3-4-3)  =1(3-  55i)~5X' 

_    i       48.no  _35307 

48.12099  3883449 
P«-t(3-B51.iaP99.5.110)-(i665999' 

Für  die  vierte  Ciasee 

jr(l,1.2, 1;  1,8,1,1,2,1;  I, JJ,  1, 1, 2, 1 ; ....) 

Mt  Zj  =  4,  /Vj  =  7,  2Vj  =  12,  Zj^ «  7.  iVj,=ÖO  «nd  bieraoi: 

Ift.  .  =^ 

60.1  _448 

i^io  =  U4  +  12.60+7.7^—*^*  709^-769 ' 

_  60.JI0  49276 
Pw  «  *(*+7(iU. 110— 7.1'"" 84583* 

60.12ÜÜ9  fSiWm 
Pm  -      + 709. 12099 -7. 110^  "9303301 

Für  die  fünfte  Claese 

K{h  1,2, 1,1;  8,1, 1,2,1,1;  8,1, 1,2.1,1;....) 

Iiet  man  aus  Nro.  10)  §.  1.  zj  =  7,   iVj  =  12.  iV*ssl03  und 

S=i  103-1-7=  HO,  und  hieraus  durch  CinführuDg: 

» 

11)  ....        S  Ä» 

1  769 
Pii  —  rt(7-|jo)-|32a' 
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i  17      T»W  — 12099^  ~  145188* 
u        .  n      12099  ,  930336i 
=  "    - 1^780^  ^  15969300' 

FOr  die  sechste  Classe 

IC(1,1.2,1,J,8;  1,1,2,1,1,8;.»,) 

ist  aus  Nro.  11)  §.  7.  i\|  =  1 ,       =  43,  iV^  =  60. 

60  _60 
11).  .  .       —1.60  +  43— lai* 

 (iO.llü  6600 

iOa.  110— 1  13329' 
_      60.12099  728940 
-  1ü;5.  I -'099  — 110""  1240087* 

00.1330780       _  79840800 
^    —  103. 13307«0- 12099-- 137068241* 

Von  der  Dichtigkeit  der  hier  aufgefundenen  Partialbrlicfce 
kann  man  sich  überzeugen,  wenn  man  sich  die  Mühe  giht,  mdl 
der  gcwohrilichon  zurücklaufenden  Methode  die  24  ersten  Partiat 

I)  niche  zu  bilden,  li^s  zeigt  sich  aber  aus  den  angegebenen  Rfr 
suhiiten  die  Brauchbarkeit  dieser  Gleichungen. 

Die  (ileichungen  des  §.7.  sind  nicht  in  der  Alisidit  mif'.'*^- 
theilt.  Ulli  sie  zur  Auswerthung  der  Wur/nln  zu  euipfehlen.  fiie* 
für  ist  ihre  rniivprtrtMiz  nicht  rasch  uenug.  Die  Partiall'füche 
der  tM>t(>ii  l^eriode  geben  nur  weikisc  Üecinialstellen  und  inao 
niit8»  auf  «pätere  Brüche  zuriickgreifen,  um  eine  grossere  Ge- 
nauigkeit zu  erhatten.  Will  man  sie  dennoch  zu  diesem  Zuecke 
benutzen,  so  wird  es  ara  besten  sein,  biezu  die  Gleichungen  der 
letzten  oder  vorletzten  Classe,  also  Nro.  2)  und  '>)  ^.  4.  und  Nro. 

II)  und  12)  §.7.  7M  wnhien,  da  sie  hiezu  am  bequemsten  sind. 
In  allen  diesen  F;«llen  werden  die  Gleichungen  von  §.  5.  und  6. 
viel  bessere  Dienste  leisten,  da  sie  die  geringste  Vorarbeit  be* 
dürfen. 

Der  Grund ,  vrarum  die  Gleichungen  des  §.  7.  mitgetheiltaiei 
liegt  in  der  grossen  Brauchbarkeit,  welche  sie  in  der  Anwendosg 

auf  die  Zahlenlehre  und  unbestimmte  Analytik  haben,  denn 
lösen  dort  auf  ein'»  iranz  einfache  und  hecjueinc  Weise  Prrddenif- 
die  auf  anderem  Wo^e  nur  init  violcr  IMühe  gelöst  werden.  ^'^ 
verdienen  dort  besondere  Beachtung.   Auf  diesen  Gegenstand  g6* 
denke  ich  hei  einer  anderen  Gelegenheit  «urflckzukonimen. 

Um  aber  den  Verzug ,  welchen  die  Gleichungen  der  §§•  ^' 
und  6.  vor  denen  des  7.  bei  der  Auswerthung  der  Worieln 
haben,  zu  zeigen,  wird  ein  Fall  genügen.  Wendet  man  dje 
Gleichung  Nro.  3)  §.  6.  u.  ff.  auf  die  Berechnung  von  V21=V^26''4 
an  und  setzt  ii^6,  r  =  l,  ao  wird: 
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Z«sö5l,  JS^=z\m,  iVe=  12649  und  D  =z  I2m 
ond  bteraos: 

I  1  000*5000 

J3).  .  .  V21=6-fMn(5öl  +  j2ggg)=5-i''''^ 


=  4+ 


1320 

9303361 

15969360 


1596^ 


s  4.582575  61^  956840 


•••• 


aut  13  Stelieii  wenigstens  richtig.  Dieser  Werth  (äWi  oacb  Nro.  11) 
mit  dem  23ätei)  Partialbruche  von  V21  zusammen. 


§.  9. 

SchlteMBlicb  soll  noch  ein  Schema  hier  stehen ,  ivelches  zeigt, 
me  auf  «sehr  einfache  und  bequeme  und  zugleich  gegen  Uorlcli- 
lidLeiteD  ecbflttende  Weise  die  periodiecben  Kettenbrfiche  ßir 
WoiielgrOeeen ; 

I).  ,  \^A^m-{- K{ai ,  Oni  «if   «•;••••)» 

worin  m  die  nächst  niedere  Wurzel  von  A  bedeutet,  gefunden 
werden  können.  Ee  beruht  darauf»  dase  die  elnaeloen  Glieder 
oder  Elemente  einea  Kettenbruchs  durch  Division  des  erhaltenen 
Restes  in  den  vorigen  Divisor  dargestellt  upr(!erj  und  dass  da- 
mit die  Wegschnffiin?  flos  Wnr/.elzeichens  v f'rbantlf^n  wirf).  Be- 
zeichnet man  der  Reihe  nach  die  hiehei  entstelienderi  l>i\i»oren 

durch  rft»   •        hieraus  sich  ableitenden  Quotienten  oder 

Elemente  durch  ff, ,  fl«,  «3 ««,  die  augehurigen  Reste  durcb 
rj,  rj....,  80  ergibt  sieb  folgendes  Scbema: 


s 


"i5  

A^r^^_ 


«1 


VA  yu_ 


=  114 


=  Ä4 


dl  •  tfi  — *Ni  = 


rfa-ffa — = 


Man  hat  »ach  Angabe  dieses  Schema*«  die  Horisontalreiben 
der  drei  Colonnen  von  der  Linken  zur  Rechten  zu  durchtaufen, 
»OD  der  ersten  zur  zweiten,  von  dieser  zur  dritten  überzugehen 
u.  8.  M.,  wodurch  der  Ixcihe  nach  die  Kleniente  üj  ,  a^,    ge- 
fanden werden.  Erscheint  Im  als  (Quotient,  so  ist  die  Periode 
geschlossen  und  die  Glieder  erscheinen  von  da  an  in  der  gleichen 
Reibenfolge.  Der  Werth  von  irgend  einem  Gliede  der  mittleren 
Colonoe  VA  -|-  tp  liegt  zwischen  den  zwei  gaosen  Zahlen  m  -f- 
tmd  m -I- 1 ,  da  VA>m  und  <iii-|-l  i«t. 
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Bflfnerkt  man,  dass  ans  diesem  Grande  der  Kettoabracb  nie 

abbrecheil  kann,   fvenn  auch  der  Divisor  in  den  ganzen  Zahlen 

des  Uiviilenden  ofinc  Rest  theilhar  ist  iirul  dass  bei  Bilduiii;  der 
Quotienten  in  dt  r  /weiten  Colonne  immer  nur  die  ganzen  Zubleu 
im  Zähler  bei  der  Uiviäion  maassgebend  sind,  so  kann  man  das 
vorstehende  Schema  noch  einfacher  in  fuigender  Weise  darstellen: 

3) 


Mi  +  m 
dt 

di.Ui 

— m  =  Tg 

A—ti* 
dt 

m  +  Ti 
d. 

=  fl» 

d. 

in  +  rj 

d. 

=  a. 

-r,  =  r. 

=  «4 

A—u* 

.  .  1 

1     .  . 

-»•4  =  n 

Hieraus  erhält  man  für  V3I  Folgendes,  da  ^=31  und  m=5  t«l: 
4).  .  ,  31-25=6  6.1  —5  =  1 

Ö.l  -1  =  4 

3.3  —4  =  5 

2.6  -5  =  3 

3.3  ~5=;4 

6.1  —4  =  1 

6.1  —1  =  5 


31-25=6 

5  +  5 
6 

=  1 

31-1  - 

5  +  1 

5 

=  1 

31-16  „ 
6 

5  +  4 
3 

=  3 

3 

5  +  5 

2 

=  ö 

31-25 
2 

5  +  5 

=  3 

31-16 

5  +  4 

=  1 

5 

31-1  . 

5  =^ 

5  +  1 
6 

=  1 

31-25  , 
6  ~* 

^{^-10 

1.10-5  =  5 

Hiernach  ist  in  Rückaicbt  auf  Nro.  1)  und  3)  dacch  EinfiUiruiig: 

V31  =:  5  +  K{\,  1«  3. 5, 3, 1, 1, 10;  1, 1, ....) 

In  der  ersten  und  dritten  Colenne  ereeheinen  alle  Zahlen  ißitt» 
sichtlich,  deren  Kenntnles  ausser  den  Elementen  für  die  wffftfe 
Anwendung  Bedeutung  hat.    Degen  hat  in  dem  eben  angeflhf" 

ten  Werke  8.  i:^.  d.  V'orr.  ein  anderes,  vier  Colonnen  umfassende 
und  ziemlich  zu^ainmengeset/tes  8cheraa  zur  Darstellung  der  p^' 
riodiächtiu  Kettenbrüche  angegeben,  was  man  biemit  und  mit 
Legendre  Thder.  d.  Nomb.  f  V.  U. Ed.  vergleichen  kann. 
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SÜklll. 

Zur  BerechnuDg  der  OIoiiddistaDzeD. 

Von 

Herrn  Doctor  fF.  Ligowski, 

ProfeMor  iw  Matbomatik  an  der  Tereinigteo  Artillerie-  and  Ingeoievr- 
Schale  uad  am  See-Ca4eUeB<-Ia«lilal  tn  II  er  IIa» 


Es  sei 

d  die  wahre  uod  d'  die  scbeiobare  Uiatoos  zwischen  dem  Monde 

und  eioem  Stero, 

Udba  des  Sterns, 

H         „  W  „         Hfibe  dea  Mondes,  nod 

'/  der  Winkel  zwischen  den  Scheitelkreiben  des  Sterns  uad  de^ 
Mondes,  so  ist  bekaiiiUlich: 

1) «  •  .  .  €OBd  =  silier  sinA  -f-  cosir  cosA  cosy 

und 

S)  •  .  •  •  cosi{'s8iD0'slRA'-|-eosiSf^codl' eosy. 

Ans  Nro.  1)  und  2)  srgiebt  sieb:  . 

«      »  .  ^,  ^cos(J?— A) — cosrf     co8(^'~A')— cosd^* 

'  *  cösScösÄ     ~      cosff'cosA'  ' 

und  hieraus,  weuo 

coa£fcosA  _ 
cos  £f' COSA'"""* 

geiettt  wird: 

4)  .  .    cos  f /  =  cos  (/y — h)  4-  ?n (cos    —  cos  {H' — h')) , 

»elebes  die  nach  Dantborn  benannte  Formel  ist. 
Setzt  man  sur  Abkfinnng! 

ir— A  =  J  und  ü'— A'  = 

welche  Differenzen,  wie  man  aus  Nro.  4)  ersieht,  stets  positiv  ge- 
Aommeo  werden  künoeu,  6u  erhält  man: 
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5)  eond  s  eos^  -|-  m(6iMiii'*-eo8^0* 

Subtrahirt  man  beide  Seiten  der  vorstebeoden  Giciciiang  von 
eoad',  dann  ODtstebt: 

6)  .  •  eoad'^eoa d  =  cwd'-^eosd^ m  (eoB d'—  cos j^*) , 

oder  wenn  man  die  üifferenien  der  Coeinns  in  Prodal^te  ver- 
wandelt: 

7)  sin  i     +  rf)  sin  i  {d'  -  d) 

tini(4  ^-^)aini(d'— ^-m  sini(<i'-|-^')aini(<^-<^ 

oder  auch: 

8)  8ini(ii'  -t-  4)  sin  i(il'-<0 

Oer  Quotient  auf  der  rechten  Seite  in  £4ro.  8)  int  atets  «whr 
oabe  an  1,  daher  iat,  wenn; 

geaetst  wird,  ^  ein  aehr  kleiner  Winicel. 

Da  nun: 

1  -cotg(ddo+9)  =  ^,^4501:^^^=  ain(46o^.yf ' 

♦ 

80  ergiebt  aicb  nach  Mro.  8) : 

10) 

aini(<2       BlnHd   atn(45M  y)  ^  ' 

Wenn  der  (Jnterachied  d'-^d  gleich  «  geaeixt  wird,  ao  iat 
d  s=  d' — «  und  — ^  s  dt'  —  ^. 

Da  imii  2  und  90  sehr  kleine  Winkel  aihd,  bo  kann  für  sin^ 

und  aln^  beEiehungaweiae  ^'^liV  und  ysinl"  geaeUt  Herden, 
wodurch  «ich  aus  Nro*  10)  erglebt: 

ain  (45"  -|-  9) 
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W«Dii  4co645^  durch  a  bezeichnet  wird,  dann  ist: 

log«  SS  0,451545 

und 


6iD(45<>-|-9)8in(<^'  — ij;)  * 


Weil  I«  sehr  klein  ist,  so  erhält  man  filr  x  einen  Niberungs- 
Werth  :ri ,  wenn  im  Nenaer  von  Nro.  .12)  4^;  aosser  Acht  gelaesen 
wird.  Demnach : 

^'^^  ^»  ~        ein  (450  ^  ^)  ^ j„ 

VDd  daher  genauer: 

«g)  si  n  I  (f/'  +  z/)  sin  i  {d'  —  ^) 


14)  ar  = 


sln(45<>-f9»)8in(43e'— idr,)  ' 


Durch  Division  von  ^ro.  14)  und  13)  entsteht: 

* 

'  ^1  ~  siii(ti'— f^i)' 

mithin: 

16) .  .  .  log  X  =  log  xg  -f  (log  sin  d' — log  ein  {d' — )) 

=  log  ari  -f  (log  cose  {d*  —  \xi)  —  log  cose  d'). 

Zar  Vergleichnng  der  Rechnung  nach  den  vorstehenden  For- 
mda  mit  der  nach  den  von  mir  im  40sten  Bande  des  Archivs  S.  260« 
gcgehenen  Formeln,  lasse  ich  die  Berecbnnng  des  daselbst  mlt- 
gelheiltea  SSablenbebptels  folgen: 

Es  war  gegeben: 


H'  =  Ö30 
=  27 

41' 41» 

32  42 

d'  =  74«42'3"        U  = 

A  = 

27 

6'  34" 
31  5 

=  38 
df'    =  74 

8  59 
42  3 

^  = 

d*  = 

38 
74 

34  29^ 
42  3 

'r'  ^ 

51  2 
25  31 

</'-!- = 
d'-^/l 
2  " 

m 

56 

16  32 
38  16 

d'—/i'^  36 

33  4 
Id  32 

d*—J  = 
d'—J 

2  ^ 

36 
18 

7  34 
3  47. 
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logeoBjETss  Q»00?730— 1 

logcoB  h  SS  0,947867—1 

log  sec  h'  =  0,062240 
log8ini(i/'  +  ^0=  0,920731-1  log8in4(</'+^)=0,9il79W 
iog8in^(d^-^^)  =  0,490369-1  logsiDi(ii^-zf)=0.491480-l 

0,41045.3-1  S  =0,413240-1 
 S  g  0,413246-1 

iogcotg(45»-|'9»)=  0,997207  —  1 

9>s:  11' 3,33'' =663^" 

log  9=  %821730 

logass  0,451545 

S  =  0,413240  —  1 

log  cose  (460+9)  =  0,140123 

logcoserf'ar  0>Oi5070. 

logX|=  2.861314 

s     710,09^=  11' 80, 09" 
IjTi  =  6'  66" 

d'  =      74«  42'  3" 


d'-4:ri  s  0,015876 

log  cose(il'-ix,  )-log  cosec^^  +€!,000206 

logors  %86]6t9 
9  =  710,43* 
=:  1P60,43^ 
=  74«30'12,67". 

Der  in  Band  XL.  für  <i  gefundene  Werth  war: 

Ii  s  74^30' 12,0«'. 

ich  iüge  noch  ein  zweites  Beispiel  aus  ilt  r  Astronomie  von 
Del  ambro  bei,  in  welchem  das  x  ziemlich  groaa  wird. 

Gegeben: 

H'  =  !7^M7' 27"  ii'=10P46'43''       H  ==    18*' ;>8' 43" 

h'  SS    56  16 JO^  A    =;    65  Ifijj 

2l'   =  38Ö  29'  23"  =    37 ITIS* 

d*   =  101  46  43  rf*    r=  101  46J3 

d'+^'ss  140  10    6  2fs  139  24T8 

^-4^'  =   70  8    3  =   69  42 


d'-^A»  ^   63»  17' 20"  Ii'— a  64  9  ^ 

'.^Ig-i'  =  31  3b  40  '-^--^  =  32   4  31. 
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log  co8ir  =  0,g76587— 1 

log  sec/f's  0^1282 

logeoBh  =  (1.744493 

locsecA'  =O,26M06 

log8ini  {€l'  ^  J')  =  0,973334—1  logfliDi(</'-f  d)  =  0,972]58—  1 

jpg  sin        —  ^0  =s  0,719837^  1  |ogsin|(rf*— ^)  =  0,725131  1 

0.691191-1  ^  Ä  =0,097289-] 
 5  =0,697289—1 

l<«cotg(4öo  -f  9)  =0,993fK)2  -  I 

9»   24' 8.1"  =1448,1" 
Iog9s3,160799 
logasO,45I545 
5  =  0.fi07289  - 1 
logcose  (450  +  ^)  =  ü,  1 1 7 187 
logco8eil*=  0,009242 

log  jTi  =  3.466362 

jfis  2926,6^  s  48' 46^6" 
ix,  sr       24'  23,3" 

ig'  =  101P  46'  43" 
d'—ye^  ==  101**  22'  19,7" 
k>gcose(il'— lx,)=0,008611 
logco8e{£i'-iJfi)i  ___QQQo^l 
— logcosei^'  1 


|og^=  3,465731 
xz=  2022,34" 

=  48'  42,34" 
d  =z  101»  58'  0,66". 

IVadi  der  Formel  von  Borda  ergiebt  «cb: 

d  =  lOP  fS». 


Die  eotwickelteo  Formeln  werden  bei  Anwendung  von  fOnf- 
stelligen  Logarithmen  bedeutend  bequemer  filr  die  Berecbnang. 
Ab  Betapiel  bierxn  wSblen  wir  dasjenige,  welches  W.  von  Fre* 
den  m  a^aem  Haadbache  der  Naatik  S.  323,  nach  veracbie» 
^ttea  Melbodea  beracbnet  bat 
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Gegeben : 

JSP    =       45,5',  W 

d'  =  SP  33,4^ 
df-^J*  t=z  56"  32,4' 

=  27«  46.2' 

d'—J*  =  47*'  34,4 
d'  —  ^' 

^-5—  =23047,2' 

logcosJSr  =0,70641  —  1 
'  Iog8ec^'r=0,28513 

log eoe  A  =0,66099— 1 

logsec  h*  =0,33913 

Iog8iiit(il'+-rf0  =0,66832-1  logeln^a/  +  .^)  =0,66341-1 

log8mi(<^'  —^0=0,60666—1  logilnKil'— =0,6il44-j 

0,20504—1      "I  6  =0,274iö-l 

S   =0/27485  -1 

logcotg  (45« + 9)  =  0,99079  —  1 

9)  =  36'  25,4"  2185,4" 
log  9  =  3,33953 
log  a  =  0,45154 

.9  =0,27485^1 
iogcose(45^-|-<^)  =O.UtH)0 
logco8ed'  =  0,IÜ(jlI 

log  ^1  =  3,31803 

Xy  =  2079,9  '  =  34'  39,9" 
1^1  SS      17'  20"^ 

if'  =  5F33'  24" 
rf'— ia:,  =  51«  J6'  4" 


Iogcose(rf'— i^i) 

=  0,10786 

logco8e(c/' — 

=  0,00175 

—  log  cose  d'  \ 

^     log  X 

=  3,31978 

X 

=  2088"  =  34' 48 

d 

=     m  58'  36". 

von  Freden  findet  nach  der  Formel  von  Borda  für  ^ 
selben  Werth. 


=  61»  33,4'         M  s=  26^ 

h  =  62»  44' 

ä  =3^»  18,4' 

 d  =  5F  33.4' 

d'+  z/  =  54"  51,^ 
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Elementare  Behandlung  des  ballistischen  Problemes 
unter  VoraQSsetamng  eine»  der  ersten  Polens  der  Ge- 
schwindigkeit direct  proportionalen  Luftwiderstandes. 

Von 

Herrn  ffeinrteh  GretBchei^ 

Lehrer  der  Maiheiuatik  a»  der  liundctsiehraiMtaU  in  Leipxig. 


Im '2.  Hefte  dieses  Therlf  s  iles  Archivs  Ist  das  in  der 
lieberschrift  tienanntü  Prohleni  von  (lein  Herrn  H  e  ra  usge  ber  mit 
den  Hilfsmitteln  der  Inüniff-sinialrechnuni/  ausfVihrlich  behandelt  wor« 
den.  ^  ielleirht  ist  eine  L'UMiientare  Entwi?  kchini;  der  %vi»  htigsten 
der  dort  gefundeoeii  Formeln  für  Zwecke  des  ünterriciits  nicht 
ganz  ohne  Interesse,  imd  es  firtdet  deshalb  wohl  Entschuldigung, 
wenn  die  nachstehenden  Ijetrachtungen,  welche  allerdings  sacbUcb 
nkhia  I^eoes  bieteo,  ein  Plätzchen  im  Archive  beanspruchen. 

f. 

Ehe  wir  das  gestellte  Problem  selbst  in  Angriff  oehmeD, 
wollen  wir  erst  die  folgende  vorbereitende  Aufgabe  lösen. 

Ein  Punkt  bewege  sich  unter  dem  Einflüsse  zweier  Kräfte, 
welche  der  Kichlung  seiner  Bewegung  gerade  entgegenivirken. 
Die  erste  dieser  Kräfte  sei  constant;  die  Verminderung  der  Ge- 
schwindigkeit ist  dann  der  Zeit  proportional  und  ihr  Betrag  in 
der  Zeiteinheit  sei  a.  Die  zweite  Kraft  sei  direct  proportional 
der  erlangten  Geschwindigkeit  v  und  zwar  werde  der  auf  die  . 

ThtU  XLUI.  SS 
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Masseneinheit  wirkende  Thcii  dieser  Kraft  durch  das  Product 
jwr  ausi^edriickt,  wo  ^  eine  Conslante  ist;  d.  h.  wenn  die  Kraft 
während  einer  Zeiteinheit  conslaiit  wirkte,  so  würde  sie  die  Ge- 
schv\ indij^keit  um  jUD  vernundern.  —  l.s  soll  nun  die  Geschwin- 
iliL'keit  F  des  hewegtefi  Punktes  zu  einer  beliebitjcii  Zeit  /  und 
der  wahrend  dieser  Zeit  zurÜL-kgelegte  Weg  s  gefunden  werden, 
vor  uk>gei>cUt,  dass  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  ^  =  0  den  Werth 
c  liat. 

Um  diese  Aofgabe  zu  ICsen»  theileo  wir  die  Zeit  f  In  »  gMck* 
grosse  T  heile  %  uitd  denkeo  nns  die  wirkliche  Bewegoeg  so  ab- 
geSndert,  dass  die  vrilirend  eines  jedeo  Zeittlieileheos  t  statt« 
findende  Verminderung  der  Geschwindigkeit  auf  das  Endo  dieses 
Theilchens  verlegt  wird,  die  Bewegung  wihrend  eines  solches 
Zeittheilcheos  aber  ehie  gleiebfilrm^  Ist 

Bedeutet  dann  die  Geschwindigkeit  wfibrend  des  k\t%\  Zeit- 
theilchens,  so  wird  diese  am  £nde  desselben  Termindert 

wegen  der  ersten  wtdefbleheudeu  KraU  uiu  ax  und 
„      „  zweiten  „     „  |io.v; 

so  dass  die  Geschwindigkeit  im  (/;  4*^)^60  Zeittheiichen  <lea 
Werth  hat 

DeMBaeb  Ist  die  G< 


Sur  Zeit  0    i)^  =  c  ~h 

r  r 


99  «0 


»»  *» 


2t  esssriCl— f*T)--ar=2ii^  (1— 


9$  M 


Schreiben  wbr  in  der  leisten  Formel  =  statt  t  md  ksssn  n 
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über  .ill<^  Cirenzen  wachsen,  so  erhalten  wir  den  geiuui  riditigeii 
Werth  (ür  liie  Geschwindigkeit  t>  2ur  Zeit  t: 


Ä  ©s=:-i^^e-/^--. 

Zar  BMdmirog  dM  W«g«i  wdelier  io  d«r  M  f  ntM- 
fc4«gt  irordMi  bt»  dient  die  Gleiehang: 

tsliiii«(f^<|-i^4t%-l-»**-'|-«^i)»  «»flo, 

iet  aber 

=     u + a  - 1**) + 0  - 1*'^)       1 - i 

--9E±Ü  I— ^« 

und  auuach  ist 


=  lin.j^ll-(l-,.T)«J-«t?|.   «  = 


OD« 


Uolif  MM  *  sa  -  «nd  lleef  «  ttber  elb  C^reoien  weeiweiit  «e  et* 

hält  mao  sotort: 

(3)  ts-^;  (l-r-i^-- 


Ii. 

Wtr  wenden  nne  Jetzt  zu  unserer  Hauptaufgabe.  Ein  ^rdw  e- 
rar  Kirper  werde  mit  einer  Anfangageschwindigi^eit  V  unter  ci- 
nevi  gegebenen  Elevatlonawinkel  t  fortgetvorfen.  Auf  denselhi  n 
wirkt  die  Schwerkraft,  welche  ihm  in  der  Secunde  die  Beschieu- 
Big«ag  aeeh  neteo  eriheUt,  and  der  Luftwiderstand,  von  (!eni 
wir  Teniwincitun,  «r  eei  der  Geeidiwiedigkeit  o  propertieoel,  «iso 

Die  wirUielie  Bew  egung  dieaea  KCrpe»  aerlegen  wir  wen  in 
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eine  borii^üntale  und  eine  verticaie  Cumponente»  ivelclltt  ivir  ein- 
zeln ins  Auge  iuääcu. 

Für  die  horiionttle  Bewegung  geJteo  die  Formeln  womm 
Nr.L,  wenn  wir 

c  =  Fcost   und    a  =  0 

setzen.  Es  ist  daher  die  horizontale  Conponente  der  Gescbwie* 
digi^elt  Vax  Zeit  I  (vergi.  Formel  (2)): 

(4)  Da  =  Fcosi.e-A« 

und  der  In  dar  Zeit  t  In  boriiontaler  Riebtung  xerOckgeltgte  Weg 
betrSgt  infolge  Gleichang  (3): 

Fcost*  _ 


Wenn  also  mr  Zelt  1^0  der  bewegte  KSrper  die  borisootale 
Absciese  a  bat»  so  Ist  seine  Abscisse  znr  Zeit  1: 

.  Fcosi, ,  ^ 
(5)  «««+--^(1-«-/^. 

Fflr  die  verticaie  Belegung  maos  in  den  Formeln  der  Nr.  L 

c&=  Fsin»  und  iiss2G 

gesetzt  ncrden.  Es  ergiebt  sich  daiiu  aus  Gleichung  (2j  die  ver- 
ticaie (jeäcliwiniii<^keit  zur  Zeit  Ii 

/A^  ftFsinH-26?  . 

und  a(K<i  (;3)  erhält  mau  den  in  der  Zeit  t  in  verticaier  Hichtung 
zurüci^geiegten  Weg: 

bat  also  zur  Zoit  #  =  0  der  be^^-cgte  Körper  die  verticaie  Ordi- 
nate b,  80  ist  seine  Ordinate  zur  Zeit  ii 

Die  Formeln  (4),  (5),  (6)  und  (7)  sind  identisch  »it  (16),  (17), 
(18)  und  (J9)  in  der  Abhandlung  des  Herrn  Heraaegebacs  des 
Archivs. 

Her  KSiper  hOrt  aof  au  steigen «  wenn  vy  =0  ivird;  dieses 


Digitized  by  Google 


giebl  sor  Bestiramaog  der  dasu  nStbigen  Zeit,  welche  T  heieeen 
möge,  sttfolge  (6)  die  Gleichung: 

I* 


«DÜ  also 


folgt»  Qbereinetimniend  mit  (29)  der  citirten  Abbandlatig.  Biemlf 
elod  die  GrundformelR  flir  die  M^eilere  Entwickelung  geiFoanen. 


T 


Beweis  einiger  geometrischeD  Sätze« 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  t\  König, 
Obrrlrhrcr  am  KueipböUchen  («jinnasio  zu  Königsberg  i.  Pr. 


I. 

Thl.  XLILS.^.  ist  voo  dem  Herausgeber  des  Archive 
der  SaU: 

Weiui  in  dem  Dreieck  J/iC  der  Win kel  i4  dop- 
pelt so  gross  iöt,  als  der  Winkel  B,  so  ist  immer 

nebet  der  Richtigkeit  aetaer  UmkehniDg  bewieaen. 
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Aoch  weoo  A  =  ^B,  =AB  «.  w.  I«t»  Iwes  sidi  UMü 
Relationeo  swischen  den  Seiten  a,  b,  c  aufteilen,  wbm  sogJM 
ans  dem  folgenden  Bevreiae  des  angeführten  Satsea  erliallt  Be- 
schreibt man  nSmlich  um  ABC  einen  Kreis  nad  legt  an  deaad* 
ben  In  C  eine  Tangente  bis  sie  die  verlängerte  BA  in  D  acha«' 
det>  so  ist  ^Dss  ^B,  also,  wenn  man  AD  mit  d,  CD  aiitl 
beseiehnet»  t^a  und  ds^b,  und  da  <*=:<l(4l-|-c),  so  ist  aach 

LXsst  man,  um  die  Giltigkeit  der  Unitehrong  dieses  Satm 
XU  zeigen,  dieselbe  Construction,  dann  Ist  aua  * 

dibsstiü 

od 

Ist       welches,  in  l^s  d(d^c)  gesetat»  giebt: 

da*:=i^d^e), 
und  da  a*^ö{ö  -^c),  so  folgt: 

d.b.  ^D^^B  und  A^^B. 


Ist  A  SS  ZB,  so  wird  D^2B,  also  nach  dem  TorigeaSafM: 

b^^^did-^t), 
und  weno  man  d  und  l  mit  iJiire  der  Ausdrücke: 

ad^bi  and  f*s<£((i-fc) 

ellmiDirt: 

Umgekehrt  lat  A  =  ZB,  wenn  diese  Relation  stattfindet 

Setzt  man  nämlich  für  a  und  c  die  Werthe      und  — t^* 

d  » 

so  entsteht: 

d.h.  nach  der  Umkebrung  des  ersten  Satzes  ^D=z2ß  oü*^ 
A  =  6B. 


Far  AsiiB  ha^D^ZB,  also  im  ^ADCt 
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tmd  nenn  man  </  und  t  eliininirt; 

««6c«  =s  I  (o«— 6«)«-6»c«M  (a«— 6*)— 6c|. 

Auch  hier  ist  die  I^mkohntTJL;  des  .Satzf.-?  richtig;  deou  aub- 
stituirt  man  für  a  und  c  obige  Werthe»  ao  erhält  mao 

rf/«  =  (6«-ii«){6-rf), 

al«o  Ut  nach  der  Umkebrung  des  vorigen  Sattes  ^DssZB  und 

Offenbar  kann  man  auf  dieselbe  Weise  avrisehen  a,  b,  c  Re- 
lationen ableiten  für  A  =  517  u.  s.  w.  *). 


Ii. 

« 

Für  den  viel  besproebei^en  Sats: 

Wenn  in  dem  Dreieck  AßCiTäf.X,  Fig.  6.)**)  die 
Linien  AD  und  BE,  von  denen  die  Winkel  A  und 
ßhalhirtH-erden,  gleich  sind,  soistdas  Dreieck 
gleichschenklig»  n&mlicb  Az=zB, 

der  noch  ThI.  XLII.  S.  233.  zuletzt  bewiesen  ist,  gebe  ich  die 
folgenden  Beueise : 

Beweis  1*  Setzt  man  BDss  AE^w'f  so  darf  nur  ge* 
seigt  werden»  dass  x        sein  inuss. 

1)  Liegen  D  und  E  in  BC  und  AC,  so  bat  man  6x==c(a— o?) 
und  ojc' =  c(6  —  x'),  woraus 

cxic  +  ar*)  cj-'(c  +  x)  , 

Nun  ist  aber  auch: 

JDß  =  be-^xiü'^x)  Ä  B£«=  ca— d^(6— 4?'), 
und  für  a  und  b  obige  Werthe  substituirt: 

{ c»  -I-  a^^'  (c  +  X  +  x') }  (x — ar')  =  0, 


*)  Diess  intoressanten  RecalCate  weiten  anf  »in  allgemeine«  Gesels 
hin,  dessen  Aaffindäng  verdienstlich  sein  wfirde.  G. 

**)  Dies«  flgnr  hat  leider  anf  den  Tafeln .  dieses  Hefls  nicht  mehr 
Flau  Men  Iteneni  sie  wird  im  niehsisn  Helle  auf  Taf.lL  naefags- 
Hsfort  G. 
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welcher  Gleichung  nur  idurch  x  =.  x'  genügt  werden  kanu,  da 
negative  und  imaginäre  Wertbe  Itlr  x  und  x*  hier  nnbrancbbar  sind. 

2)  Liegen  D  und  E  in  den  Verlänj»eruni^cn  von  CB  und  C.4, 
d.  h.  sind  die  Nebpriwinkel  von  A  und   />  italhirt,  und  die  Hai 
biruiii^isllMien  schneiden  die  über  A   uDd  U  verlängerten  6eiteu, 
dann  beissen  die  enUprecbenden  Gleichungen: 

bx  —  c(a  \  x)  and  ax'  =  c(6  -|-  j;') , 

also 

 cx{c  -f  3:')      ,      cx'{c  ■[■  x) 

=  x{n  +  .t)  — 6e  =  B£*  =  jr'(A  +  or')  - ae, 

endlich  s 

I    +     (c  +  «  +  «')  I  (a?  -  «0  —  0 , 
also  wieder  x=x\ 

* 

^  Liegen  D  und  E  in  den  V^rlflngerungen  tod  i9C  ond  JCi 
dann  lats 

bx  =  c(a;  —  o)    und    «a;'  =  c(a;' — b), 

^  cx(x'  — c)      ^  cjr^(j?  —  c) 

xx^  XX*  e^ 

=         a)  —  6c  =        =  «'Ca?'— 6)  -  ac, 

folglich: 
d.  h«  X  = 

Dem  aiuiercn  Factor,  =0  gesetzt,  icann  durch  positive  WerA* 
von  X  und     iiicbt  genügt  werden,  denn  da  x,  auch  x'  >     so  i*t 

x-i-  x'  —  c  >  c 


also  x^(x  -f  x'  —  c)  >  c*. 
4)  Geht  AD\\BC»  BEl\AC,  dann  ist: 

g  =  900^4^ 

also  i4  =  und,  wegen  a  90<>'4^,  ^  ss  ü  ss  60»^  d.h.  <^ 
Dreieck  lat  gleichseitig. 
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Beweis  2.  Ee  ist  nur  zu  zeigen»  dase  ABDE  ein  Kreis- 
viereck ist  WSre  non,  wenn  A  und  B  spitz  sind,  B^A,  so 
kSnütb  der  Kreis  uro  A,  B,  D,  sollte  er  nicht  durch  E  gehen, 
wegen  ß'  >  a',  nur  die  Verlängerung  von  BE,  etwa  in  f ,  schnei- 
den. Dann  wSre  aber  >  ilZ>,  aleo  arc^D£'>arc/4£'/>  (da 
jeder  <180''),  folglich  auch  BDyAE\  d.  h.  a>/i,  oder^>^, 
wes  gegen  die  Annahme  streitet.   Der  Kreis  geht  also  dureh  £. 

Liegen  D  und  E  in  den  Verlängerungen  von  BC  und  AC^  oder 

mmmt  man  /l<90^,  H'^^fiP  an,  so  der  Beweis  diesem  ganz 
äboiicb. 

III. 

Beweis  des  Satzes  von  £.  Beltrami,  in  ThI.XLIII.  S.I02. 

Bellalten  wir  die  dort  an«;egeljene  Figur  Ix  i,  iMvcichnen  al>er 
die  i^araileilinieii  mit  Al^^  BK,  CN  {L  tind  A  rechts  von  A  und 

IT  links  von  IJ),  dann  ist,  nenn  mAik  ^OßJU  =z  ^OBK  üüd 
^OAJU^^OAL  geflacht  hat: 

Z.  CBHI  =  ä^LKBA  =  ^ BAL  ä  ^  Cl^, 

d.  b.  If  liegt  in  der  Peripherie  des  Kreises  um  ABC.  Beschreibt 
man  nao  diesen  Kreis  und  zieht  dann  MC,  so  hieibt  nur  noch 
Ibfig,  die  Gleichheit  der  Winkel  MCA  und  BCN  nachzuweisen. 
El  ist  aber 

^laCA  =  ^MBA  =  ^CBK=z  ^BCN. 
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De  loci«  geometricis  punctorum  lu  piano  triaoguli,  quae 
singularia  vocantur,  aDoolationes  factae 

l)".  Christiano  i^V.  Lindman, 


loter  omDM  eonstat»  ptincUi  Ula  I»  piano  triaagnlii  qaae 
cSDtnr  «ingularia»  ease  centra  circoli  cireoroaoriptl  et  inacriptt,  ew* 
trom  gravitati«  et  td  panctnni,  ubi  altitudioea  concmtont.  De  Ii* 
pnnctia  Eoleroa  jatn  abhinc  ceotnni  aoaia  diaptttarit  et  piepiie* 
tatea  qaaadan  eorom  aCtenÜone  digniaairoaa  iti?eoit.  VUn  ab 
eo,  itt  aaepisaiine ,  laonatratam  et  praerownifam  multi  aont  aeeotii 
nee  fere  qui^quam  „oleum  et  operam  perdidit***  MalCae  igttar  a 
multia  repertae  aunt  propc^aittonea,  de  qalbua  Lezicoo  Kldgeüa^ 
nam  ean  sup[ilemeiitia  tocapletisaimia  Cel.  editoria  bnjea  Afcblfi 
(Art.  Dreyeefc)  videte  licet.  Nemo  tameo«  quatitam  sd&m,  ia  leca 
horam  punetoram  geometrica»  qaiboadam  lateriboa  et  aegnüs 
triangali  variantiboa»  inqoiaivil,^  qood  igitnr  oeqne  inJaeoadeB 
nee  iautile  fore  mihi  fiauro  eat  Itaqae  aliquot  ex  bia  locit  af* 
ferro  niibi  lieeat,  etlamai  omoia  accurate  ezpoaaolaae  et  eoaiae- 
raaae  mibl  aonere  non  poaaln. 


•)  Das  neuerlich  et-pchlencTir  Protamin :  Ucbcr  einige  geometrische 
Ocrter  dtM'  m  c  r  k  \\  ii  r  d  i  g  c  n  Tunkte  des  ebenen  Dreiecks  von  Dr. 
Jim  F,n(]»'  Langensalza.  1863.  iiit  dem  Herrn  Vf.  unbekannt  ^cbH^^**^ 
wie  dies  mit  .solchen  Gelcgcnhcitsschriften  bihr  bRnfitr  der  Fall  ibt ,  namentlicu  woä 
das  Ausland  betrilTt.  Jedenfalls  ist  aber  sowohl  die  Darstellung  als  Bocb  der 
Inhalt  de-i  vorlicgendcü  sehr  echünca  Aulaatecs  de«  Herrn  Dr,  Lindman 
Herrn  Verüaseer  so  Tollkommen  eigenthüulich,  duss  es  mir  nur  giM 
betoedm  Fnnda  aMebta  kua,  dmelbeii  mit  d«a  fewindllcilMtw  Dnbi  ftr 
dMMB  Bfantadnag  hte  utifcuiüMflOB» 
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Batls  et  snmiDa  lateram  (=s2o)  aint  conataotea. 

Online  coordinatarum  orthogonalium  in  inedio  baseos  puncto 
coilücala  La^i^ue  ipsa  axi  abscissanim  suinl.i,  faLilc.  palet,  locum 
^eometricum  verticis  anguli,  b:isi  oppositi,  lillcris  ^  et  i^  coordi- 
oatas  hujus  puncli  deöigiiantilius,  esse 

«»1?»  +       =  aW,   .  (I) 

abi  est  6^=  — Si  puncta  baseos  extrema,  quae  sunt  foci 
EiUpaia,  litteria  A  ei  B  deaigoaDtur,  aequattones  lateram  sunt 

i|  =  (c  +  ö  tg^,   1?  =  (c -I)  tgB  (?) 

invenlre  iocum  geomctricum  centri  circuloruni 
inacriptorum. 

Poaitt«  coordinalla  eentri  s  ar,  aequationea  ractaram  par 
ceotram  et      per  ceotrain  et  B  tranaeaatiom  erent 

y  =  (c-|-ar)tg4i<,  y  =  (c-«)tgia.  .  ...  (3) 

Externiiiiatia  A  et  B,  ex  aequationibus  (*2)  et  (3)  inv«iiiuntur 

quae  io  (1)  aobstitutae  dabunt: 

Aeqaatio  illa,  tranaforinationiboa  quibuadam  factia,  tranait  in 

(a«-a:«)  ((«  +  c)  (c«-  a;^)  -  (a  _  c)^^«)  ((o+c)^«  -  (a-c)  (c«-a:«)) 

=  0, 

oade  babebimaa  aeqaatione« 

x=i±a,  (5) 

i|2  +   =          c*,  (o) 

^+  — r-  a:*=  —7—«*»  O 

qoae  «not  aequationea  loci  qoaeaiti  anb  diveraie  condltlonibiu. 
Aaqaationea  (6)  et  (7)  fillipaea  repraeaentantt  quae  per  pnncta 
baaaos  extrena  tranaeant*  aed  aola  (7)  probtemati  Ipai  reapondet 
lipa'iB  (6)  eat  loci»  centri  ctrenlomni,  qnornm  circnmfeientiae 
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basiii  et  latera  producta  tangunt  Rectae  (5),  azi  ordioataram  pa» 
rallelae>  locua  sunt  centri  circulorapi>  qnonim  circamferentiae  ooiina 
latus  et  produetam  baaio  aUenmiqua  latos  proditctam  tangaot. 

II«Pv#bl«  Inveoire  loctttn  geoinetrieum  pimctt»  iibialti- 

SixBty  auDt  coordiaatae  hajoa  pnacti»  aequattoaea  altitndiDiiiii 
per  A  et  ß  tranaeantiam  eront 

3f  =  (c  +  ar)CotÄ,  y  =  (c— x)Cot<4,   .  .  .  , 

Externiiaatts  A  ot  B  ope  aequationom  (*2)  et  io^eoiiiiitar 

 Jj'^ 

t  =  ;r,  -^--l  (9) 

quae  in  (I)  6ul>4>titutae  Uubunt 

.  .  .  .<I0) 

quae  est  aeqiiatio  loci  qiiaesiti.  Locua  ille  eat  curva  qitarii  or« 
dinis,  cujus  aequatio  $oluU  dat 


unde  liquet,  curvaiOt  quae  qoattuor  liabet  ramos  in  infinittini  ex- 
currentea,  reapecto  azium  »ymmetricani  esse.  Praeteree  palel. 
carvam  transire  per  focoa  Eliipais,  qai  sunt  puncCa  deplieia»  easque 
tineaa«  qoae  Ellipsin  la  verticiboa  tangunt,  aaymptetas  corvae  eaae. 
Ea  curvae  pars,  cujos  vertez  supra  axem  abacissaran  cedit«  Et- 
lipain  in  quattaor  puactis  aecat,  qaomn  coordiaatae  eoat; 

a  — 

=±2V^ä?=5«  „  =  +  — ^; 

_  j        o'  _        u"— c« 

o-\  pars,  cujus  vertex  sub  axi  abscissarum  jacet«  EUipsin  qooqae 
secat  in  quattuor  pauctis; 

'»  =  ±1  ^r-I^a^  y,  =  -  i 
a*  a*--c* 

PuDcta  («if  jfi)  et  (jTsy^a)  noa  saepias  ezaiatunt,  quam  ai  eat 
2c*  ^  a\  et  Sita  smit  \n  cfareomferentia  circull 
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cetera  puncta  jdceat  io  hyperbola  aequilatera 

Cam  illa  axem  ordmafaram  seeat,  quando  est  y  =  db  —  ^ 

qoae  puocta,  si  eat  2c*  =  c',  carletn  sunt  ac  paocta  extrema  azia 
aiinoris.  Circulua  nuper  Dominatus  ioter  carvain  et  Ellipsin  cadit 

Sülito   modo  invenitur  supcrücies  (;=  A)  supra  abscisaaiu 

X  S  c  esse: 


Poaito  a  =  cV2,  evadit: 


fti(k-m  reperitur  superüctes  (ünita)  iutra  axem  abscissaruiiiy 
cuTTam  et  asymptotam: 

Si  est  a  =  c\^,  iovenitur 

V2  • 


III.  Prolil«    invenirc  locum  geometricuin  centri 

gravitatia. 

Si  X  et  aont  eoordinatae  hujus  puncti«  habehiniu$*  propter 
cogoitml  aitoiD  ajua: 

ij=3y,   S  =  ar;  (II) 

qoae  in  (1)  subatitutae  auppeditant: 

quae  est  aeqaatio  EUipsis  Eliipsi  (1)  aimilia. 
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BmtU  (=2c)  et  differenti«  i»l«rttiii  (=2a)  tial 

constftDtei. 

Origioe  et  axibos  non  mutatis,  pat«!,  ioeim  verticis  aagoli^ 
ba«i  oppMiti»  Mwe  hyperbolam 

6«  I«  (13) 

quae  aequatio  prodit,  si  bi  pro  b  in  (1)  ponitar.  Cetera  reperin* 
tnr«  al  «^-fö*  pro     attbatitnitur.  Itaqae  altera  reetamm 

x=±a  (U) 

locua  eat  centri  circulorum  iDacriptemm*  altera  locna  ceatri  circa- 
lonuD,  qaenim  drcnmferentiae  baslo  et  latera  predacta  taagsat 

Hyperbelae 

aont  loci  centri  circulorum,  qui  unum  latas  et  productajn  basio 
alterumquo  latus  productum  tangunt.  ^ 

£odem  modo  ioveiiitnus  ex  aequatiooe  (lU),  oorvaia 

esse  locum  paoctorum,  ubi  alütudioea  coucurroot,  oec  fieripoiM^ 
at  ait  j;<a* 

Cnrra  Uta  per  feeoa  tranatt  et  oeto  habet  ranoa  ia  iafioHiai 
eieiirreDtea  rectaeqne  dp=  4;  a  aant  asyroptotae  ejus. 

Peaito  6t  pro  b  in  (12)  prodit: 

F        9   ^  «T' ^ 

quae  est  aeqnatlo  loci  centri  grantatia  et  byperbofam  hyperbelae 
(13)  aimlleoi  repiaeaenlat 

iiasitt  (—2c)  et  aD§r"lns  ei  oppotitut  {=■€)  lint 

consiaalca» 

Tsm  vertei  angoli  situs  est  in  circuuileieutia  circuli,  ciyaa 
aeqnatlo  eat 
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I*  +  1?*  -  -iciiCotCaic*  (18) 

1,  t»robl*   loveni r e  1  ocum  centri  circDioram 

ioacriptorum. 

8f  coordinatoa  psDcti  qnaesiti  =  et  y  ponuntur,  valore« 
«eonilBataniiii  {  tt  iy  ex  aequatiooe  (4)  sumendi  sunt  et  in  (18) 
•aWtituendi,  qao  facfo  invenitor: 

^joae»  tranttfonuationibus  quibusdani  factis,  datt 

**+y*+2c^tg|C«c«,  (Ii») 

2c^CptiC=c«;  (20) 

tMid#  llqii«f,  locQOi  qttMtttimi  «Me  eiffenlan. 

Illr  ( irciilus  prolilemafi  ip^i  ^;ttistacit;  circumferetitia  bujoa 
naooi  iatu«  et  cetera  latera  producta  taogit 

VU  Wwhl*   Invenir«  locam  ^eometricum  puoeti,  ubi 

altitudines  concurrunt. 

81 1  6t  ^  ttiaqnat  (9)  «oMitimtar  1»  (}%  proÜ^  mtin«l» 
frdtre  fj*— öi^» 

*«+y*  +  icyCotC=c*.  (2J) 

qoae  est  a«quatio  circuli  ctrcolo  (18)  aequalia»  sed  coordioatae  ceo* 
tri  ejoa  suot  j?=Oa       — cCotC. 

HI.  IPtvkl«   I  Dv«iilr«  locQii  f  eom^trleviB  centri  gra- 

▼  itatis. 

Valoribos  coordiaataruai  {  •!  i|  es  (II)  mioitia  «t  I«  (1$ 
•dMIlirti«,  liab«Wni«s: 

««+^«  - \cyi:^oi  (22) 

lla^M  locfls  quMltM  Mt  cfarcnlu,  ca)M  liAn  — tg^gf^  ^ 

spaHl  ttrtiae  radU  drcntt  (18)  «t  coordioatae  centri  «unt  x  =  0 
1 
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Basis  («2c)  ei  differentia  angulorain  ad  batia 

(ß  ^  A sz2ct^  eint  con stalltet. 

I*m»l»JU  loTenire  iocam  geometricttin  centri  circaloram 

inseriptorniD. 

Ex  aequatioDibus  (3)  inveuiuntur 
quae  cum  aequatiune  Ii  —  A=2a  conjunctae  ilabuut 

-  ^a^ya^t.4^a^* 

Aequatio  illa  in  has  duas  facil^  disjungitur: 

y'^  —  'lxy  Cot  ff  ~.:r«  +  c«  =  0  ('23) 

^a-|-2arytg«-a;2+c*=0;  (24) 

quae  sunt  aequaliooe«  duarani  liyperbolanini  «aquilateranifli,  • 
quibus  illa  est  locus  eentrl  cireuleiuni  InseriptoniiB  eorenique«  qui 
basin  et  iatera  producta  taogaot»  haec  est  locus  centri  cirenlonm» 
qui  unum  latus  et  productam  basln  et  atterum  latus  produebm 

tangunt. 

II.Pf^IiI«  loveuirc  locum  geometricum  paDCtoram,  nbi 

altitudioes  coneurrunt 

Cxtermioatid  ^  et  ^  ex  aequationibos  (8)  et  ß — ^ 
veoitur 

y«^2«yCot2«~«a-fe*«a,  (V) 

qnne  est  aequatio  hv[)ciholae  aequilaterae.  Uaec  byperbola  quo* 
qu«  eal  locus  verticia  aoguU  C  baai  oppoaiU. 

III»  Fvvlil«  lovenire  locum  geosnetrieum  eeotri  , 

grayltatis. 

Ope  aeqtiationum  {'!)  et  (II)  et  B  —  Assi2a  ?ariabUes  13*  ^* 
A,  B  extermtnaotur«  quo  facto  inveoitur: 

Cot^^«*+^  sfl^  (26) 

quae  est  aequatio  byperbolae  aequilaterae. 


* 
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Batii  (=^cj  et  aiiitudo  (=A)  sini  cousUute«. 

LocM  ferlitU  angnli,  basi  oppositi,  ett  reeto 

!2  =  A  (») 

I«  Pv«U»  Iii¥»iilre  lacniii  geometrieoni  circnloran 

ioscrlptomiii. 

Valor  ipaius  if  e  (4)  in  (27)  sub^titntns  ddiiU 

^««(A-J^y)(c«-«2)  (38)  « 

est  aequatio  M  quaesiti.  8oluta  illa  raapeetu  fariabilioni 
labaMaua: 

E  priure  perspicitur  esse  j^  =  0«  si  e«tjr=:c>  et  uece^fie  estse» 
A  c»^  jr<  a«t  o:*^  e'-f  al  lieri  poteril»  vty  ait  raalia.  Itidam 
fMta^  corvam  rectae         occnrrera,  al  aal  «=db  V  c* 

Posterior  aequatio,  eui  forma  iUa 

4an  |)oteist,  docet  inaxiiiium  ipsius  y  vaioreni,  qui  quidem  ait 
<  ~.  eaaa  s=  ^(V'^TA^-c)*  Quod  al  aat  f  >  |.  fariabIKa 
*  ceatioaa  craacit*  et  creacente  et  decresceiite  y  uaquc  ad 
fa^M  «flt  «8aa.  Cam  dccmtÜ  azl  abaciaaawm,  qaando 

aat  «9;l:c^  et  axi  ordiaataram,  qaando  eat  $^jji—c±V eHA*)* 
FacUe  patat,  curvam  quattuor  habere  ramos  iu  iolinituiD  ex* 
camniaa,  qaaram  aaytaptota  eat  rede  9=2*  pnMt>Maai|oe  par» 

praedaaaiQ«  taaliaper  dam  «it  j:*  ^  c*. 
DIfaraatiaado  iDfeaftur 

tmde  üquet,  taa^entea  per  paacta  «  =0,  y  =  j^—  i  ^  ^ c*+ A*^ 
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> 

Baäiä  (=2c)  et  (lifierentia  auguloruir  y' 

(II --^  =  2«)  «int  coo8Uii#.  l^rMdoiie. 

laProbl.  1  n venire  io cum  geometricum  • 

inscriptomm.  _ 

Ex  aequatiooibus  (3)  inveniuntur 
_  2y(c->a:) 

*S  ^     (c-a:)*-ya*  ötricum  poDctoroB, 

quae  com  aeqoatlono  B-^A^'ia  acarrnnt 

4xy(f    •      (^7),  prodit 

s-  Parameter  «st  ssk  et  b 

(c*— j     CoonÜnatM  verticie  ewit  ««(H 

Aequatio  illa  in  has  dr  '  -  bäseo»  extrema  traosit. 

v<»  geometricum  centri  sravitati». 

quae  sunt  aequatione        .  . 

Ml      4  1         y  ^Jpaini  eaae  rectam 

qiiibus  lila  est  locus  »   j.^  | 

basiu  et  latera  prod  y=xA,   ^jj^ 

qui  u  tili  in  latus  et 


tanguiii. 


\.  6. 

lI.Pr#U.  Inv 


litus  (=fc)  sint  constantet. 


I7*»«^m;n^  ü^j*^^4*»^"»  orthogonallom  io  allere  baMM 
venituf  \  •"«cb«»»  eli8.l.r. 

quod  Semper  fieri  poteat.  iiocos  ?«• 
qaae  eat  ae      jßl^ tat  elieoloa 

qae  eat  loc   (31) 

i?  =  (c-ötgB  

Ope  .  ^  (9f  att  geemetrieam  eeatri  elrealifiB 

^»  Ä  laaerlptera«. 

paaitis,  aequatioaea  reetaram  per  id 
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yrr(c-ar)^4B.  (33) 


' 

%  ''"'^^^     '   ^ 

* . .  «^i»  Sfi  pro  dr,  y  |H»iiantiir. 

^^4^  .m  y  6486  imaginariam,  s'i  x  est  negativa,  nee 

nisi  est  64-c>x>6  aut  c>ar.   Ordiiwia  jf 
I  «st  «=6-f     et  recta  :r=s6-f-c  Mt  ejus  asyn^ 
lila  azem  «bscissmoi  io  tribq«  pmiefi«  x^^x^h» 
•9  Ea  pars  came,  in  qia  est  JP<e,  Mt  finita,  altera 

ofioitoiii  ezcerrit. 

.difiotte  (35)  eolota  ioTeoimtie 

JmI«  liqaet,  azem  abactaearain  a  com  lo  pnoctie  «sse, 
«^->6  leearl  et  abeci«eae  positives  iiaanHtate  e  mineres  esse. 

$1 X  Mt  negatWa,  neceese  est,  sit  6       «  >  6  — c.  Recta 

s^^e  est  asymptota.   Si  C8t  6  =  c,  aequatio  (35)  transit  in 

Vna  ett  aeqoatio  circell  dati.  Com  (34)  poelta  6  sc  traeslt  in 

b*x 

U«  Probl«  loveoire  locum  geometricum  punctorom,  ubi 

altltndioes  concnrront. 

Aef|aatioue8  altitudinuiu  sunt 

ys(c— «)Cotil,  ys.TCetB    ....  ,(37) 
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doeta«  kA  «bsclifaraiii  Mae  parallela«  «t  ItogentM  per  panela 

jfssO»  m=±e  et  ^^k,  «5=db  V<i»-f     vA  ordinetarom. 

SoUto  modo  iofeoitar  «luperficies  i^Al^)  pvtia  praediuae. 
Poeito  iflss^^^^»  bebebinae 


II*  Fmbl*  lovenire  iocum  geometricam  puncternm» 
*  vbi  eltitadlDes  eoncarrent. 

Si  t/,  ex  (9)  auoiUy  fiubstituitur  in  (27),  prodit 

««s=c»—  (39) 

qoae  eet  aequatio  Parabolae,  cujus  parameter  est  =ä  et  ia  qua 
y-azie  eet  azia  prlncipalia.   CoonUnatae  varticia  annt  jra=0« 

^ssj^  et  Parabola  per  puncta  baseoa  extrema  transU. 

DLFMKL  laveaire  loeum  geonetrieen  eentri  grevitalis« 

Faciiiime  patet»  baue  locum  easa  rectaro 

 (30) 


§.  6. 

Baala  (sse)  et  alte? um  latna  (^1»)  aint  eeaatantea. 

ISunc    orii^o    coonliiiatanim   orthogODaliuni    in   aitero  baseos 
poocto  extremo  coUocetur  baaiaque  ipaa  axia  abaciaaarum  eUgatar. 

Praeterea  poeanna  6  ^  e,  qeod  aemper  fieri  poteet  Locoa  Ter* 

ticia  aoguiit  baai  oppositi«  est  circulus 

i|»+«*=6»  (31) 

et  aeqoatieoee  iatemni 

n^i  «gÄ  m 

IvProbl«  Invenire  iocum  geometricum  eentri  circulorum 

inacriptoriHii. 

Ceerdinatia  ejnasd^y  peaitia»  aeqnationea  reetantm  per  td 
peeetun  et  A  atqee  ß  tranaenntlttBi  aent : 
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y=xtgM,  y=(c— x)tg4Ä  (3^ 

Aeqaationes  (32)  et  03)  dabiiiit: 

qaibas  in  (31)  substitutis  prodit  aequatio 

nnde  doae  oriuntor  «equation««  loel  qaaemti: 

bcx 


^^^H^^AM.   (34) 


-^'"^^^'^  ö^,^  W 

•i  iu  faac  dUtingneodi  caoaa  d?!»  jfi  pro  d:,  y  ponunUir. 
Aeqqatio  (34)  dat  

unde  patet,  ordiitatam  y  esse  imagitiariam,  est  negativa,  n€C 

realem  es«e  posse,  nisi  est  6  +  c>  x>6  aut  c>  ar.  Ordinata  y 
tvadtt  iniinita,  si  est  ^=^>-f-c,  et  recta  ar==^-fc  est  ejus  asym- 
ptota.  Cnrva  illa  axem  abscissarurn  in  tribus  punctia  a:  =  0,  a:  =  6, 
ar=:c  secat.  Ea  pars  cmvae,  in  qaa  est  ar<c,  e«t  finita»  altera 
autem  in  infiniluni  excurrit. 

Aeqaatione  (35)  aolata  ioveoimua 


ijnde  liquet,  axem  abscissarurn  a  curra  in  panctis  x=0,  o;  =  c, 
«=—6  aecari  et  abacisiaa  positives  qaantitate  c  minores  esae. 

Si  j:  est  negativa,  necease  est»  sit  b  ^ — or  >  6  —  c.  Recta 
e  est  aaymptota.  SI  eat  6s    aequatio  (35)  tranait  In 

4Me  est  aequatio  circuii  dati.   Curva  (34)  posita  6=c  tranait  io 

,«+y»  =  ^--.  (30) 

n*  ProM.   lovenire  lacum  geometrtcum  punctorum,  ubi 

altitudioes  concurrunt. 

aititadlnnin  annt 

y=z(c—x)CotA,  ffssxCoiB    ...  *  ,(37) 
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Ope  aequationum  (32)  et  (37)  inveniuotur: 

1=^.   ij=  ^  » 

qui  valores  in  (31)  sobsHtuti  dabunt 

a:2(c-a:)«=y«(6«-««),  .......  (38) 

unde 

x{e — x) 


Patat,  fieri  non  poMe,  ut  alt  6«  et  cumm,  qoac^  ai  eat  x=e» 
axen  abaciaaanim  aecat  quattuorqua  habet  ramoa  lafisitoa,  per 
originem  tranaire.  Haad  dlffieulter  perapicitur«  rectaa  x=s^b  eMe 
asymptotas  enrvae. 

Si  est  aequatio  (38)  traosit  in 



Curva»  qaae  aequatione  (30)  contlnetar»  a  Franc oeur*)  jam  aaaii- 
natur  de  eaqve  diaputavit  C"'  Boymann**).  Ad  ea»  qaaa  attn- 
lit«  aibii  babee»  quod  addam,  aial  quod  aoperficiea  partia  praedv 

sae  aequalis  est  26*  2~*    ^^Qu^  negligendum  Tidetur,  aequa- 

tioaem  (36),  al  6 — x  pro  w  anbatitaitur»  mutari  ta 

.  _  -£) 

vel  (39).  Itaqae  cur?a  (36)  eadem  eat  atque  (99)»  eed  oppositni 
habet  altani. 

Ill«Probl«  In  venire  iocuaigeometricumcentri  gravi tatti» 
Fadllime  inveaimua 

qai  valvrea  io  (31)  aabatituti  dabaot 

^+(.-^»  =  ^.  (4* 

qaae  -«at  aequatio  eirculi. 


*)  Vid.  Conra  comp].  4e  MathAbatiqaes  pnras.  Bmx.  18SB. 
pag.  863. 

^)  yid.  Oruaort,  Ardiir  d«r  Mathwiiatik.   Ton.  ZY.  pag.  M9. 
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M   i   8  c  e  1  1  e  n. 
Nodi  M  dar  Kagel  d«r  mittleren  Krimniiiig  dee  Eflipfloide. 

Voa  dem  Uerautgeb er. 

Fi^  dee  HelbmeMer  R  ud  die  GeetdiMtee  X»  F»  %  des 
MMtalpenkle  der  Kugel  der  nlttlereD  KrttminaBg  dee  drei- 
uigee  BIKpeelde  sied  ia  mXLILNr.XXTI.  die  relgendeo  eehr 
bfMfceeewerlbee  AoedrAeke  geAiedee  wefdee: 


_^  nb  /diu  V  \ 
*  "  7  Vain 


V 

sin  V 

A  —  ia  —  ö  -i — ii)  coöJC  co2»}^  > 

IIB  J> 

••'=  (6  — a^jj^)«nico«B, 
*«s(e_S.*tJ),l,». 

WO  man  Ober  die  Bedeutung  von  L,  ^  und  i,  Jfi  die  Abbeodleeg 
TU.  XXXVI.  Nr.  VlIL  BMhsa«eben  hat 

Neck  Tbl.  XXXVL  8.      Nr.  «I)  ist  aber : 
alw»,  weil 

ist,  wie  m»  leicht  indet: 
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•in  2^» 


„  cos  B 


oder: 


•in  39» 


■ 


^  cos  A 


Folgücli  Int  aneb  dnn  Obig«n; 

WO  uacb  i  bl.XXXVl.  S.l^i.  bekanntUch 

taogiT  =  j^tangi^ 


int 

Fdr  dan  Rotations -Cmipnoid  int  asab,  nnd  dnhnr»  trenn  mk 


B 
X 


1 — 'e^fiio  B^* 


fl  (1  —  ^ijj^^  cuäL  coäJ^  j 


i 
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Misceilen, 


oder,  weil 


i«t: 


F  = 


2s 


ggaittt(g-jg)cosKJ+3^) 

sin  ^ 


•iiil#cos]9, 


•in  3^; 


J2  = 


1  —  e^öin 

sinn 


cos  Z.  CO«  3» 


F  = 


sialicogjg» 


sinis  V  J — 

M  lieiiierk6y  das«  im  Falle  des  RotatioDe-Ellipsoide  die  obl- 
gm  Aaadriicke  voo  A  mit  dem  Avadrucke  fttr  den  Kegellialb* 
«eiMr  gani  fiberelnatimmen«  «reicher  aicb  Gaues  bei  der  Eot- 
»ickehiDg  anderer  Theorieen  ergeben  bat,  wie  man,  um  aufdae 
Archiv  selbst  zu  verweieen»  aas  der  Abhaodlang  Tbl.  XIX. 
Nr.  XXV.  S.  308.  des  Herrn  Professer  Di  enger  ersehen  l^nn. 
Anch  s. m.  namentlich  in  praktischer  Rflcksieht:  Theoretisch- 
praktisches  Uandbacb  der  ebenen  und  sphftrlschen 
Trigonometrie.  Von  Dr.  J.  Dienger.  Stuttgart  1855. 
S.  322.  Man  wird  die  dort  gebrauchte»  Bezeichnungen  leicht 
mit  den  unsrigen  vcr^^leichen  Icönneii  und  die  üebereinatiaimoog 
der  Formein  dann  äogieich  übersehen. 

Denken  wir  uns  auf  dem  Rotations  •Ellipsoid  ein  Trapes, 
welches  von  swei  den  LSngen  Xtut  Xi  entsprechenden  Meridianen 
lad  Ten  swei  den  Breiten  Bo,  Bi  entsprechenden  Paralielkrel- 
lea  eingeschlossen  wird,  so  müssen  wir,  nm  die  Kugel  der  mitt* 
leien  Kiflmmnng  flir  den  durch  die  LSoge  i(I^*f  £|)  und  die 
Breite  HB^  -f  ^i)  beetimmten  Punkt  dieses  Trapeses  au  bestim* 
men,  tu  den  obigen  Formeln  filr  L,  B  respeetlTO  HL^-^Lgh 
HB^-^Bi)  setaen,  und  die  redncirte  Breite  1^  mittelst  der  Formel 
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cot»  =  ^coti(Äo  +  £fi) 

oder 

t8Dg»=^tangi(Äo+iß,) 

berechnen.  Die  den  Breiten  Bq^  entsprechenden  fiemaieD 
sind  gegen  die  der  mittleren  Breite         +  entsprechende 

Normale  gleich  geneigt. 

Schlieaet  man  einzelne  LSnder  oder  Landestheile  in  der  vor- 
hergehenden Weise  möglichst  enge  in  Trapezien  ein«  so  tcaan 
man  im  obigen  Sinne  für  jedes  Land  oder  jeden  LandestheU 
eeine  Kogel  der  mittleren  KrümntTing  oder  seine  mittlere 
fCrümmungelcogel  beatimmen.  Weiteree  hierüber  gebort  jelit 
nicht  hierher. 


ünmUtelbarer  uitd  elementarer  Beweis  des  Satzes  von  Bei- 
t  r a  m  t.   (Archiv  Thl  XLU.  S. 
Von  Herro  Professor  Roosciile  in  Sluttgert» 

Es  sei  fflr  ein  Dreiecic  ABC  O  der  Blittelpnnkt  des  inneren^ 
Oa>  Ob,  Oc  die  MIttelpuoIcte  der  Sossereo  Berfibrkreise,  ITdtr 
Mitteiponkt  des  nmbesdiriehenen  Kruses,  M  derjenige  des  Krei» 
ses  der  9  Punkte  oder  des  „  Mitten kreises**,  X  der  Durchschnitt 
der  Hoben,  S  der  Schwerpunkt;  ferner  seien  K' y  M* ,  H' ^  S'  die- 
selben Punkte  für  das  Dreieck  OaOiOe^  Nach  der  bekanntefl 
Relation  zwischen  diesen  beiden  Dreiecken  ist  der  Punkt  iV  mit 
Ä',  der  Punkt  Ä'  mit  O  identisch,  mithin,  da  die  drei  I* unkte  X, 
M' ,  K'  in  (ierader  {M  in  der  IVIitte  der  beiden  andern)  liegen, 
ist  K' KO  eine  Cieradc,  K'K=^KO.  Auf  derselben  (Geraden  liegt 
aber  auch  S' ,  und  zwar  so,  dass  K' =  \K' H  ^MO ,  fnlelirh 
S'K=K'K—  K'S'  =z\KO.  Stellt  nun  S"  den  .Schwerpunkt  dir 
fier  gleichbelasteten  Putikte  On,  Oh.  Oc,  O  vor,  so  ist  S'  auch 
Schwerpunkt  von  S'  (der  Schwerpunkt  der  drei  Punkte' Oo,  O*,  0»j 
und  von  sofern  S'  als  dr«ira<:Ii  belastet  sredacht  wird,  roitbfo 
ist  S'S''-\S"0,  und  lolglich  lallt  mit  ü  zusammen,  da  for- 
bin  auch  ^'A  =  ii^O  war. 


Druckfehler. 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXX.  (Thi.  XLIII.  Hit  1)  8. 20.  verMite 
Zelle  s,in.  „8chOnhein'*  statt  „Schttnieln.** 
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XXVllI. 

Construction  der  Linien  zweiter  Ordnung  aus  ihrer 
allgemeineii  Gleiciiong,  and  ein  geometrischer  Satz. 

Von 

Hei  III  Carl  Schmitt, 

Hauptmann  iii)  k.  Tc.  Ocjittr.  Ctrnie  - hlfitic ,  Professor  der  hciliercn 
Matbeniatik  an  der  k.  k.  Ueiiie- Akademie  ia  Bruck  bei  Znaim. 


Der  in  maiu  fien  Lehrbüchern  befolgte  Vorgang,  die  Theorie 
der  Linien  zweiter  Ordnung?  mit  der  Constructiori  ihrer  allgemeinen 
(ileicbnng  zu  beginnen,  ist  jre^vis.s  ganz  naturgemass.  Jedoch 
er.^cheint  mir  dabei  sehr  *vänschen8u erth :  1)  die  einzelnen  Fälle 
möglichst  einfach  und  flhersichtlich  zu  ünterscheiden,  und  2)  jede 
gefundene  Linie  durch  Punkte,  in  einer  der  Untersuchung  sich 
UBmiitelbar  aii8cblies«endeo  Weite,  geometrisch  zu  coostruireo. 

,1.  Die  allgemeine  Gleiebang  des  zweiten  Grades 
zwiscbeo  den  beideo  VerSnderlieben     nnd  y  kann,  wenn  das' 
Glied  in  jf^  nicbt  feblt,  (was  blev  zunftcbet  vorauageaetit  werden 
fall)  auf  die  Forni 

gebraebt  werden.  ' 

Um  alle  durch  diese  GleichuTig  ausc^druckten  Linien  in  Bezug 
aaf  zwei  angenommene  scbief^>  inkelige  Achsen  zu  construiren, 
verwandeie  man  dieselbe  in  folgende : 

»  (y +€)•  =  9  -rf. 

Die  drei  Coostanteo    h,  J  bestimmen  sich  aus  den  Relationen 

TheU  XLUI.  %i 
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welcbe  erhalten  werden,  wenn  man  die  GleiciillOg  2)  entwickelt 
und  die  Coefücienten  ihrer  (Glieder  mit  jeoeD  der  gleicbnamigen 
der  Gleichung  1}  ideotiücirt.   Man  bat  sonach 

Die  Form  2)  wird  in  einen  elnaigen  Falle  unmSgltcli»  Qod 
znar  dann,  wenn  g^ß^—u  gleich  Null  wird,  d.  b.  wenn  di« 

drei  Glieder  vom  zweiten  Grade  tn  der  Gleichung  1) 

ein  vellstSndigee  Quadrat  bilden. 

In  di(r<om  Afisnahmsfalle  kann  nämlich  das  zweite  Quadrat 
Qia:-\-h)^  nicht  nitlir  giliildet  werden,  weil  für  dasselbe  kein 
CJiiod  in  erübrigt  wird.  Anstatt  der  Gleichung  2}  bekuromt 
mau  nuumebr 

4)  (y+/J«+«)»  =  2lr+if, 

wobei  die  Coostaoteo  /,      durch  die  Uclationen 

d.  i. 

6)  l  =  ßc-d,   ^=rC«— Ö 
beetlmnt  werden« 

2.  Betrachtet  man  zuerst  den  allgemeinen  Fall,  wenn  ^  ^  0 
ist,  und  setst  die  in  der  Gleichung  2)  vorkommenden  finenren 
Ausdrücke 

so  verwandelt  sich  selbe  In 

7)  V  =  W*+-^- 
Man  conetrulre  die  helden  durch 

p  =  0  und  9  =  0 

nusgedrfiekten  Geraden  (F)  und  (Q);  letatere  10t  inr  Achee  der 
y  parallel,  p  und  q  bedeuten  bekanntlich  die  bealehungswelee 
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imStone  der  und  x  genommenen  Abstände  und  QM  (lnX,X' 
I  V\'^.  I.)  jedes  hcliebigeii  Punktes  Mix,  ff)  von  den  beideo  Ge- 
'    radM  iP)  und  (Q). 

Nimmt  man  jetxt  die  beiden  Geraden  (/^  und  (Q)  lo  Coor- 
dioaten-Achsea  and  bezieht  auf  sie  alle  Punkte  <ier  Ebene  mittelst 
i    d«r  Coordlnaten  p  und      so  redaeirt  sieb  die  Untersuchung  und 
I    CoostructioD  der  Gleichung  2)  auf  die  der  einfacheren  Gleichung?). 

i  Da  aicb  die  Art  der  in  7)  enthaltenen  Linien  nach  deai  \'or* 
laichen  von  q  und  danach  richtet,  ob  J  positiv,  negativ  oder  CSuU 
iit,  ae  aiod,  um  Niebt«  aoaaer  Acht  an  laaaen»  aeeb«  Fille  an 
litetacbeiden»  nlmlicbs 

9  <^  0«  dabei    i  J  ~  0, 

«  >  0,  dabei  |  ^  =  0, 

Wenn  statt  der  abaoluten  Wertbe  von  p  und  d  beziehungs- 
«aiae  und  yH'^  gesetzt  wird»  so  enth&lt  die  Gleichung  7) 
daaaadi  folgende  beaondere  Formen: 

pt=  y»(9«-a«). 

Gattung  A).  9<0j  £Ui|)sen. 

3  (ileichung:  ;i*  =  y«(a«  — 9*). 

seien  ;>'  und  irgend  twet  Werthe  von  p  and  irelche 
^  die  (;ieichang  befriedigen.  Man  aiebe  dte  beiden  an  f  sO  paral* 
I    läen  Geiadefi  ^ 

«i  dliMO  die  beiden  su    =  0  parallelen 
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Sto  l)ilclen  augenscheinlich  (He  Gegenseiten  enien  Parallelo- 
gramiiK  s  )/ '  W  (Taf.X.Fig.2.),  dcspen  Erkcn  vier  Punkte 
der  (/II  ( oiistniin  Il  ten )  Curve  sind.  Das  erste  Paar  Gegenseiten 
w\vä  von  der  Geraden  p  r=  0,  da«  letzte  voD  der  tieradeo  ^=0 
balbirt;  die  beiden  Geraden 

bilden  somit  ein  Paar  conjungirter  Durchmesser  der  Cttrr». 

Die  Diagonalen  M'  M'" ,  M" M^^'  des  Parallelogramms  gehen 
durch  den  Schnittpunkt  C  der  beiden  Geraden  {P),  (Q),  und  i1e^ 
d#n  in  diMem  halbirt;  C  ist  demnach  Mitt«lpankt  der  Cor?» 

Der  aljHoliit  ^riisste  Werth,  den  7  ;\nnt>hn»en  kann,  nm  noch 
reelle  Werthe  (Vir  p  zu  liefern,  « ;  lur  ihn  v%ir(l  p—().  üer 
4ir«if<8te  Werth  lür  p  (lat>e?en  ist  yn,  und  dieseni  entspricht  §=0* 
Die  beiden  zu  9  =  0  parallelen  Geraden 

nnd  die  bo  psO  pnrallelen 

bilden  mithin  ein  Parallelogramm  1S'N"N"'JS^^,  das  die  Curre 
ganz  in  sich  einsehliesst,  und  dessen  Seiten  die  Tangenten  io  den 
Punkten  A,A'\  B^B'  sind,  in  welchen  dIeCarve  die  beiden  Durch, 
meiner  (P)  nnd  iQ)  schneidet 

Die  Carve  int  eise  BIlIpne. 

4.  Es  ist  wünschenswerth ,  die  Curve  in  einer  der  Fimii  (Ftfj.  2) 
sich  anpassenden  Weise  durch  Punkte  zu  coiistruiren.  Man 
erreicht  dies  durch  eine  entsprechende  Interpretation  ihrer  Glel 
chung 

Hodenlot  A  eine  willkürliche  konstante,  so  kann  die  Cur^e 
aK«:  dl  r  oiiietriscbe  Ort  des  Durchschnittnpnnktea  der  beides 
(mit  k)  gleichzeitig  veränderlichen  Geraden 

«nd  Ip  =  r(a— ^) 

anpeaehen  u erden,  ^dn  (iiesen  enthalt  die  erste  den  Seholttponkt 
A  der  beiden  Geraden  p  =  {),  g  =z — a,  diu  letzte  den  Schnitt- 
punkt A  von  p  =  0,  q=ia;  sie  sind  somit  Snppiemeotar. 
sehnen  des  Dm ( Iftnessers  A' .4, 

Die  erstn  Nehne  schneidet  den  Durchmesser  7  =0  auf  der 
EU  p  =  0  parallüluti  (M-raden  p—Lya;  die  zweite  trifft  die  Ge- 
rade p  ^  ifa  in  der  zu  9  =  0  parallelen  Geraden  q  —  a  =  —  A^- 
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Diese  beiden  Parallelen  beatimmeo  beiieboogaweiae  auf  dem  Seg» 
mente  CB  =  ya,  und  dem  awiachen  9—0  =  0  und  9  =  0  gelege« 
iica  Segmente  <—  a,  folglicli  auch  aof  WBt  proportionale  Ab- 
sehDitte. 

Hieraus  vrgiebt  sich  ein*'  Ijekaimte  ConstriK. tion  der  Ellipse: 
Man  ziehe,  um  den  im  trhalb  de«  Paralleloj^raiiinitH  CBN' A  lie- 
genden Theil  der  Ciirve    zu   erhalten,  Parallele«  D'E',  D"E", 

ly'E***,  zur  DintjonaleCiV',  und  verhinde  ihre  Sehnittpunkte 

Ty\  D"',..,,  auf  67in»it.'l',  elien.^o  E',E",  E"\..„  aufiV'Bmit  A, 
Die  Geraden  A' D'  und  AE' ,  A  D"  und  AE",  u.  a.  w.  scbnei- 
deu  sich  jedesmal  in  einem  Punkte  der  Eilipse. 

Wenn  endlicb  in  den  Gleichungen  der  beiden  Supplementär« 
aebaea  dea  Dnrebmeaaera  AA'  die  GrSaae  oder  9»  oder  beble 
gleicbteitig  mit  eotgegengeaetsten  Vorseichen  genommen  werden, 
ao  eaiatebt  dureh  Elimination  der  wlllkfirlieben  Conatanten  iL  jedea« 
mal  wieder  die  Gleichung  der  Curre.  Hieraus  folgen  analoge 
Kesaltate  fBr  die  Conatruction  der  in  den  Parallelogrammen 
.  CB'IP^A,  CBN^'Af  und  CB^N^A'  gelegenen  Theile  der  Curve. 

Ö.  Gleicbong:  p*=s— y^. 

Sie  zerfällt  in  zwei  Gleichungen  vom  ersten  Grade 

pzsyyf  — 1.  q  und  p  SS  — y  V  —  1.  ^» 

und  druckt  somit  ein  imaL^iuares  Paar  von  Geraden  aus, 
deren  genieiiisamer  Punkt  reeii  ist  und  mit  dem  Durcbacbnitia« 
punkte  C  der  Geraden 

snsammenflillt. 

^  Gleichung:         —  y><9^^a^). 

Da  nie  von  keinem  einzij»en  reellen  Coordinaterpiiare  p,  q 

befriedigt  werden  kann,  so  druckt  sie  eine  imaginäre  i/urvo 
(Ellipse)  aus. 

Gattung  K).   ^>0,  Hyperbeln. 

7.  Gleichung:  =  7*9«. 

Sie  serfftfit  in  awei  Gleichungen  vom  ersten  Grade 

p  =  y<y  und  p  =  — 

«ed  drOckt  somit  ein  Paar  Gerade  aaa,  die  durch  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  Geraden 
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I»  s  0  und  9  SS  0 
gehen  und  mit  diesen  zwei  harmonische  Paare  bilden. 

8.  Oleicbung;       =  y*(y*-|-fl*). 

Auf  dieselbe  Weise«  frie  in  3.,  folgt,  dass  die  beiden  Genden 

p=ü,  ^  =  0 

ein  Paar  conjugirter  Darch messe r  bildeD«  und  dasa  ihr 
Schnittpunkt  C  der  Mittelpunkt  der  Curve  ist« 

Der  absolut  kleinste  Werth,  den  p  annehmen  kann,  ora  aoch 
reelle  Werthe  fBr  ^  an  liefern,  ist  ya,  und  diesem  entspricht  ^=0. 
Die  beiden  zu     =  0  parallelen  Geraden 

p  z=.ya,   p  ^  ^ya 

enthalten  demnach  keinen  reellen  Punkt  der  Curve  iwiscben  M; 
sie  sind  Tangenten  in  den  beiden  Punkten  B,  B'  (Tat  X.  Fig.  3.), 
wo  die  Curve  die  Gerade  (Q)  trifft.  Da  endlich  mit  nnhegreoil 
wachsendem  g  auch  p  unbegrenzt  wächst»  so  besteht  die  Curve  aitr 
awei  von  einander  getrennten,  In's  Unendliche  gehenden  Zfreigeo. 

Sie  ist  eine  Hyperbel. 

9.  Die  beiden  durch 

ausgedrückten  Geraden  (JU)  und  (N)  sind  die  Asymptoteo  der 
HyperbeL  Denn  sind  p^  und  p"  die  (in  dem  nämlichen  Sinne  g«' 
nomraenen)  Coordinaten  p,  welche  in  der  Geraden  g  =  liegen, 
und  von  denen  sich  die  eine  auf  die  Hyperbel,  die  andere  aber 
auf  die  betreffende  Gerade  (JU)  oder  (/V)  besiebt,  so  ist 

d.  b. 

P'Vp 

Der  Unterschied  p'^p"  nimmt  bienach  uiibej^renzt  ah,  wenn 
q',  also  auch  p'  und  p" ,  unbegrenzt  zunehmen,   üaber  u.  s.  «r- 

Da  ferner,  absolut  genommen,  p'*>p"  ist,  so  liegt  dieHyper 
bei  In  den  beiden  Winkeirftumen  der  Asymptoten,  in  denen  der 
Durchmesser  (Q)  sich  beSndet. 

Die  Asymptoten  sind  die  .Diago  nalen  des  Parallelograoflis 
N^JS^^N^'^W^,  dessen  Gegenseiten  durch  die  awei  Paare 

und 
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gebildet  werden.  Denn  die  Coordinaten  der  Ecken  dieees  Paral« 
lelogramras  befnedigen  die  Gleiciinngen  der  lieiden  Aaymptoten 

p  =  Yq  and  p^—yq, 

die  gleicbbeieichneteo  Coordinaten  die  eretere,  die  ungleich  be< 
seiebneten  die  letztere  Gleichong. 

Die  Asymptoten  lionnen  demnach  leicht  coustruirt  werde«. 
10.  Man  kann  die  Gleiebnng  der  Curve  auf  die  Form 

bringen,  nnd  twei  nene  lineare  Auadracke 

p—yq 'SS  m,  p^yq^n 

ekifübren,  irodarcb  jene  in 

mn  CS 

abergeht   Die  Curve  ist  iiuutuehr  aui  die  beiden  Geraden 

m  «  0  nnd  n  =  0, 
die  offenbar  ihre  Asymptoten  (iV)  und  (iV)  eind,  bezogen. 

Setzt  man  ferner 

m  s  #  und  V.  n  =  tf , 

wo      und  V  willkürliche  Conatanten  seien,  so  entstellt  aus  der 
obigen  Gleichung  jedesmal 
8)  |.ic=3Con8t. 

Da  nun  ,  bei  entsprerbender  Hestimmunii  von  und  v,  t  und 
u  die  Abslänile  jedes  l^unktes  von  den  beiden  Geraden  {M)  und 
(2V)  ausdrucken,  wobei  die«e  Abstände  im  Sinne  irgei.d  zweier 
festgesetzten  liicli(nrii;en  genommen  werden  koiaicn,  so  enthält 
die  Gfeichung  8)  den  bekannten  8at/:  Dass  das  l'roilukt  der 
Abstände  jedes  Punktes  der  Hyperbel  von  ihren  beiden 
Asymptoten  conatant  ist 

Nimmt  man  insbesondere  die  Abat&nde  i  nnd  u  lo  einer 
und  derselben  Richtung  nnd  berfickeicbtiget,  daa«  jedeamal, 
welchen  Werth  auch  const.  bekommen  mag, 

und  ^  ^ 

Wertbepaare  sind,  die  gleichzeitig  die  Gleichung  der  Curve 
befriedigen,  so  ergiebt  sich  daraus  der  allbekannte  S  a  t  z  von  der 
Gleicbbeit  der  Segmente  zwiacben  den  Asymptoten  und  der  turve 
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utid  (  iwilich  die  einfachste  ConstructioD  der  Hyperbel  mi 
Hülfe  der  Asymptoten. 

11.  Gleichung:  p»=5 |«(^«-a«). 

Die  Geradeu 

bilden  ein  Paar  conjug'irter  Darchmesserf  und  Ibr  Schnitt- 
punkt  C  ist  der  Mittelpunkt  der  Curve. 

Die  beiden  zu     =  0  parallelen  Geradeu 

enthalten  keinen  reellen  Punkt  der  Qurve  swischen  sich,  und  be- 
rühren diese  In  den  Endpunkten  Ap  A*  Durcbmessera  {P)- 
DieCurve  ist  eine  Hyperbel,  deren  Asyroptoteo  (wie  oben)  doid 

ausgedrfickt  sind.  Da  jedoch  jetst  fi^^p"  ist,  ao  befindet  sieb 
die  Curve  in  den  beiden  WlnkelrSnmen  der  Asymptoten,  weldw 
den  Dnrcbnieaser  (P)  enthalten*  U.  s.  f. 

II*  BesMderer  V All*  ^  =  0. 

12.  Gleichung:  p"^  =  ^Ir.  Parabeln. 

Die  Gleichung  4)  kann,  so  lange  /  nicht  Null  wird,  auf 
Form 

gebracht,  und  abgekfirst  durch 

ausgedrfickt  werden. 

Alan  coubtruire  die  beiden  durch 

p  =  0  und  r  s  0 

ausgedrückten  Geraden  (P)  und  (R), 

Jedem  Werthe  des  r  entsprechen  swel  absolut  gleiche,  ^ 
entgegengesetzt  beaeichnete  Werthe  des  p.  Die  Gerade 

p  =  0 

ist  mithin  ein  Durchmesser  der  Gurre,  p  wird  reell  Ar  alle 
Werthe,  die  mit  /  gleiches  Vorseichen  besitsen,  sonst  imiginli'« 
Hieraus  folgt,  dass  die  Curre  gana  auf  einer  Seite  der  Gendev 

r  =  0 
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liegt,  und  zwar  auf  jener  der  positiven  oder  negativen  r  (d.  i.  im 
Sinne  der  ursprüiigiicbeo  x),  jenachdem  /  positiv  oder  nega- 
tiv ist. 

Ffir  r  =  0  wird  p  ss  0  und»  wenn  r  UDbegreoit  wächst,  tbnt 
M  auch  p.  Die  Cum  wird  demoach  von  der  Geraden  (B)  im 
DordiaebDitte  S  dieser  mit  der  Geraden  (P)  berührt  und  geht 
ia'e  UneDdliehe. 

Sit  ist  eine  Parabel. 

]3.  Mitteist  der  beiden  Geraden  (P)  und  (R)  kann  die  Curve 
leicht  construirt  werden,  iiie  kann  anc;esehen  werden  als  der 
Ort  des  I)ijr(;[it»chnittspuuktes  JU  der  beiden  gleichzeitig  verän- 
derlichen (xeraden 

p  =:  Ar 

und 

von  denen  die  erste,  bei  veränderlichem  A,  sich  ura  den  Punkt  5 
(Taf.  X.  Fig.  4.}  dreht«  während  die  letzte  parallel  aur  Geraden  {P) 
fortrückt. 

Die  am  S  sieb  drehende  Gerade  ecbneidet  irgend  eine  gege- 
bene, zn  p  =  0  parallele  Gerade  p^p'  anf  der  so  r  s=  0  paral- 
lelen Geraden 

Für  diese  und  die  zu  (P)  parallele  Gerade 

ist  folglich  das  V  erbältniss 

^  =  conat 

T 

Sind  p%  r'  dieCoordinalen  eitfeaPuuktoa  üf'  der  Parabel«  ao  iat 

p'^  =  2lr', 

also 

conat.  =  ^  =  ^, . 

Die  beiden  znlefat  genannten  Parallelen  in  (R)  and  (F)  thei* 
len  mitbin  die  Seiten  SR  nnd  RM'  des  aber  (12)  und  (P)  beachrie- 
beaen  Parallelogramma  SRM*P  proportional,  worana  eine  be> 
bannte,  einfache  Conatrnction  der  Curve  hervorgeht. 
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14.  Gleichung:       =  coDSt. 

Wenn  in  der  Gleichung  4)  der  CoellficieDt  /  Null  wird,  so  re- 
dactrt  eich  dieselbe  auf 

9)  +  ^^.^  f  ^)'^  =  ^» 
d.  i. 

und  bedeutet  somit  ein  Paar  zu 

parallele  und  symmetrisch  liegende  Uerade. 

Wenn  =  0  wird,  so  vereinigen  sie  sieb  io  der  Gende» 
p  =  0;  ffir  J<0  werden  sie  iniaginSr. 

Weitere  PftUe. 

15.  Zur  vollstÄndigen  Untersnehung  der  allgemeinen  GWcbuog 
(Je«  zweiten  Grade«  fehlt  noch  die  Betrachtung  derjeuige»  FÜle, 
l»el  denen  das  Glied  in  nicht  vorlcommt.  Hier  sied  iw«' 
Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Es  fehlt  das  Glied  in  xy  nicht,  oder 

2.  es  fehlt. 

im  ersten  Falle  kann  die  Gleichung  auf  die  Foriii 

10)  «v-|-««»  +  Ay+c«  +  d=0 
gebracht  werden,  im  zweiten  Falle  hingegen  auf 

11)  a^-\^^mx  f  2n^  +  Ö  =  0. 
Id.  Gleichung:  mn  ss  const. 

Die  Gleichung  * 

4ry car-f  ö  =  0 
kann  umgeformt  werden  in 

(a:  +  6)  +  «KT  +  Ä)  ==  const 
wobei  die  Constanten  h  und  const.  durch 

/i    a6  =  c,    bh  —  const  =  $, 

d.  i. 
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h:^  e  —  ubf    eoiii!it.      bh  —  B 

gegeben  siod. 

Setzt  man  die  linearen  Auednlcke 

ar-f  ^  ^  »t  nnd  y -fcur -I- A  =  19, 

verHanüeU  sich  die  obige  Gleichung  in 

mn  =  conat. 

Die  hierdurch  ausgedrHckte  Ciirve  ist  eine  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  die  beiden  Geraden 

fl»s=0  und  »  =  0 

sind.  (Art«  10  )  Die  Asymptote  {M)  ist  aar  Aebse  der  y  parallel. 

Wenn  const.  =  0  wird,  ao  degenerirt  die  Hyperbel  in  ihre 
Asymptoten. 

17.  Glelelian^:  «<s^2kie. 

Die  Gleichung 

itano  anf  die  Form 

(«•fm)S-|-2it(y<|>i()sO 
gebracht  werden,  wobei  die  Constante  • 

iat 

Setst  man  oben 

-f  f»  =  u  und  ^  -f  A:  = 

•0  entstebt 

11*  =  — 2»c. 

Die  Cur?e  iat  somit  eine  Parabel  (Art.  12,X  die  aofdie  beiden, 
za  den  Coordinatenacbsen  parallelen  Geraden 

M  =  0  und  e  =  0 

belogen  ist 

Wen  n  die  Coiistante  n  Null  wird,  so  degenerirt  die  Curve 


tn 


ein  Paar  zur  ^-Achse  paralleler  Geraden. 
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laMmeiriselier  tois» 

Weon  sich  die  Seiten  oiiies  v  e  rä  n  d  e  r  1  i  ch  n  Vier- 
ecks am  vier  feste,  in  einer  (ieradot)  Üegende 
Punkte  drehen,  während  gleichzeitig  die  Üurt  It  si  hnitts- 
punkte'der  Gegenseiten  in  einer  anderen  Geraden  fort- 
rücken, SU  drehen  sich  die  he iden  Diagonalen  des  Vier- 
ecke ebenfalle  um  feate,  in  der  ersten  Geraden  liegende 
Punkte. 

Beweis.    Es  seien  (Taf.  X.  Fiijj.  5.)  in  der  Geraden  (Q)  vier 
feste  Punkte  A  und  A' ,  B  und  /?',  um  ivelche  sich  die  Gegen- 
seiten MIS  und  M'N',  MN'  und  NM'  des  Vierecks 
drehen;  ferner  sei  (P)  die  Gerade^  welche  die  ächiüttpuukte  P, 
P'  jener  enthält. 

Nimmt  man  vorerst  P  als  fest  an  und  lässt  I*'  auf  i'  rt- 
rficken,  so  bilden  BP"  und  B'  1^  einander  entsprechende  Strahlen 
zweier  cnllinearen  Büschel,  folglich  (auf  AP  und  A' P)  M  unl 
M\  N  und  einander  entsprechende  Punkte  zweier  collinearen 
PuTiktereihen.  Im  Durcbscbuitte  P  der  beiden  Geraden  AP  und 
A*P  sind  ferner  jedesmal  zwei  einander  entsprechende  Puukte 
vereiniget,  folglich  gehen  die  Geraden  MM'  und  iViV'  durch  feste 
Punkte  C  und  C.  Diese  liegen  in  der  Geraden  (Q),  weil  AA' 
eine  besondere  Lage»  sowohl  von  MM'»  ala  Nli'  abgibt 

Die  drei  Paare  A,  A' \  B*  \  €»  C  bilden  (nach  einsB 
allbekannten  Satse)  eine  Involution* 

Hält  man  f  fest  und  Iftsst  P  die  Gerade  (P)  darcblaufeo,  fo 
drehen  sich  die  Diagonalen  MM'  und  iViV'  wieder  um  C  und  C* 

Daher  u.  s.  w. 

Wenn  die  Gerade  {!*)  in  unendlicher  Ferne  vorausgoieUt 
wird,  80  ist  M^M'N*  ein  Parallelogramm.  Also: 

Wenn  sieb  die  Seiten  eines  Parallelogramms 
vier  feste*  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  drebes, 
so  dreben  sich  auch  die  Diagonalen  tim  feste  Punkts 
in  derselben  Geraden. 

Es  lässt  sich  sehr  einfach  zeigen,  dass  die  Punkte  C  und  C 
die  Centralpu n kte  der  zwei  Involutionen  sind,  welche  be- 
ziehungsweise durch  die  Paare  A,  B;  A'»  B'  und  A»  B'\  A't  ß 
bestimmt  werden. 

(Vgl.  meine  Principien  der  neueren  Geometrie.  S.Hft.) 

Wie  beisst  der  reciproke  Sats? 
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IJeber  die  allgemeine  Theorie  der  Centralbewcgung. 

Von 

dem  Herausgeber* 


Die  aJIgemeioe  Theorie  der  Centralbewegung  wird  in  den 
Lebrbacbern  der  Mechanik  meiatena  nicht  mit  der  Sorgfalt  und 
VollatSndigkeit  behandelt,  welche  dieselbe  ihrer  grossen  l/VichtJg- 
kalt  wegen  fdr  sieb  In  Ansprach  so  nehmen  berechtigt  Ist;  nament- 
lich werden  mahriire  weniger  bekannte  sehr  bemerkenawerthe  und 
tIegante  allgemeine  SStze  and  Formeln ,  welche  sehr  oft  aar  we* 
•entUchen  Abkürzung  hierher  gehurender  Untersachangen  dienen 
kunnen,  nur  selten  bewiesen.  Zur  Vervollständigung  der  gang« 
baren  Lehrbücher  der  Mechanik  will  ich  daher  in  diesem  Auf- 
satze die  genannte  wichtige  allgernelrie  Theorie  in  möglichst  voll- 
ständiger Weise  von  ^ieuem  entwickeln. 


1. 

Wenn  die  Bewegung  eines  Paoktes  A  durch  das  Zeaammen- 
wirken  einer  Momentankrafl  F  und  einer  durch  die  Charakteriatik 
Ft  als  Fonction  der  Zeit  t  bestimmten  oder  wenigstens  ura prang- 
Heb  gedachten»  hier  fl;teta  als  poaitiT  betrachteten  Zeitkraft*) 
hervorgebracht  wird,  und  die  Zeitkraft  Ff  der  Bedingaog  unter- 
liegt, daaa  die  gerade  Linie,  in  welcher  ihre  Richtung  liegt,  fort« 

*)  Wegen  dieser  Begriffe  and  Beiienntingen  s.  m.  Tbl.  X\I.  S.  439. 
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Hrfihrend,  nSmlicfa  sa  jeder  beliebigen  Zeit  t  oder  in  jedem  ZeH- 
momenfe,  durch  denselben  bestimmten  Pankt  O  gebt;  so  wird 
diese  Bewegung  im  Allgemeinen  eine  Centraibewegung  ge- 
nannt, und  der  Punkt  O  heisst  ihr  Centrum  oder  ihr  Mittel- 
punkt; die  Krallt  Ff  selbst  aber  wird  eineCeotral  kraft  genaont 
Jede  von  dem  Mittelpunkte  O  nach  dem  sich  bewegenden  Punkte 
A  In  irgend  einem  Punkte  seiner  Bahn  oder  Trajectoria  gezogene 
Gerade  beisst  ein  Vector. 

Die  Zeitkraft  Fi  ist  natürlicli  wenigstens  ursprünglich  als  eine 
Function  der  Zeit  t  zu  denken  oder  zu  betrachten;  indessen  trird 
die  Charakteristik  Ft  nicht  immer  ursprünglich  als  eine  ent- 
wickelte Function  der  Zeit  gegeben,  sondern  das  Gesetz  dersel- 
ben wird  öfters  auf  andere  Weise  bestimmt,  was  namentlich  bei 
den  verschiedenen  besonderen  Arten  der  Centralbcwegung,  die  in 
der  Mechanik  betrachtet  werden  und  in  der  Natur  vorkommen, 
der  Fall  zu  sein  pflegt»  wo  Fe  gewöhnlich  als  eine  Function  der 
Entfernung  des  sich  bewegenden  Punktes  A  zu  jeder  beliebigen 
Zeit  t  von  dem  Mittelpunkte  O  der  Bewegung,  d.h.  als  eine 
Function  des  von  dem  Mittelpunkte  O  der  Bewegung  zur  Zeit  t 
nach  dem  sich  bewegenden  Punkte  A  gezogenen  Vectors,  der. 
wir  im  Folgendefi  durch  Ift  bezeichnen  werden*),  gegeben  wird. 
Dieser  Umstand  namentlich  macht  es  nothwendig  oder  wenigstens 
sehr  wönschenswerth,  der  Behantiiung  besonderer  Fälle  der  Cen- 
traibewegung eine  ganz  allgemeine  Theorie  dieser  Bewegung  vor^ 
ausgehen  zu  lassen,  bei  welcher  die  Kraft  Ft,  ganz  abgesehen 
von  dem  Gesetz  der  V'crNndcrung  ihrer  Intensität,  bloss  der  ein- 
zigen Bedingung  unterworfen  wird,  dass  die  Geraden,  in  welcher 
ihre  Richtungen  liegen,  immer  durch  ein  und  denselben  Punkt 
O  gehen.  • 

«.  2. 

Oer  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  den  Mittelpunkt  O  der 
Bewegung  a!s  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystem« 
der  xyz  im  Haume  an.    Bezeichnen  wir  dann  die  180^  nicht 

*)  Die  Bezeichnung  Ft ,  lit  u.  s.  w.  mit  den  Synitiulen  unten  bcige- 
j!^f*fügtem  /  ist  r.war,  wie  irli  gern  zngelic,  etwas  wcithinfig  und  be« 
«cliHerlicli,  abi  r  nach  meiner  aua  reiflicher  Uebcrlegiing  hervorgegan- 
genen Ueberzciigung  nicht  zu  aing«heii,  nenn  jedwede  Zweideutigkeit 
vemiieden  oad  völlige  Beetimintheit  ersielt  werden  «oll,  I«  «{aieloco 
FAlleo  übrigens  gnns  anentbehrlieb.  Ich  bebe  diwelbe  daher  eebei  '«r 
SjBinetrie  wegen  darehgängig  aagewendeCj  wem  «ie  nicht  aneagl,  «^i* 
die  /  weglaMMi! 
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fiberstetgenden  Winkel,  welche  die  Ricbtang  der  Kraft  Ft  sar 
Zeit  i  mit  den  poeitiveo  Tbeilen  der  Azen  der  x,  y,  z  eiDscbtiesst, 
doreh  zt;  00  sind: 


1).  .  . 


.r  f/ 


cosq)t     co9^i      cos  XI 


die  Gleicfaungen  der  Geraden,  in  welcher  zur  Zeit  <  die  Richtung 
der  Kraft  F|  liegt.  Beaeichnen  wir  also  den  Punkt,  in  welchem 
sich  der  Punkt  A  aur  Zeit  I  befindet,  durch  (xtytu);  so  haben 
wir  nach  1)  die  Gleichungen: 

m  _   yt     _  Xt 

'  cos  9t     cos^f  cos2<* 

Indem  ich  nun  hier  ein  für  alle  Mal  rücksichtlich  der  Be- 
deotoog  der  meisten  der  in  dieser  Abhandlung  gebrauchten  Zei- 
eben  auf  meine  Abhandlung  Tbl.  XXL  Nr.  XXXI.,  deren  voll- 
standige  Kenntniss  hier  vorausgesetzt  wird,  und  auf  welcher  die 
vorliegende  Abhandlung  ganz  beruhet»  verweise:  haben  wir  wie 
genuhnlich*)  die  folgenden  Gleichungen: 

3)  .  Äi  =  FtC0S9»,    Ff  s=  Ftcos^t,  Zt  =  Ft  cos  in 

aus  denen  sich: 

4)  =    ^'    Ä         =  F 
eos^t  ^  cos ipt     cos %ß  ^   * ' 

also,  vreoo  man  diese  Gleichungen  mit  1)  vergleicht,  durch  Di* 
Vision : 

'  Ät     Tt  2$ 

oder: 

6)  Xt  '.yt  ''Xg  —  Ät :  Vt :  Zt 

«giebt;  und  weil  nun  bekanntlich**): 

^«  —     »  '^^  —  ae« »  — 

l«t;  80  ist: 

V  afi:yi: Zf  =       •  -p>  •  ^  » 


^  TU.  XXI.  Hr.  XXXL  8.488.  9). 
Thi.  XXL  Nr.  XXXf.  S.  483.  6). 
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woraiis  «ich  die  drei  GtelchnngeD: 

oder: 

also: 

a  a  -  n. 

und  foliilirh  durcii  IiUegratioo,  weun  3,  ^  gewisse  Constantea 
bezeicboen,  die  Gieicbuiigen: 


cijt       Bxt  ^ 

ergeben.  Multiplicirt  man  diese  Gleicbnngen  nach  der  Reibe  mit 
zt>  xtt  yt,  und  addirt  sie  dann  zu  einander ,  so  erhftU  man  die 
Gleichung : 

an«  der  sich  ergiebig  dMS  liOr  jede  Zelt  i,  alao  gtna  ftllgvmeia» 
d«r  Paiikl  istytu)  in  der  dnr«b  den  Punkt  O  Anftag  der 
Coordinaten  gehenden,  darcb  die  Gleichung: 
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^  üz-f^-f  (^=0 

chmkterbirteD  Ebeao  liegt.  Wir  Üben  daher  den  folgenden 

Bei  jeder  Centralbefregung  iat  die  Bahn  oder  Tra- 
jectorla  eine  Corve  von  eiofaeber  Krttnunong,  nnd  in 
der  Ebene  der  Babn  liegt  jederseit  aveb  der  Mittel- 
pvakt  der  Bewegung« 

Dieser  SaU  berechtigt  uns,  bei  der  tntu  iekelung  der  altee* 
nieineo  Theorie  der  Tentralbeweguag  der  Einfachheit  wegen  die 
Ebene,  in  wercher  die  ganze  Bewegung  vor  sich  geht,  oder  die 
Ebene  der  Bahn,  selbst  als  Ebene  der  .r//  und  den  in  dieser 
Ehene  lieL^enden  Mittelpunkt  O  der  Bewemnig  nieder  ats  An- 
fang der  j,^  anzuatihmen,  überhaupt  also  die  ganze  analytische 
Betrachtuns^  auf  diese  eine  Ebene  zu  best  hrfinken  und  in  der- 
selben vürzun«?bnien.  Unter  dieser  Voraussetzung  reichen  wir 
DUO  bei  unserer  ganzen  Unterauchung  über  die  alh^emeine  Theorie 
der  Centfulbenegung  mit  den  folgenden,  aus  dem  Vorbergeben- 
deo  »ich  von  seihnt  ergebenden  Grandformein  aua: 


• 


M)  «tdyt— ytd«fsiiaf, 

HO  ^Mm  ü  eine  gevyaae  Cooetaate  beaeiobnet 


$.  a 

Statt  eiaee  reebtvrinkÜgeoCeerdinaten Systems  legen  wir  aber 
der  ail^ieaMiMD  Tbeeiie  der  Ceotralbeweguug  mit  ganz  besunde- 
re»  Vertbeü  eia  pebvea  Ceerdinatensyatem  zu  Grunde,  und  setzen 
deMafelge: 

^)  ^  sütcoeA,  Ifl  =  i8kaiadk; 

wo  ßt  den  von  dem  Vector  Rg  mit  dem  positiv en  Therle  der  Axo 
der  X  eingeschlossenen  Winkel  heiseichnet.  indem  f^ie^i»^  Winkel 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten 
TheU  ILLUL  m 
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Winkel  {xy)  hindurch  odor  nach  dem  positiven  dtr  ÄM 

der  y  hin  von  U  bis  360^^  gezahlt  wird,  aber  bemerkt  and  bc- 
Ntimmt  hervorgehoben  werden  muss,  dass  der  pogitlte  ThfltI  der 
Axe  der  x  durch  jede  ganz  beliebige  ron  dem  Miltel|Ninkte  0 
der  Betvegung  ausgehende  Gerade  ersetzt  aod  aacb  die  Ricbtnog. 
nach  welcher  die  Winkel  6t  von  dieser  Geraden  aa  von  0  bii 
360«  gezählt  werden,  au  sich  ganz  beliebig  gewKblt  werden  bau. 

Darcb  Dilferaatiatioii  ergiebt  eich  aas  <ian  Gleietmageo  h): 

idxt  =i  cos etdlft  —  Rt  sin Bt^^  • 

also,  weon  man  diese  Ausdrücke  für  Pjti,  dyt  und  die  Ausilrucke 
12)  von  xt,  yt  In  die  Gleichung  11)  einfuhrt,  nach  einige»  gaiu 
leicbtea  Redactionen: 

14)  .  .  .  Är^ö»  =  Jdöe.  a<  =  ^^,  301  =  15»; 

von  welchen  Formeln  im  Folgenden  vielfacher  Gebrauch  ge- 
macht werden  wird. 

§.  4. 

Bekanntlich  ist  allgemein.: 

Xt  =  Ft  cos^f ,    Yt  =  / 1  cos  tpf. 

Wenn  die  Kraft  Ff  von  dem  Punkte  (xfjrt)  aus  nicht  nach 
dem  Punkte  O  hin,  sondern  nach  der  entgegengeseUten  Sti^ 
hin  oder  abwHrts  von  demsalben  geriehtet  ia^  so  ist  offeabar: 

Xt  aa  Htii09<pt,    jft  Ä  Ä|C08^^ 

enn  dagegen  die  Kraft  Fr  von  dem  Punkte  (stt^ft)  aiü  Mcb 
dem  Punkte  O  hin  gerichtet  ist.  so  ist  offenbar: 

ari=:Ä<co8(180^-90.  ^i  =  ÄiCos(l8()«-^)j 

also: 

a^i  =  —  Äi  cos  g)t,  yt=  —  Rt  cos^i . 
Folglich  ist: 

15)  .  .  .  .  o^j  =:t '"^'«^^osqpt,  ^<  =db^icos^i; 

wenn  ma«  in  diesen  Fermela  die  eheran  odar  «vtaran  Mcbeii 
nimmt,  jeoachdem  die  Kraft  Fr  vo»  de»  Punkte  («lyi)  ans  «k- 
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«rirti^  von  dtin  Punkte  O  oder  nach  deniselljcn  hin  gerichtet  ist. 
Verbindet  man  mit  diesen  Gleichungen  die  obigen  Ausdrücke  von 
Jitt  f  ti  6o  erhalt  man  durch  Division  die  Gleichungen : 


16)  HtX$=±Ftst.  airt^£Ft9ti 

wo  MiUlilicb  gans  dietdlmi  BMlinunangen  wagen  der  Vorteieh«i 
gcftten  fHft  rorb«r.  Befrachtet  m$w  voe  nne  an  aber  die  Kraft  Fi 
■idit  mehr  wie  biaher  (j.  1.)  blosa  ala  poaitiv,  aondam  ala  poaltlF 
oder  Mgati\ ,  jcnacbdem  dieaelbe  vao  deai  Pnolrte  (or^)  ana  aaeh 
deai  Paakte  O  blo  oder  abwSrta  von  deiaaelben  gerichtet  fat»  oder» 
wie  wir  ia  der  Kfirae  sagen  wollen,  leaacbdoM  dieaelbe  eine  an- 
aiebeade  Krall  oder  eiae  abatoaaeade  Kraft  ist;  so  erbilt  naa 
aas  den  Formeln  10)  ofenbar  die  gaas  allgemein  gültigen  Glel- 
chongea:  ' 

17)  B$X$=:-F,iru  Ärf«-F^i. 

Aus  diesen  beiden  Gleicbangeti  ergiobt  aicb: 

also  dorch  Addition: 

Ft(«i«-|-fi«)  ^-BtlstXf^fftVt), 
edai»  weil  offeobar 

ial; 

 AF«s:-<J:(Ai-FftFt). 

eine  in  mehrfacher  Kückäicht  bemer kenswertbe  uad 
wichtige  Gleichung. 

Am  den  befcaaaten  Glolcbaagen: 

Itj)  dPr  =  i^f  cos  dl ,   t^t  —     sin  0t 

«Mk  Ml  «ria  im  veibmvtliaBdea  Pafaffaphea; 

dort  _  blit     t%  * 


SQ)  .  .  . 
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nnd  lileraiM  ferner: 

21) 

c 

eF - i  ö<*^ - Kit)  Pl7"  ir+*äF^ 

Weil  ooD  «ber  nach  14) 

isl^  «o  fet,  wie  meo  eogleleb  dareh  Diferention  findet: 
also 


und  iolgtich  nach  21): 


22).  .  .  . 


also  nach  9): 


23)  .  ,  . 


^       ^  S^^**'    „  /a6A'  ^ . 


Au8  den  Gleichungen  18),  19),  23)  ergiebt  sich  nao  unmittei- 
bar  die  merkwürdige  und  wichtige  Gleichaog: 

hei  der  natarlich  die  wegen  dee  Voneiobena  von  Ft  oben  ge- 
gebene Beattnniang  atete  webl  an  beachten  ist 

Aus  den  beiden  Gleichungen  20)  ergiebt  sich  aut  der  iiteUe: 
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und  wdl  bekanntM*): 


kl;  so  tot: 


weleber  Ansdrock  für  dlt  orUngte  Gescbfriodigkeit 
ebenfalls  eebr  wiebtig  let 

Endlich  erhält  mao  mittelst  der  Uekaoiiteu  allgemeineu  For- 
melo  **): 

'S"  ,  a£ 

nach  ^)  und  25)  «ogieich  die  folgeodeu  gleichfalls  sehr  wich- 
tigen Ausdrücke:' 

cos6i     — /ftswöi-jj- 

cosii 


20). 


Bin  Bt  -gj  +  Jit  cos  6r  ^ 


Bezeichnen  wir  aher  derch  den  von  der  Richtung  der  Ge« 
ediKindigkeit  Pt  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines 
deicb  den  Paokt  (xr^r)  parallel  mit  dem  primitiven  Systeme  der 
jeif  gelegtsa  Coordinatensystoms  eingeschlossenen  Wiokcl,  indem 
wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  io  Rede  stehen- 
den cr<i:teri  Axc  an  nach  dem  positiven  Theile  der  entsprechenden 
swotteo  Axe  bin  oder  durch  den  entsprechenden  Coordinateowin* 
bei  blsdurch  von  0  bis  360^  iähiea|  so  ist  nach  einem  hekaaateOy 
•Hgoaeia  gOltigen  Verfabren  in  den  Formeln  für  cos^i»  es« igt 
vespeeliTe  eesti,  sia&  so  seCieii»  tredoreb  sieb  die  Fermeb: 


O  ntXXI.  Nr. Uli.  am  M).  anf  woldie  Abbaadlsag 
da  llr  sliemal  vewIetMi  weriea  Ist. 

A.a  O.  8.4ie.  n). 
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cos  Ii  = 


cos  dt       —  /» r  sm  Ot 


27)  ...  . 


8in|i 


ein  +  /ff  CO«  öl 


ergebeiii  die  dann  ierner  unmittelbar  zu  der  lileicbung: 

dift  ,  aöf 

ein  öl  -g^  -f  /fi  CO«  Ol 

^>  «»»8fe=        8K,   8«; 

C08Ö<-g2  i^l*»»"</|  -j^ 

führen.  Dass  iri  den  !  nrineln  20)  und  27),  58)  durch  T»icht  elfi 
und  derselbe  Winkel  bezeichnet  \>  ir(I,  braut lit  n  nhl  nicht  erst 
noch  besonders  bervorgeboben  und  bemerkt  zu  werden. 

§.6. 

Aus  den  im  rorhergebenden  Paragraphen  entirickeiten  For- 
meln wollen  wir  nun  die  Zeit  t  insofern  ganz  eliminiren,  dass  die 
vorkommenden  Differentialquotienten  nicht  wie  dort  in  Bezug  auf 

die  Zeit  i  als  unalihfingigc  verSndeiltcbe  Griisse,  soadern  in  Bezug 
auf  andere  als  unabhängig  gedachte  veränderliche  Grossen,  welche, 
»vie  z.  B.  Ot,  als  reine  geometrische  Grossen  nothwendig  in  der 
Gleichung  der  Bahn  oder  Trajectoria  vorkonunen  und  dieselbe 
bestimmen  müssen,  gcnontmen  sind,  was  deshalb  sehr  «iclitig 
ist,  weil  dadurch  eine  blo8A  geometrische  Theorie  jeder  Ceotrai- 
beiFegung  vermittelt  wird. 

Indem  wir  aM  diesem  Geeiebtepiinkte  laeret  die  Krall  Fi  ei- 
ner genasen  Belrachtoog  imtendeben»  gehen  «ilr  Ten  der  ferroel 
SD»  nimlicli  von  der  Formel 

ane.  Naeh  14)  iet: 

om  ^^A. 
^  -Äi«' 

aleo: 


Digitized  by  Googl 


387 


.^^         ZR,     BKi  Bßi      il    BR,  JJjO 
■ad  TolgUcb: 

l^ührt  man  die  AuHciriicke  29)  und  ^1)  in  d«o  obigen  Ausdruck 
voo       ein,  so  erhalt  rnaot 

 ~    I  Äf  +  öd«*  r 

•d«  macht  w«ll  oaeh  90): 


mmd  folglidi: 


Ter*  Äf»  adi  ' 


ist: 

bl  al«a  41«  Glekhong  der  Bahn  oder  Tn^tctoria  ehr«  hi  der 
WelM  gegaben,  daee»  «la  bei  joder  Polarglelehung,  Rf  dorah 
dt  aatgedrOebt  ist,  so  bann  nittelst  ler  Torslabeadeii  Forrooln 
#>  onmittelbar  ana  der  Gtetabang  der  Bahn  entwIcMl;  aad  durch 
ia  derselben  vorbommende  (geometrische  Grossen  ausgedrQckt 
werden«  wobei  man  freilich  nicht  unbeachtet  Jaaeen  darf«  daaa  ia 
allen  diaaea  Formeln  die  (  onstante  A  forkaaMa^  was  Ia  aaaereii 
fribarea  FenaalB  aicb*  der  FaM  war  *) 


Bs  Ist  gar  sisht  ttoise  Abstcbt»  is  dis^r  Bolwicksissg  der  gaos 
aHg,— lisM  Tbosrio  dar  CSoUdlbsvigBag  viele  Aawsadaagsa  Irgaad 
Wticbw  Art  8«  MMoben.  Um  jedoch  hier  vssIgiCsss  Sa  eiaoa  allg»> 
wia  lilaaaNi.  asbr  thiiMtbaa  Fall  sa  sriaBafa,  sei 

!?,=  (i4  +  l?coseO-* 

^  tnrfibasf  dar  Tiaisolaria;  dasa  ist 
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Ferner  ist  nach  17); 

aleo  nach 
nod  folglich: 


-Tf        Ft  ^  Ft 


Weil  nun  bekanntlich: 
alac: 

int;  «o  ist  nach  Vorsteheadc» : 

l^i^=-/V^  oder  3B),aPt=::--FtöÄ.; 


also: 


folglich^ 


•IfOt 


1  ^(i) 

und  folgüdb  oach  92)  t 

M  daw  alto  hi  diMen  Fküle  die  Cralcalkraft  den  Qaadrato  der  red» 
ptoicen  Eatfetnong  dea  «ich  bewegenden  Panktee  Yoet  MitlnlfaBlrte  der 
Bewegung  pro|porCivnal  iat  Einig«  Anweadnagea  eioce  mdetew  wUhCl«* 
gen  Salsee  kommen  epiler  noeli  vor. 
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Die  Gfeichung  der  Bahn  in  dem  PaaktO  i^^gt)  itt  Mck  «Im 
JLe^eA  der  aMlyti«cliea  Üeometri«; 


Gleichun:;  der  von  dem  aU  Anfang  der  Coorilitiatoii  nngonom- 
mersen  Punkte  O  auf  diese  Beröhreade  gefiiitea  Seokrechteo 

LiMt  MO  jetzt  X,  ^  CoordinaCeo  de«  F«i«fw«kt9  des 
Im  Rai»  alabeadea  PariMiidikali »  alao  dia  Coardiaataa  daa  Darein 
aflfcaittspunkta  dar  darch  dia  baidaa  varbargaliaadaa  Gleicbaagaii 
cbaraktariairtan  Geradaa  baiaiebnaa,  ao  erhilt  mas  fhr  diaaelbao 
aaf  daoi  Waga  gawObaKcbar  algebraiaclier  Elimiaatian  aoa  daa 
Mdap  TaiatabandaB  Glaicbangen  lelcbt  dla  folgandea  AasdrSeba: 


'  ^xt     dyt*  ^        ha  t  dtft 


XtBut  —  ;tftBxt  -  ^TfSw/  —  ytdxt  « 

Bexeicbnet  man  nun  die  Länge  daa  von  dem  Punkte  O  aaf 
die  Brruhrende  der  Trajactaria  ia  dam  Pttakta  (JMyi)  gaflMaa 
Paqpaadikala  daicb  Pi,  aa  lat: 

alaa  aacb  dam  Varbargabeadaa: 

P^-^^^^M-l^^ß   oder  P^J^llLZl^lil. 


•)  DIm  Iii  eia  «etcbtr  FaU»  wa  mta,  «te  fai  tieica  •aiwm,  die  Be- 
Miabaaag  9$  v*  •l«bl  taCbvbna  baai,  wmb  maa  tlatl  p 
■tebA  »ech  andere  Mflbta  ihifibraa  will,  wa«  aber  der  Clegaaa»  Deal- 
OAbait  aad  Bealimbalt  blar  alabl  ebMi  ftidarUab  lal. 
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Ndd  fkt  aber  nach  10)  t 

uod  bekanoUicli: 

also  Dach  dem  Vorbatgebeodeo : 

P,«=~-,    oder    /VP|2  =  Ä«. 

alao: 

35)  PtVt=±ü, 

wenn  man  daa  obere  oder  untere  Zekben  nianat,  jenachdam  dia 
ConatanCe  M  poaUlv  oder  negativ  Ut  Diee  fttfart  auf  den  folgaadeo 

Bei  jeder  Centralbewegnng  iat  dasPruduct  des  von 
dem  Mittelpunkte  der  Beivegung  auf  die  Berührende 
in  irgend  einem  Punkte  der  Bahn  gefällten  Perpendi- 
dikeU  in  die. in  diesem  Punkte  erlangte  Gescbwindig- 
keit  eine  conatante  GrOaae; 

oder: 

Bei  jeder  Ccntraibewegong  sind  die  von  dem  Mit- 
telpunkte der  Bewegung  auf  die  BerObrenden  der  Tra- 
jectoria  gefällten  Perpendikel  den  in  den  Punkten  der 
Bahn,  durch  welche  die  Berührenden  ee zogen  worden, 
erlaogteo  Geacbtviodigkeiten  umgekehrt  proportional* 

Wenn  man  die  Gleicbnng 

t 

in  BesHg  auf  Rt  ala  unabbingige  verlnderliche  GrOeee  diffsfentfirl, 
ao  erbSIt  man: 

BRt  ^Pf»*57K' 

alao  nach  34): 
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Beseiehiim  wir  deo  KHIaimaiigthalbmmer  der  Trajactoria 
fai  den  PoDkla  (jrrjft)  durdh  Hr,  so  iat  bekanntlicii: 

di/t  _  dl/t .  8^1 


N«D  iat  aber: 


alM4 


KdiJ 


und  folglicb  uacb  dem  Obigen,  wie  man  leicht  üiide(: 

i  dl  '^1«  ~  8<  '^1 

also 

—  Dl» 

nenn  man  in  dieser  Formel  daa  ober«  odar  untere  S&e&ckan  niiLmt, 
jeaichdeai  die  Grtlaae  • 


positiv  oder  negativ  ist. 
Nack  35)  iat 
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wann  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  unlere  Zeichen  otmmt» 
jenacfadem  Ü  positiv  oder  negafiir  ist»  and  fblglicli 

also,  vreil 

'^'^^W+W*  a<  =  

ist:  I 

/axt  a^  a^f  a*^A  ; 


oder  nach  10)  t 

/  ayc    hxt\nxt  a«xr .  a^t  av\ 


aPf 


31  '  I 

I 

wo  das  obere  oder  entere  Zeichen  genommen  vrerdeo  mnsi»,  je-  | 
nachdem  ! 


positiv  oder  negativ  ist. 

Nun  behaupte  ich,  doss  Immer 

di  ^'^'  dt  J\Bt'  a/a  +  a<  *  a<«y 

ist;  denn  diese  Gkeicbung  ist  erföllt»  trenn  die  tileicbong 

*  *   dxt   dift  c^rt        f^'^'\  * 


di)  '  ai*         *  af» 


ajTt  aw  a«ari .   /ayA*  s*«« 


Digitized  by  Google 


der  Centraibewegung.  393 
also  ueoo  die  Gleichung 

also  wenn  die  Gleich  ang, 

erfüllt  ist;  weil  aber 


9yf       drt  ^ 
r—Vt -öT  =  il 


UDd  foiglicb,  wie  (»ich  durch  Differentiation  sogleich  erficht: 


C'Xt  « 

ist,  so  ist  vorstehende  Gleichung  wirklich,  also  ancfo  die  obige 
zu  beweisende  Gleichung  erfällt.   Daher  ist : 


und  folglich,  weil 


S(  Pf» 


Rt^  =      +  yi',   llt  ^  =  «I  3/  + 

ist,  durch  Division  der  beiden  voräteiienden  Gleichungen: 

dxt  a«yr    a^r  9^xt 

oder: 

a.Tf   O^lft      dl/t  c^xt 
vro  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  /u  nehmen  ist,  jenachdem 

f  siilv  oder  negativ  ist.  Also  ist  nach  36)  mit  derselben  Be- 
stimmung wegen  des  Vorzeichens: 
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Wir  habeii  al9o  jetst  die  beiden  folgenden  t^leicbnngen : 

''"*/^f»  Pi«\,ö<  '  di^     dt  dt^J' 
das  ebere  oder  ontere  Zeieben  genomnerii  jeoacbdem 

^'  dt  "'J^Ji 
|)08iti?  oder  negativ  letf  vnd: 


»l  =  i; 


das  obere  oder  untere  Zvicheu  genomnion,  jenaciiüeai 

dxt  d*yt    dt/t  3*»rr 

poeitir  oder  negetir  ist.   Alto  ist,  wie  aas  dieaen  beiden  tilei* 
cbangen  auf  der  Stelie  doreb  Moltiplicatioa  folgt:  i 

0* 

oder: 

I 

wenn  man  in  dieser  Gleichung  daa  obere  oder  ootere  Zelebea 
nimmt,  jenacbdem  die  GrOesen 

dyt       B:tt     dort   S^i/t     dyt  ö'jti 

ot  ~y'Tt'    BT  IF^WW 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  oder  jenacbdem  der  j 
Bruch 

8*1  dift  d^xt 

positiv  oder  negativ  lat  Maeh  dem  Obigen  ist  aber  bebaontiieb:  i 
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also: 


und  in  der  (ileiiburig  37)  ist  nisn  das  obere  oder  antcre  Zeichen 
XU  nehmen«  jenacbdem  der  Differcutialquoüent 

BRt 

negativ  oder  pnaitiv  iat,  d.  h.  jenacfadem 

J7t   und  P< 

gleichseitig  • 

(zunehmen /abnehmen  \ 

abnehmen/  V<unehmen/ 

oder  gleichzeitig 

(snnehmenN  /zanehmen\ 

abnehmen/  VAbnehroen/ ' 

Wir  haben  aUo  jetat  den  folgenden  merkwürdigen 

B  m  t  m. 

fiei  jeder  Centralbewegung  iat 

wenn  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere 
Zeichen  nimmt»  jenacbdem 

der  Vector  Rt  und  die  Geschwindigkeit  Vt 

gleichseitig 

(zunehmenX  /abnelnnenN 
abnehmeo/  \zunehnien/ 

oder  gleichseitig 


396 


Gruner t:  Veber  dit  aligmtine  TMeorie 


c 


zunchmenX 


bnebiD( 


und 


( 


zunebmen\ 
abnehmen/' 


Dieser  hier  voiiig  genau  i)e8tinirate  Satz  ist  uro  so  merkwür- 
diger, weil  die  Cciitralkraft  1)  mittelst  der  obigen  Formel  blosa 
aus  den  geometrischen  (in'jssen  Pt,  Kr,  natürlith  mit  Eio- 
scliluss  der  in  allen  soklion  Fällen  nicht  zu  entbehrenden  Con- 
stanton  il,  bercelinet  werden  kann.  Die  Grossen  üt,  Pt,  Jli  sittd 
durch  die  Bahn  selbst  gegeben. 


Nach  36)  und  37)  ist: 

it2  dPt 


Pt^  •  dHt ' 


also  ist: 


oder,  weil 


ist: 


BRt 

m 


38) 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  sn  nehmen  ist,  jenachdem  der 
Oifferentialquotient 

SiTt 

negativ  oder  positiv  ist.  Aus  der  Gleichung  38)  erhellet  aber 
auch  von  selbst,  dass  man  in  derselben  das  obere  oder  untere 
Zeichen  nehmen  muH;;^,  jcnacbdem  der  Vector  Ht  und  das  Per- 
pendikel Pt  gleichzeitig 

/zunehmen\  /zunehnienN 
Vabnehmen/  Vabnehnieo/ 


oder  gleichEeilig 


(zuucbnien\ 
abnehmen/ 


und 


(abnchmen\ 
zunehmen/ 


Daher  gilt  aueh  der  folgende 


0  a  t  s. 

Bei  jeder  Centralbewegung  ist 
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wenn  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere 
Zeichen  nimmt»  jenacbdem 

der  Veetor  Rt  und  das  Perpendikel  Pt 

gleichseitig 

(zuiiehmen\  /zunehtnenX 
aboebmen/  \abnehmen/ 

oder  gleichseitig 

(zunehmenN  /abnehmenN 
abnehmeo/  \zoDehmeD/* 

Dies  iet  fibrigene  auch  echon  flir  sich  kbir»  weit  nach  dem 
oben  Bewiesenen  die  Gesehwindigkeiten  'Pt  den  Perpendikeln 
Pt  angekehrt  proportional  sind. 

Um  diesen  roerkwiirditren  uod  wichtigen  Satz  auf  ein  Paar 
Beispiele  anzuwenden,  wollen  wir  zuerst  annehmen»  dass  die  Tra- 
joctoria  eine  durch  die  Gleichung 

Charakter isirte  Ellipse  und  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  der  durch 
die  Coordinaten  -f  e,  0  bestimmte  Brennpunkt  dieser  Ellipse  sei. 
Ein  beliebiger  Punkt  der  Ellipse  sei  {xy),  die  in  diesem  Punkte 
wirkende  Centraikraft  sei  F,  die  den  Brennpunkten  (-f  ü)  und 
( — e,  0)  entsprecMilnden  Vectoren  des  Punktes  {xy)  seien  respe* 
ctive und  /?',  der  dem  Punkte  {xy)  entsprechende  Krümmung«- 
ba/bmesser  der  Ellipse  sei  H,  und  P  sei  das  von  dem  Mittelpunkte 
r)er  Kräfte  auf  die  durch  den  Punkt  {xff)  gesogene  Berfibreode 
der  £Uipse  gefällte  Perpendikel. 

Nach  bekannten  Sitsen  Ist: 

a  ^  a 

and: 

Die  Gleichung  der  Berfihrenden  In  dem  Punkte  {xy)  ist,  wenn 
Mt  o  die  TeHlnderllehen  Coordinaten  beseichnen: 
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atso  nach  eioer  bekaonteD  Pormel  der  analyflacheD  Geometrie: 


oder: 


p%  — 


folgllcb: 


12 


also: 


und  daher  oach  dem  Obigeo: 


p*n=z—ti  ,    jJi  ||~ji  ge 


Weil  mm  nach  dem  obigen  Satze: 


ist,  so  ist: 


wo  es  steh  diid  frigt,  welches  Zeichen  man  sa  nehmen  hat.  E« 
ist  aber«  vrte  man  leicht  findet. 


ex 


oder: 


Digitizeci  uy  v^oogle 


(Ur  Centralönteffung.  ^i^t^ 
also  nach  dein  Obigen: 

Mich  den  Fomein 

let»  wie  ancb  eontt  bekanot: 

R^U  =z  2a. 

osd  M  deo  Farmeltt: 

erbeliet  nim  auf  der  Stell das«,  wenn  R 

(iiiDimiDtN 
ebninint/' 

ree|»ecti?e  P 

/soniiDffltX 

Vabnimrot/  * 


Ben  mUo  im  Obigen  die  oberen  Zeichen  nehmen,  folglicb 

a  1  Ä« 


«eUen  muss. 


Wenn  die  Trajeetoria  in  Besttg  anf  den  durch  die  Conrdinateo 
-|-  e,  0  bestiminteo  Brenn puntct,  welcher  wieder  der  Mitleipnnkl 
der  Ufte  iat,  der  einte  Zweig  einer  durch  die  Gteiehnng 


(:)"-(0- 


1 


^amktoriairten  Hyperbel  bt,  so  ist»  wenn  wir  jetzt  allen  Zeichen 
eine  ganz  Ihnllehe  iBedentaag  wie  fan  Vorhergehenden  beilegen, 
hehaantlicbt 

n  u 

wo  X  stets  positiv  ist   Ferner  ist  bekanntlich: 


ü? 
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Die  Gleichung  der  Berühreocleii  In  dwo  Punkte  {xy)  ist: 

XU  _ 
a«  ^  6»  - 

also: 


ö)>(s)'"-Kä)'Hr.)T 


oder: 


-K;)'*(«r"iaj+(ö'i' 


folglich: 


""••KS)'"©?' 


aod  daher  Mtcb  dem  OUgeni 


Weil  nan 


ist,  so  ist: 


wo  es  sich  oyn  wieder  frSgt,  welches  Zeleheo  sa  nebmeii  ist.  & 
Ist  eher,  wie  men  leicht  fiodet: 


«     -«ar«— o*        1     ejr  — ear  +  a' 


o*6«        a  W      «  a 
oder: 
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der  Centraläeue^uug,  40| 
also  BMh  den  Obigen  i 

Weil  uuu  oach  itom  Obigeo: 

iaty  90  Ut,  witi  auch  soiiüt  bekuiiiit: 


M  oraus  sich  ergiebt,  das«,  freon      am  die  poeilive  UrwMe  ^ 
abnimmt/*  Te»p«ctlv«  lUi  die  poittlTe  Grtae 

(7iinimnit\  . 
abBimiüt/ 

W±^'^W-'^k'(Rf±J)-^W^^±J) 
ist,  80  iflt  aee  dem  Obigeo  klar,  das«»  weou 

(•oeiiiiatX 
tboiamt/ ' 


(zunimmt  \ 
abnimmt/ 


wnm  eleo  in  Obigen  die  oberen  Zeicben  nebaeo,  folgücb 

 1   m 


KO->i 


eelseii  rouas. 


Wenn  die  Trnjecketin  in  Beeng  enf  den  dnidi  die  CooidiDe< 
-l-e,  0  beellnniten  Brenopaolct,  erelelier  wieder  der  Mittel- 
pmtkk  der  Kilfle  laf,  der  aweite  Zwcdg  einer  dnieb  die  Gleldiung 

©•-(»■-' 

chiirrtkUrittirteu  ilyperbci  tat,       iat  bukaititUich : 

B   ex  ex 


9 
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wo  X  stete  negativ  ist;  und  man  erbftit  gans  anf  dieeelbe  Weine 
wie  vorbw: 

und: 


Weil  DQo 


ii  =  a  ,         = — a  — 


ist,  80  ist,  wie  auch  (soost  bekannt: 
also: 

Ä'  =  i?— 2«, 

worana  aieb  «giebt,  dasa,  wenn  12  nm  die  poaiUve  GKIsae  A 

(abnimmO'  ^'  um   die  positive  Grüsse  ^ 

(zunimmtX  , 
abnimmt;' 

' — J>#  —  T  f?//!?/  I  >f\  —  ■ 


iat,  so  lat  ana  dem  Obigen  klar,  daaa,  wenn  B 

abuinHut/  ' 

respeclive  P 

(;abnimmt\ 
aunimnit/ ' 

mau  also  im  Obigen  die.  unteren  Zeichen  nehmen,  folglich 


F  =  - 


! 

Selsen  mosa.  ! 

Die  Centraikraft  ist  also  iu  den  beiden  ersten  Tuilen  eine 
anziehende  Kraft,  im  letzten  Falle  eine  abstossende  Kraft 

Wenn  die  Trajecloria  eine  dareb  die  Gleichung 
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charakterifilrte  Parabel»  und  deren  Brennpunkt  der  Mittelpunkt 
der  Kräfte  ist,  so  ist  für  den  Paokt  (xff)  der  Parabel  bekaontlicb: 

^  =  ^  +  i/'=— ^^^^     4^  • 

i»d: 

Die  Glekbung  der  HerOhrendeo  in  dem  Punkte  {xy)  ist:- 


folglich; 


■ad  daher: 


4       *  64  ' 


2  ü« 

%eU 

int,  so  iiiiu[iif  mit  R  izleiclizeitif;  zu  uuU  ab«  und  man  muss 
«Iso  das  ot>ere  Zeichen  itebiaeo,  folglich 

setieu,  so  dass  also  F  eiae  aoaieheade  KraU  icit. 
Weaii  die  Tn^ectoria  eine  diirelp  die  Gleichvng 

e)'->(9-' 


» 
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charakterisirte  Ellipse,  und  deren  Mittelpunkt  der  Mittelponkt  d«r 
Kräfte  ist,  so  ist  ffir  deo  Punkt  (^)  der  Ellipse  die  Glefchang 
der  Berfihrenden: 

ferner  i«t  wie  oben: 

— IG)"-©!'- 

al«o: 

mid  daher  nach  dem  obigen  allgenielnen  Salie; 

U* 

Macii  dem  Obigen  iat: 

also: 

«^ft  __ 

Ferner  iat: 


^     +y«  «     +     (aa-«t)  ^  ^+ a««. 


aUo; 


liftaat  man  nun  o:  absolut  zunehmen  oder  aiiiieliaien,  «o  nehnitin 
oSmbMr  P  und  A  glclzeitig  zu  udü  ab,  und  man  muas  iulgiicb 
im  Obigen  das  obere  Zeichen  nehmen,  dl&a 

aetien»  weraua  alch*  ergiebt,  dass  auch  in  diesem  Falle  F  eine 
anslebeode  Kraft  tat. 

VVenu  die  Trajectoria  eine  durch  die  Gieicbung  , 
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Hyperbel,  und  deren  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt 
d€r  Krftfte  ist,  so  ist  filr  deo  Ponlct  (xy)  der  Hyperbel  die  Glei« 
cboog  der  BerflbreDdeo: 

also: 

#  1 


femer  ist  wie  oben: 
sleo: 


iiod  daber  nacb  dem  obigen  «IlgemeioeD  Satse: 

a«6« 


4* 

^  —  J:  ::«ä5 


Nacb  dem  Obigen  ist: 
also: 

Peinsr  ist: 


Äi  =     +y»  =        ~(jr«~  a*)  =  ^  -  6^ 


also: 


Lässt  man  nun  absolut  zunchlDcn  oder  abnehmen,  80  nimmt  offen- 
bar P  ab  oder  zu,  /v  dagec^ei)  7.u  oder  ab,  und  man  mass  folglicb 
im  Obigeu  das  uuttire  Zeichun  nehmen,  also 
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setzen,  woraus  sich  ergiebt,  dass  io  diesem  Faile  F  eine  »b- 
stossende  Krall  ist 

5.  6. 

Wir  wollen  nun  auch  die  Geschwindigkeit  Pi  und  die  WIq- 
kel  |t>  19c  weiter  betrachten. 

Nach  25)  ist: 

'-VffO'- «■«)■•  . 

und  weil  nun  nach  90)  «nd  29) 

ist;  »o  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 


39) 


wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zunehmen  hat,  jenacüidem 
die  Constante  ü  positiv  oder  negativ  ist. 

Weil 

ist,  so  isf  mit  derselben  Bestimmoog  wegen  des  Vorseichens: 

^)  ^'=±Ä.V^+ß?U7;- 

Nach  34)  ist: 
also: 

41)  a,»i»«— 2Ff8Äf, 

and  folglich  dnfch  Integration  awiscben  den  Gränzen  r,  f: 

42)  P,»-»,a-^2y*'FtöÄ, 
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oder: 


43)  s=  ^V^-^J^'FtbHi  . 


Nach  ^  tot: 


«ml  w«U  tMAp  wie  Torlier: 


ist,  M  bt: 


44)  .  . 


als«  nadi  bekattDlen  Fornelni 

cos  Ii  =  —  -^^^i^tBlnBt^cfmth^^) 

Air  l^t  alle  vorher  gefondeiieD  Anedriieke  dleeer  GrSese 
kann. 

bezeichnet  aber  ^(  «icn  von  der  Ktcbtuog  der  ( m  si  indig^- 
keitVt  mit  dem  positivcii  Iheile  der  ersten  Axe  eines  durch  den 
Punkt  (x/vO  mit  dem  »Systeme  dtir  jci/  parallel  s^elegten  roordi- 
natehü^vMtems  eingeschlossenen  Winkel,  in»it'in  man  diesen  V\  lukt  I 
von  dem  pusitiver»  Thcile  der  in  Kede  «stehenden  ersten  Axe  aa 
durch  den  Coordinatentvinkel  des  entsprechenden  Systems  hin- 
durch von  0  biä  3G0^  zählt;  so  ist; 

46) 


icosit  ==  —  »in  Öi—coö  6t 

ein 4i  =     y .      (Äicos^,  +  ala  6t  3^*) ; 


Celgaicht 
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9Ä« 

iftfiia  dt  —  cos  öl  0^ 


{.  8. 

Wir  wolleo  j«tet  der  Eiofadilielt  wegen  das  Syetem  der  sjf 
UM,  wae  offenbar  veretattet  tat»  ao  angenommea  deoken,  daaa 

▼en  dem  Punkte  O^aus  der  poaitire  Theil  der  Aza.  der  x  nach 
dem  Ponkta  der  Bahn  hin  gerichtet  ist,  in  welcbem  aieb  der 
Punkt  A  mn  einer  beatimmten  Zeit  t  befiadet,  and  dass  man  aieb 
im  Sinne  der  Betregnag  dea  Punktes  A  in  seiner  Babn  beiregeo 

muss,  wenn  man  von  dem  positiven  Thoile  der  Aze  der  x  an 
durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  su  dem  poaitiTen  Tbeile 
der  Axe  der  y  gelangen  will.  Beseicbnen  wir  dann  eine  andere 
beliebige  Zeit,  die  gn'isser  als  r  ist,  durch  t,  und  den  Flächen- 
inhalt des  ?on  dem  Veetor  dea  sich  bewegenden  Punktes  A  in 
dem  Zeitintervalle  i — t  um  den  Punkt  O  beschriebenen  Sectora 
durcli  St-tf  80  ist  nach  einer  gans  beJuionten  Formel  der  anai- 
iyttachen  Geometrie: 


48)  \  .         =  i  f''ßt*B0t 


Weil  nun  nach  14j  iiir  jedes  t  bekanntlich  , 
iat»  eo  iat: 

4»)  <-»  =  |y'Äf^diS 

aiao,  wenn  man  die  Gleichungen  48)  und  49)  durch  einander  di- 
▼idirt: 

m  £:;=^*' 

ao  daaa  alao  bei  jeder  Centnlbewegung  der  Bmefc  oder  daa  Vor- 
htttniaa 

eine  eonatante  GrSase  lai  Hleraiia  ergiebt  aicb  der  folgende 
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1^     »     t  K. 


Bei  jeder  Centralbewegung  verhalten  sieb  die  F1&- 
dieorSaine  der  ?od  den  Teetoren  des  sich  bewegenden 
Ponktes  nm  den  Mittelpunkt  der  Bewegung  bescbrle- 
beoen  Sectoreo  wie  die  Zeiten,  in  denen  sie  beschrie- 
ben werden. 

üuch  haben  vrir  nach  dem  Vorbergebenden,  für  die  Conataiite 
4,  bei  der  obigen  Aonabme  des  CeordinateDeyetem»  der  x^,  den 
folgenden  Aoedmek: 


Das  Vorhergehende  gewissennassen  umkehrend,  wollen  wir 
jetil  annehineo,  dass  ein  Punkt  A  in  einer  Ebene  sich  so  bewege, 
dsss  die  nm  einen  gewissen  Punkt  O  in  dieser  Ebene  von  den, 
von  diesem  Punkte  ausgehenden  Vectoren  des  sieh  bewegenden 
Punktes  A  beschriebenen  ^ectoien  den  Zeiten,  in  denen  sie  be* 
schrieben  werden,  proportional  sind,  und  wollen  die  KrSfte  un- 
tersocben,  von  denen  unter  diesen  Voraussetxongen  der  Punkt  A 
seilieirt  werden  muss»  so  %Teit  bloss  ans  diesen  Voraussetzungen 
efaie  Bestimmung  der  in  Rede  stehenden  Krifite  sich  herlei- 
ten liest. 

Da  TOfausgesetzt  worden  ist,  dass  die  Bewegung  ganz  in 
einer  Ebene  vor  sich  geht,  so  können  wir  diese  Ebene  als  die 
Ebene  der  xy  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xyt, 
und  den  Punkt  O  in  der  in  Rede  stehenden  Ebene  als  Anfang 
dieses  Coordinatensystems  annehmen.  Den  positiven  Tbeil  der 
Axe  der  x  wollen  wir  von  dem  Punkte  O  nach  dem  Punkte  der 
Bahn  des  sich  be^vegendon  Punktes  A  hin  ziehen,  in  welchem  der 
Punkt  A  sich  zur  Zeit  t  befindet,  und  den  positiven  Tbeil  der 
Axe  der  y  nehmen  wir  so  an«  dass  man  sieh  im  Sinne  der  Be- 
wegung des  Punktes  A  bewegen  muss,  wenn  man  von  dem  posi- 
tiven Tbeile  der  Aze  der  x  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hin- 
dnreh  so  dem  positiven  Tbeiie  der  Aze  der  y  gelangen  will. 

AVeil  der  Punkt  A  sich  immer  in  der  fc^bcne  der  xy  bewegt, 
an  i«t  allgemein  zt  —  0,  also  aucii  allgemein 


51) 
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und  folglich,  weil  allgemein*) 


Ö? 

ist,  auch  allgemeiD 

Zi  =  0. 

Weil  imn  diese  nach  der  Aze  der  s  genommeoe  Composaole  der 
anf  den  Punkt  A  wirkenden  Zeitkraft  Ft  allgemein  veraebwhidct, 
eo  mass  diese  ZeitkrafI  offenbar  fortwährend  in  der  Ebene  der  sy, 
nSmIicb  fortwährend  in  der  Ebene  der  Bahn  des  sich  bewegenden 
Penktes  A  wirken,  oder  die  Riehtnng  der  Kraft  Ft  muss  immer 
in  dieser  Ebene  liegen.  Also  wird  die  Gerade,  in  welebtr  die 
Richtung  der  Zeitkraft  Ft  liegt,  ▼ollkommen  darcb  die  Glelchiug 

bestimmt 

Naeh  der  Voranssetsnng  ist 

wo  C  eine  Constante  beselebnet;  und  weil  nnn 


ist,  tiü  ist: 


also: 


/ 


folglich: 


t 

7i 


=  2C; 


*)  ThUHlCI.  Nr.AXXI.  S.  m  6). 
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df      ~       9f       — ^'ii' 


Nun  ist  aber: ' 
rolglieb: 

uod  daher,  wie  man  sogleich  überbieht: 
alöo  dach  dem  V  orhergeheodeo : 


woraus  öich  terner  durch  Uifferentiatioo: 

MgiaM.  £•  iat  ab«  bdnnntUck: 

ahio: 

Yt  — jfiAi  =  Ü,  ytXt  maxtYtl 
A|  =  Ff  cos  9c,    Kl  =  Fl  cos 

ial; 

y  <  cos  9t  =  cos 

DI«  GMchuig  dar  Geraden,  In  weleber  die  Rkbtung  der 
Kraft  Ff  Hegt,  war  aach  dem  OUgea: 
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» 

und  iat  also»  weon  man  diese  Gieicbung  mit  der  Gleichang 

jftcxm^pt = xieesip» 

maltiplicirt: 
also: 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  da«s  die  Gerade,  in  Hclchef 
die  Richtung  der  Kraft  Ft  liegt,  stete  durch  den  Anfang  der 
Coordinaten,  also  durch  des  Pnokt  O,  geht  Uieraue  ergiebt 
sich  der  folgende 

8  •  « 

Wenn  ein  l'(jnlct  in  einer  }J»ene  sich  so  h  p  u  r  i:  t 
das  8  die  um  einen  i;eiv  tsejc  ii  Funiit  O  in  dieser  Lbene 
von  den,  von  diesem  Punkte  a  n  «  ^  e  h  e  n  d  ( n  \  e  l  t '  i  r  e  n  des 
eich  bewegenden  Pujjktt«s  h  esch  r  i  ebeneii  Seelf)  r  e  n  sich 
wie  die  Zeiten  verhalten,  in  denen  sie  beschrieben 
werden;  so  kann  der  sich  bewegende  l^unkt  nur  von 
einer  Zeitraft  solücirt  werden,  deren  Uichtuogtflinie 
alets  durch  den  Punkt  O  geht 
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Ueber  cubische  Reste. 

Von 

Herrn  Dr.  G.  F.  Meyer  *) 

Die  im  NaehfolgeDden  venuehle  BehanilluDg  wesentlich  der 
Aafgftbe: 

„  A 1 1  e  Z  a  h  1  e  n  z  u  r i  Ii  d  e  n  .  w  e  I  <•  f »  r  f  i1  r  ♦>  mw  i  i  l:  e  g  e  - 
bcncn  Modulus  cubische  Keste  oder  iNtcbt' 
reste  sind/' 

seltt  die  KenntolM  einiger  Hanptaitie  aas  der  Tiieorie  der  Con- 
graeozen,  besondere  der  qoadratiscben  Reste,  vorans;  Sätxe»  die 
ja  Jeden,  der  eine  Vorlesung  über  die  Elemente  der  Zabtentbeorie 
bSrte,  bekannt  sind.  In  Betreff  dieser  Theoreme  verglelebe  man 
ilbfigens  das  vortreffliche,  von  Herrn  Professor  Dedekind  her- 
aosgegebeae  Werk: 

Vorlegungen  über  Zahlentheorie  von  P.  G. 
Lej eune-Diricblet  Uraunscbweig  bei  Vieweg. 
1864.«' 

$.  I. 

Beselchnet  b  eine  dnrch  die  Primsahl  p  nicht  tbeilbareZahl,**) 

*)  Früher  in  Hsonover;  voo  Magdeburg  war  der  neeeete  Brief 
dttirt. 

Der  Kürze  ^v(-^rcn  k<  nnen  wir  riir  />  aiiK  der  Reihe  1.  2,,...  1 
nehmen ,  indem  jn  jede  underc  Zahl  ö  einer  dieser  Zahlen  von  1  bis 
rongruent  «ein  niucs  (nach  dem  51odul  p^. 

TlieU  XLIII.  SB 
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bedeutet  ferner  6  den  grössten  gemeinscbaftlichen  Tbeiler  roa  m 
und  p — 1;  so  ist  bekaontlkh  die  binomische  Congruens: 

x^^b  (moci.  p) 

möglich,  weon  die  Bediogung 

f-i 

6     =  1  (mod.  p) 

Statt  bat.    Erfüllt  aber  kann  diese  Bedingung  stets  werden  uiul 

zwar  filr  ^-j-  ?erflcbiedeoe  6;  die  Congrttons  besitzt  als- 

daoo  6  Wurzelo. 

NebmeD  wir  ftir  m  die  Zahl  3,  so  exiatiren  offeDbar  f&r  i  die 
Werthe  8=il  nnd  dsa 

Ist  3  prim  zap— 1»  d.h.  besitzt /i.die Form  3itf  2,  so  ist  die 
Congraenz 

ar*s6  (mod.ji) 

für  jedes  6  möglich,  indem  nach  Furtnat'»  Satze  stets 

s  1  (mod.  p) ; 

die  Anzahl  der  6  it<t  tolgtich  in  diesem  Falle  =s  p^\,  und  die 
Congruenz 

(mod.  p) 

hat  nur  eine  Warzel. 

Setzen  wir  jetzt  d  =  3,  d.  h.  nebmeD  wir  p  vee  der  Ftm 
3fi  4- 1  aot  «0  wird  der  Ceogmeiw 

Ä     =  6"      1  (mod.  p) 
filr  n  verachiedene  6  Genfige  geleistet»  uod  die  Congruenz 

ar'=6  (n»ud. />) 

bat  in  diesem  Falle  drei  ineengruente  Wurzeln. 

Anmerkung.  Wie  man  zieht»  iet  in  den  beiden  ForoM» 
von  p: 

jE>  =  3ii  -f  1,  />  =  3n  +  2, 

d.  h.  p  =3«4;l,  der  Fall  p  =  3  nicht  enthalten.  Derselbe  erle- 
digt sich  jedoch  sofort,  wenn  man  erwägt,  dass  jede  darcb 
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nicht  theilbare  Zahl  nur  die  Keste  1,  2  geben  kaon.  För  «olche 
Zableo  aber  i^t  imiDer: 

(mod.  3), 

d.  e.  entweder  x^^\,  oder  j:3=— 1==2  nie  Congruenz  x^^O 
(mod.  3)  bat  sonacb  immer  eine  und  nur  eine  Wurzel. 

p  — l 

Da  eine  güjize  Zahl  n  bezeichnen  soll,  so  erbellt  l«icbt, 

daes  n  oor  gerade,  also  p  =  3n  ~^  ]  nur  von  der  Form  6m  -f'  1 
6ein  kano.  NaD  war  die  adSquate  Bedingung  fOr  die  MegüchkeiC 
der  Coograeiw 

x^^b  (med.  p) 

diese: 

=  6*"  =  I  (mod.  p). 

Mithin  ist 

(mod.  p) 

möglicb,  wenn  entweder  die  Congruenz 
oder 

Ä"  =  -  I 

Statt  tindet;  gleichzeitig  können  beide  Bedingaogen  niclit  beste* 
hea,  weil  ihre  Düferenz  oiclit  durcli  p  anfgebt 

Man  siebt,  je  naebdem  h^^±\  (mod.  p),  ist  auch 

p-i 

A^ss  b  «  (mod.  p). 

Ferner  ergiebt  sich,  dass  (—6)'^"'=  I  (mod.p)  Statt  hat,  wenn 
^■=6««=1  (mod.|i)  ist.   Wir  können  daher  unsere  Betrachtung 

»—  1 

auf  die  Zahlen  von  I  bis  — ^  besebrfinken  *).  Und  dann  leachtet 

ein,  dass  p — 1  stets  cubiscber  Kest  von  p  ist,  weil  für  6  ~  1 

immer  b  ^  ~  \  (mod.  p). 


*)  Ebenso  ist  es  bei  den  cabiscben  NiehtrctteD;  dann  (— ^)  *  g=  « 
(mod. /^),  wenn  ^  '  s  «. 
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§.  3. 

Die  in  §.1.  entwickelten  Wahrheiten  erscheinen  als  Folgenin- 
gen der  allgemeiiien  Theorie  binomischer  Congruenzen.  Die  Kennt« 
niss  dieser  allgemeinen  Theorie  iat  jedoch,  wie  tvir  nun  zu  seigen 
veraachen  ivollen,  bei  Beurtheitvng  Torliegenden  Falles  nicht  mmn* 
gSnglicb  erforderlich. 

(besetzt,  die  CongruenK 

(1)  x^=h  (mod.  p) 

sei  müglicb,  wo  b  immer  oiiu'  (iurcli  p  nicht  autgehende  Zahl  ao*- 
drückt,  und  r  be/.eichne  eine  der  Wurzeln  von  (I);  aUdann  erhalt 
man  die  Congruenz 

— r*=0  (niod.p), 

^'  («-r)(«*+raf  +  r«)sO, 

folglich  ist  entweder  x^.r,  oder  .t'-' +  r.r  f  ~ 0 :  Henn  «.rleich- 
zeitig  küiinen  beide  Factoren  von  r^  — nicht  durch  p  Iheilbat 
sein,  weil  sonst       durch  p  aufgehen  müsste. 

Da  imn  die  letztere  Congraens  mit  der  folgenden: 

(2ar  +  r)»s— 3r«  (mod.  p) 

gleichbedeutend  ist,  die  beiden  Wurzeln  dieser  nur  fflr  p=3n-fl 
stets  möglichen  Congruenz*)  aber  incongruent  sind,  und  keiner 

•)  Bekanntlich  gehört  f^o  Congment  («SP+r)»  S  —  Sr*  {mnLf) 
m  den  möglichen,  wenn  (~-)  ^  1.  wa«  der  Fall  ist,  wwn  p 

Form  SMf+l  besitst;  fnr  psrStt-fS  dagegen  ist  {^J^  ^— ("^^ä-I. 
also  x'-f  rx-fr*=0  (mod.;;)  ebenfalU  onmöglich. 

Wie  Rofort  einleachtet,  kann  man  die  Congmeii»  (2j"-f  r)*  = — Sr* 
(mod.  ff)  als  eine  Conihination  der  heidrn  Congruensen  (3!y+l)*S— ' 
(mod.      r*  =  r*  (mod./^)  auffassen.   Daraus  aber  folgt: 

(aar+r)«s(^r+r)*  (mod.  p), 

d.  i. : 

Sf-fr^^r-f  r  oder  x^pr  (mod.  p) 

end 

»t+r  =  —  2|rr— r  oder  ;rs— dr+Or  (mod.  p). 

ilicronch  stellen     sich    also  die    beiden    undcm  Wurzeln  £  der  Cdn- 
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dtr  aas  iboeo  sieb  ergebeodeii  Wertbe  von  x  mit  r  eongraent 
lein  kauo;  so  bat,  irle  wir  in  dem  Vorstobenden  bebaopteten,  die 
CoDgroeai  «*5  6  (rood.p)  in  dor  Tbat  drei  oder  eine  Wartet, 
je  naehdero  p=3ii  -f  1  oder  ;is3fi  -fS  ist. 

Gehurt  die  Coogruenz  (1)  x^^b  (niod.p)  au  deo  möglicbeo» 
10  ist.  falls  p  die  Form  3f»<f  1  besitst,  auch: 

(jr»)  3  :=zx^~^=b  »  (mod.  ph 

d.  Ii. 

6  *  =  1  (mod.p) 

Findet  diese  Bedingung  nicbt  Statt,  so  kann  aucb  die  Con* 

p-i 

grueoz  (1)  nicbt  bestehen.  Einmal  aber  wird  6  ®  ~  1  (niod.  //) 
befriedigt,  indem  x^  durch  p  dividtrt  immer  einen  liest  «  ^eben 
rouss,  dem  man  h  nur  congruent  zu  «etzefi  braucht.  Es  fragt  sich 
nur,  ob  für  verschiedene,  d.  h.  inconuruentc  Wertfie  von  x  dieser 
Rest  a  nicht  mehrere  Male  erscheinen  kann.  Zu  dem  behüte 
bezeichne  4:  =  «  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  '2,...  p  —  1,  und  es 
werde  nun  ootersucht,  ob  in  derselben  Reibe  nicht  etwa  eine  an- 
dere Zabl  x^r  existirt,  für  nelcbe  mau  bat: 

r*  —  t*sO  (mod.  p). 


^raeot  X*^ä  (me4.|>)  alaMolti^la  d«r  dritten  x^r  dar.  Dabei  Itana 
•t  lieb  elleiding«  ereigaen,  daa«  yr,  sowie  0''>^  •l"«'  Be«t  hränkt 
nu  «dl,  wie  ea  offenbar  am  oatürIich«u-ii  im,  auf  poMlIv«  Werihe 
ron  X,  die  kleiner  aU  p  «ind;  ao  wird,  fslla  pr  ^  p,  dieie  Worael  X 
Bichl  ala  ein  %  ielfachca  von  r  oogeaeben  wardeii  kooDen.   Denn  asa^ 

pr=ßr  (imid.  p), 

woßr^p.  würde  (mod. d.  h.  p  =  ß  foljjen.    T-ünst  man  je 

duch auch  negative  Wertbe  von  x  zu,  «oll  nUn  f/r^ — ßr  (inod.  |/)  «eint 
«o^r<|r,  ao  hat  man  wegen  y  =  — (p  — i^).  (mod.  p) 

pr^^iP—py  (mod,  p). 

SoU  Dun  aber  die  Beaichung   gelten  ip  —  P}r<;,p,  so    muts  ooth- 

wendig  demnach  r  kleiner  oder  gleich  der  groaatee 

ia  dem  Brncbe    ^    entbalienen  ganten  Zahl,  ao  kann  auch  jeUi  wle- 

p  —  p 

der  X  ala  ein  Vielfachea  von  r  anfgefaaat  werden. 
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Ist  dies  der  Fall,  so  ist  entweder: 

r  —  #sO  (mod.  p),  d.  h.  r  ==  s, 

oder: 

Cir  +  5)2=  — 3s«  (mod.  p). 

Ütese  Congruenz   aber  wird  erfüllt,  sobald  aur  ^"^^  =  1  ist, 

eine  Bedingung,  die  für  jede  Primiahi  von  der  Porn  3»-|-l  ein- 
tritt. Ausser  r  s  «  extstiren  sonacb  noch  swei  andere  anter  sieb 
ttnd  mit  s  incongruente  Werthe  r=«,  rsß,  ftlr  welehe  r* — 1*=0 
(mod.  p).  W&blt  man  nun  filr  a  einen  andern  Werth  $g  aoa  der 
Reihe  1,  2,. . ./» ^  t,  der  al>er  mit  keinem  der  schon  lieetimmten 
Werthe  Rlr  r  spsamroenftllt;  so  ergeben  sich  wieder  drei  und  stfar 
von  den  bereits  ermittelten  verschiedene  Werthe  fiir  o;,  die 
in  der  dritten  Potena  nach  dem  Modnl  p  congruent  eind*).  Anf 
diese  Weise  fortgefahren,  aerfiillt  die  Reihe  3>,....(p— 1)* 

isi  endlich  (^f -f  l)r  > ,  «o  folgt  wegen  — (i^+l)  =  p  —  {Jt\^) 
(uiud.  p)'. 

mithin  iiiu««  ji-tzi 
•ein. 

Wenn  üIho  für  tlrn  Fall  Vi'^ü  nur  r  ^ — — —  ist,       la«ftcti  «ich  iic 

beiden  undcrn  Wiir/dn  X  der  CoOKmensc  (^mod*      eCele  sie  Viel' 

fache  der  drillen  Wurzel  auffaeeen. 

Selbttveretindlich  braucht  man  für  Jf  nur  den  einen  (|io«ifiven)  Werth 
XU  beanbcen,  d«  ja  der  lindere  dietelben  Werth«  von  X  lleforn  mofi. 

Aiinnit  man  hGi«(»ielswei«e  /l  =  61,  so  folgt  aus  der  Congrucoi 

(-i^1>«S— 3(nio<l.  61)  Sjr-f  IS £27,  d.  g.  |rs^l4;  daher  heiM 

die  beiden  Wnraeln  der  Congruena  (2z-|-r)*  «»3r*  (mod.  61)  x&tf* 

x^-^ I4r.  Sei« i  nmn jeut s. H. «o  «teilen       8^ x&»y x^-^ iSSS^ 

diedWarseln  derCungruena  x*^%l  (mod«  91)  vor.  Pdr  r>4  btanen* 

mehr  kein  xK^P  (nbeolot  genommen)  ala  Moltiplnm  voa  r  aagceebea 

CA         61  61  61\ 

werdeti,  indem  r  nicht  mehr  kleiner  al«   —  —  (oderg^ 

i«t. 

*)  Faltt  9|  mit  keinem  der  «eben  gefundenen  Werthe  s,  et,  ß  saM»' 
mcn.  ao  kann  auch  r,  mit  keinem  diener  Werthe  öbereinatiiiiraeo,  v«*^ 
aonat  #,*  mit  s*=:»*^ß*  congruent  «ein  mueate  und  sonach  die  Con- 
gruenz  r"  —  s*^0  (mud.  |f)  roohr  ala  8  Wuraela  beaÄaae,  wa«  «lo*^^ 
unmöglirh. 
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augeD5cheiolicb  in  ^  ^  ^  iocongruente  Gruppen;   jede  derselben 

beetaht  aus  3  Zahlen,  deren  Guben  in  Bezug  auf  /;  denselben  Rest 
lasscD«  E»  iat  daher  die  Anzahl  der  6,  fär  weUsbe  die  Coogrueni 

»—1 

9'=6Cniod./»)  zu  den  Mögtichkeiteo  gehürt,  =     ^"  * 

Oteae  6  bilden  alao  die  aSromtliehen  Incongrnenten  Wnraeln 
dar  Congrnenz 

y  ■  =  1  (med.  p). 
Beatebt  aonacb  filr  eine  Zahl  b  die  Beziebang 

6  *  5  I  (med.  p), 

■0  mu6ä  auch 

sc^=b  (niod.|)) 

Statt  finden,  d.  i.  die  Zabi  h  mosa  wirklich  einem  der  niSgllcben 
Reale  ten      in  Besug  auf  p  congrnent  sein.  Denn  wSre  diea 

nicht  der  Fall,  bestände  aber  dennoch  die  Congrnens  6  '=l(oiod.pO* 

Prl  p—l 
«0  hatte  die  Congriienz  ^  ■  =  1  ja  mehr  ala     3—  Wurzeln, 

wie  dach  onmvglicb  iat. 

Die  vorhin  entwickelten  Rtv^ultate  setzen  p  —  i  durch  3  theil- 
bar  voran«,  d.  h.  p  muss  unter  die  h  orm  3//  f  1  fallen.  Welche 
FolgeriiTi2:rti  aber  werden  sich  ergeben  ^veiin  p  eine  Primzahl 
3iif2  oder  —  was  dasselbe  —  —  1  darstellt?  Auch  hier  wäh- 
len wir,  wa«  ja  selbistverstÄndlich  »»escheben  darf,  unsere  a:  wieder 
in  der  Reihe  von  1  bis  p—l  und  nehmen  an,  einer  bestiramteo  s 
von  ibiieu  entspreche  eine  andere  r  ao,  dass: 

r*«— 0  (mod.  p). 

Aladann  ist  entweder  r  =  f.  oder  (2r  f  *)*^  -  (mod.  />). 
Nun  kann  aber  diese  letztere  Cnngruenz  nicht  bestehen»  weil  fär 

l^rimzahlen  von  der  Form  />  — — 1  ^  mithin  ist 

r*— *»==0  nur  für  r=i,  d.  b.  r=f  muglich.  Die  Zahlen  P,  23,... 
ip^})^  geben  daher  in  ßpzus;  aiifp  sünimtlicb  verschiedene  Reste, 
und  somit  ist  die  Anzahl  der  6  in  der  Congruena 

X^^b  {mod. p=^'<in —l) 

mit  p-->l  gimcbbedeutend. 


V 
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Anmerkung  I.   Ut  p  =:  2,  so  ist  die  CoogroeoK 

(!)  i2r^  s)*s^3«s  (mod.  p) 

mit  der  folgenden  gleichbedeutend: 

C2r  I     =  1  (mod.  2), 

d.  b.  für  2r  s  ist  jede  beliebige  angerade  Zahl  su  setsen.  Die 
ftteta  roSgliche  Congraeos 

ar*  s  1  (tnod.  2) 

hat  daan  aber  nur  die*  eine  Wurael    s  1  (nod.  p  =  2). 

Daraus,  dass  (1)  möglich  ist,  darf  aber  nicht  geschlossen  «er- 
den,   das8    der    für  r  gefundene   Werth   auch   der  Con^rüenz 
4  rj  -l-    ^  0  (mod.  2) genügen  muss.  Diese  ist  unmügiicbi  weiin 
(r  und)  s  ungerade. 

Aoinerkung  2.  Wir  haben  oben  von  den  Wahrheiten  Ge* 
braneb  gemacht: 

Am  elegantesten  dfirften  dieselben  aleh  mittelst  des  Legsn* 
dre'scheo  ReciprocitSts-Saties  beweisen  lassen. 

Ist  p  von  der  Form  3ii  -f  I  und  ebenso  in  Bezog  auf  4  von 
der  Form  4»j  4-  1  *    so    ist  dem  genannten   Gesetze  xulolge 

Q  =  ^0  =        =  1;  weil  aber  auch  =1,  so  folgt: 

Lä88t  über  die  Primzahl  p  —  3»  -f  1  durch  4  getheilt  dea 
Hest  3j  so  hat  man : 

("f)  =  - (I)  -  (»)  -      "^■"""^  (y) = ' 

Für  p  =  3n-t'2  bat  man,  wenn  bei  der  Division  mit  4  der  He«tl 
erscheint: 

(|)=-l.f«'8«cha»cb(^)  =-1. 
Ünd  giebt  p  in  Bezug  auf  4  den  Rest  3^  so  entspringt: 

6)= -6) -■-(?')-• 
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Hbrigens  auch  den  einlbcheii  Beweis  vod 
Crelle  in  Mioer  Eneyklopftiiiscben  Dar8t6llaog  der  Z*li* 
Itfstheorte  (baaond^rs  ab'jrrlruckl  aus  dem  Journale 
fir  reine  und  «egewaoilte  Matbematik)  $.a&  &236.  etc. 


Den  F  er  mal '«eben  Tbeorene  aofolgt  iat  atets: 

.Da  Don 

6*»— 1  SS  (6«.         ^  l)&0(aiMi.p)» 

M  ird,  faUe  6"  —  1  durch  p  oicht  aufgebt,  notb wendig 

6^"      6"  +  1  ^0  (med.  p) 
aeia.  Hieraua  aber  flieaaf : 

(26"  -1- 1)*«  -  a  (mod. 


Bekanntlich  hat  diese  Congruenz  immer  zwei  inconf^ruente 
Wurzel»  -f-  —  r,  folglich  kaoo  auch  6"  nur  z«rei  fer^cbiedene 
(nicht  congruente)  Wertbe  bealtaan,  trenn  6  cubiattier  Nichtrest 
reo  p  iat  Selaee  wir  r  ala  ungerade  Toraua»  so  giebt  die  Coo- 
gnitn  ernten  ISfadea  On  Bezug  auf  ^  ala  Unbekannte) : 

36"  4 1  5  r  (mod.  p) 


and  am  der  Congmeni 

26"  ^  Is  —r  («od.p> 


blgl) 


*•=  =  1?  y-. 


iit  Ungegen  der  Wertb  tod  r  geiade^  an  iodet 

4  />   —    (>    +  1) 

6"=  i  ^        (mod.  I?}. 
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1 

Da  0<'r<p,  so  kann  offenbar  6"  nie  =  — ^    sein.  Und 

•benso  leidit  ersiebt  maiir  das«  ^  auch  Die  =  — 1  aein  kaen. 
Ueberbwrpt  beaeichneo  2  iiad  p  —  die  Suaaeratea  Grtaita 

für  die  muglicben  Warthe  toh  6*;  /  stellt  dabei  die  grdssfe  i« 
eDthaltene  gan<e  Zahl  vor.  Deoo  sei  Ä^sp— yssp— [Vpl 
so  moss  die  Bezieheng  gelten; 

1)]«=V— 4y  +  1  =— 3  (mod.p),  d.  b. 
y*— y+  IsO  (mod.  p), 

was  uomügiicb,  indem  y*-y  +  l  stete  <p. 

Beispiel  1.  8ei  p  =  61»  alsdann  folgt  ans  (2^4 1)^-^ 

oy  1 

(mod.  61)26*4 1^27,  26*4 15*^'^5  34>  daher  6*5— U 

6«=  - ^^=- U,oder6»s »  47.    Für  das  M(h 

dul  61  beseichnen  also  13  und  47  diejenigen  Werthe,  dcnet 

Hl 

6  *  s=6^^  eongment  sein  muss,  falls  b  NIchtcabikrest  m 
p=01  ist. 

Beispiel  '2  Für  ;>=:13  hat  man  26" 4  1  =  i: 6  (mod.  13); 
r  ist  hier  folglich  gerade«  mithin: 

bPs  2  — 9(mod.ld) 

und: 

ft«^lill^-LAs=3  (mod.  13),  oder  wegen  -  6=7  (mod.  13): 

6«=        =  3 ,  wie  vorhin,  bt  sonach  eine  Zahl  b  cnblschcr 

P-1 

Nichtrest  von  ps5l3,  so  muss  sie  in  der  Potens         =  4  est- 

weder  congruent  3^  oder  9  (mod.  13)  sein. 

j.  6. 

Nennen  wir  jetzt  die  beiden  Werthe  aus  der  Reihe  von  I  Mi 
-1.  denen  6"  congruent  sein  Ijann,  falls  6"  nicht  =  1  (mod.  |»)f 
der  Kürze  wegen  o  und  ß,  . 

VermSge  des  im  Vorstehenden  Bewiesenen  moss  ofssbtf 
der  eine  der  cubisch4n  Nlcbtreste  in  der  nten  Potenz  mit  f 
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graenl  seiiii  mifbii»  würde  die  Ansah!  der  Nicbtreste,  welche»  sor 

p— I  2(w  — 1)  2»~5 
^-^teo  PotCB«  erhoben»  den  Rest  a  geben,       ^  l=s-^-g- 

betrogeo.  Nae  fcano  aber  eine  GengraeDs  nten  Grades  in  Bezog 
aar  einen  Primsablmodolue  nicht  mehr  ale  n  incongraente  Waraeln 
besitsen;  eenach  muae  die  Ansaht  der  cobiacben  Nichtreste«  welche, 
snr  nten  Potens  erhoben,  den  Rest  et,  ß  geben ,  in  beiden  Fäl- 
len gleich  groea»  nämlich  =:  sein. 

Nun  sei  6t?Sa,  b^=ß,  so  Met  (6i62)"tnnd  folglich  anch  jede 
mit  61 6,  coDgrueote  Zahl  ^uß^l  (mod.  p).  Denn  wäre  nicht 
eongrueot  1,  gebOrte  alao  die  Zahl  bib^  (oder  die  mit  Ihr  con* 
graente)  sn  den  cobiachen  Nichtresten;  so  IcGnnte  noch  demVer^  , 
hergehenden  (6162)"  nur  mit  einer  der  Zahlen  a,  ^Jcengrnent  sein. 
Dies  aber  ist,  wie  man  steht,  anmOglicb.  Sind  somit  swei  cubiscbe 

»  —  1 

Nicfatreste  in  der  ^— ^ — ten  =  nten  Potens  nicht  derselben  Zahl 
congruent,  so  Ist  ihr:Prodact  ein  cnbischer  Rest 

lat  dagegen  6,"=6s"=a  (mod.  p),  ^eben  folglicb  beide  die- 
selbe Zahl,  s.  ß.  a,  als  Rest,  so  kann  (6162)"  nur  congruent  ß 
sein,  weil  0*=],  a  entweder  Unmugliclißs^  oder  der  Voraussetzung 
Widersprechendes  liefert. 

Aach  erhellt  sofort,  daas  das  Prodnct  ans  einem  cnbiacben 
Reste  In  einen  Nichtrest  ein  cublscber  Nlcbtrest  ist. 

Ez?     Cr!  ?zl 

Allgemein  .sei  6sac«£....,  so  ist  anch  6  *  *  e  '  ... . 
sa"c"i^....  Jeder  der  Factoren  a,  e,  <i....  kann  aber  in  der 
»ten  Potens  nnr  einer  der  Zahlen  1,  er,  /J  congruent  sein.  Nennen 
wir  nun  die  Ansahl  der  er  ^a,  die  der  ß  v,  und  setsen  wir,  nm  einen 
bestimmten  Fall  vor  Augen  su  haben,  fi  >  v  Toraus;  so  wird 
ofenbar 

•6»=iiM,/^=(efj5)».«/*-»  (mod.|i) 

sein.  Jede  der  Zahlen  a,  ß  aber  iat  erat  in  der  dritten  und  nur 
erst  in  dieser  Potens  =  I,  d.  h.  a,  ß  geboren  sum  Exponenten  3. 
Daher  iat 

6*=1  (mod.  p), 
wenn  die  Uifferens         durch  3  aufgeht. 
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Wird  6  iD  Prirofactoreo  serlegt»  ist  also  6sa«>e*t4l'«..<.i 
so  brauchen  wir  offenbar  nur  diejenigen  sn  untersacben,  der^a 
Exponent  —  nacb  Ausscheidung  des  grossten  darin  enthiltesen 
Vielfachen  von  3  —  der  Zahl  1,  oder  2  gleich  ist.  Denn 

a"=«  (niod.  p) 

giebt,  0=1  oder  2  gesetzt, 

»  Ä  (a*«+»  )•  =  a««»»a"»  =  a(«*(niod.p). 

ist  t?  =  2,  80  ist  a*  =  /5. 

Wenn  b*  nicht  =  1  (mod.  p)  ist,  so  findet  die  Congrueot 
6«« +  6« +1=0  {moA.p)  Statt,  d.  h. 

Nun  ist  aber  n  =  'im,  mithlo  zerföUt  die  vorstehende  Coogroeni 
iu  die  beiden  aoderu: 

^  (mod.  p), 

6*«+l=— 6"»  (mod.p). 

Gleichzeitig  können  dieselben  offenbar  nicht  eintreten,  «flÜ 
ihre  Differenz  26«  l&ein  Vielfaches  von  p  attsdrüclct 

Substituiren  wir  jetzt  für  b'^'*=b''  die  möirlicheu  congrueoten 
Wertbe  a^ß,  so  erhalten  wir  die  üeziehungen: 

6«*=   tf-l-l  (niod.|i), 
A"s-(«+l)=p-(a  +  l) 

und 

b"*~    |3  +  i  (inod.p), 

A'»  =  -(/3  +  l)=/>-(i3  +  l). 

Den  in  {•  4.  gegebenen  Werthen  von  «  und  ß  snfolge  aber 


*)  Vermöge  dieger   Beziehung  i»t  aUo  ateU  a*-|-a-f  trz^ 
(«  +  !)*=  o,  =     —  Vui  beachtet  naa,  dast  l» 

ergeben  gich  aoe  ^        1  (iDod.|r)  die  aehoo  bekaonlM  BcMi-  | 

tote     5/9,  /9*  s~  a.  —  Schreibt  maa  endlich  die  obige  CengreMt  h 
ielgeader  Form: 

(«ii.1)«s^a^  (mod  p), 
te  eoUpringen  die  lolereaaBoteo  Folgerangen: 
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Ut  ö-f  ^  stets  —  somif  kann  A*"  mir  (iic  Reste  a,  a  \-  I, 
ß-\-  \  liefern.  V'on  diese»  gehüren  a  iinci  ^  zum  Ej^portenten  3; 
die  beiden  andern  a  +  l,/5-|-I,  welche  also  respective  um  1  <j;ro8- 
ser  sind  als  «  und  ^,  können  hingegen  nur  erst  in  der  6ten  Po- 
tenz =  1  (nii;il.  p)  sein.  Denn  celn'irt  für  einen  ungeraclen  Prim- 
zahl-Moduius  p  die  durch  p  nicht  theilbare  Zahi  x  zum  Expo- 
nenten      hat  niai)  also  die  Congruenz: 

so  IUU8S  lür  das Compiemeot  p — z  von  z  die  Congruenz  besteben: 

(p—2)^^^\  (mod.p), 

je  nachdem  6  gerade  oder  ungerade  wt  Findet  dies  Letxtere 
Statt,  so  ist  die  *2dte  Potena  die  erste,  fOr  welche 

{p^t)'^^\  (mod./)) 

ist.  WSre  nimlicb  schon  filr  einen  niedern  Exponenten  a 

(p— 1)«=]  (oiod.p), 

80  niusste  ce  nothwendig  in  der  ungeraden  Zahl  ö  aufgehen,  also 
selbst  ungerade  sein.    Für  ungerade  Zahlen  aber  ist 

folglich  milsete  2<*= — 1  und  daher  auch 

(z«)c=z'^»1  (med. 
sein,  was  der  Voraussetzung  nach  uomüglicb. 

j.  7. 

Den  im  Vorgebenden  gefundenen  Zusammenhang  der  Grüssen 
6^  nnd  6*  kOnnen  wir  noch  näher  l»estiromen,  wen»  wir  die  he- 

kannte  Bedingung  6  *  — 63"'~4:1  (mod.  p  —  ^m-{-\)  berücIssiGh' 
tigeo.   Ist  nämlich  zunächst  6^"'  =  1>  d.  h.; 

6*»  -  -  l)(6*»-f  6«*  4 1)50  (mod.  p\ 

so  entspringt: 

6*"  +  l  =— 6»  (mod.  p). 

Und  ist 

b^m  4.1=(6"  +  IX^*»»  —  6"»  +  1)  =0  (mod.|?). 
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80  folgt: 

J«  nachdem  aUo^^=±l  ist,  muss  6*"-f-I  =^ (mod.;^) 

eein,  natürlich  unter  der  Voraussetzung,  das«  weder  6'"  —  1,  noch 
6"*  -1-  IsO  (mod*  p).   Den  Wertben  a,  ß  kaon  aloo  6"  our  cor* 

gruent  sein,  wenn  ~ 

Aomerkung  1.   Auch  hier  sieht  man  leicht«  dasi^ 
(a  +  l)«=a,  05  +  ond  ««^/S, 

seio  miias. 

Anmerkung  2.  Eine  andere  Form  dieser  intereManten 
l    Leerungen  endlich  ist  folgende.  Giebt  man  nämlich  den  beide« 

Cüügruenzen 

^sm^.^m^|=0  (niod.p}  aad         6«-f  1=0 

beziehungsweise  die  Formen: 

(6»  + (med.  p)  und      —  1)*»— 

und  nennt  man  der  Kürze  wegen  den  Rest  von  6°*  in  Bezug  auf  i 
p  y;  so  siebt  man,  dass: 


(y4-l)«=y  (mod.j?),  wenn        ^  I 

and: 

(y— l)*Sp— y  (mod.jj).  wenn        =  —  1. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  für         =  1  nur  /  =  o,  oder 

=  sein  kann,  dass  hingegen  für  =  —  1  y  entweder =a+li 
oder  SS  j^-h  i  ^  <o  bat  man  die  obigen  Reanltate. 

Anmerkung  3.  Hat  man  für  irgend  eine  darch  p  nicht 
tbeilbare  ZabI  6  gefiudeii«  dam  sie  in  der  Potena  ^;^eiaen  der 

mvgUcbeii  Wertbe  a,  ß  von  6*""ss6  "  eongroent  ist;  so  »d» 
man  nacbs  dem  Obigen  sofort,  daas        s  1$  ist  dagegen  6* 

sa<|-l,  oders^4-lf  ao  roaas  ^^^  =  ^1  sein. 
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Wir  benutzen  noch  die  Gelegenheit,  gleich  einige  andere  spe- 
cieile  Resultate  mit  anzufähreD. 

Setxt  man  h  =p  —  I  =  —  1  (mod.  p) ,  so  wird  6  •  = 
sdi—l)«"  =(-!)'»  sein,  d.  b.  es  ist  (p— =       (mod.  j»),  je 

naclitan  ^  =  tu  so  den  geraden  oder  ODgeradeii  Zahlen  gehört. 
Mitbinistim  eisten  Falle  = -f  I;  im  aweiten  dagegen  ist 

('-?-')=-• 

Daaa  die«  Resultat  einen  besondern  Fall  des  rolgeuiieD 
darstellt: 

eikennt  man  sofort 

Bezeichnet  g  eine  primitive  Wurzel  von  p,  so  mfissen  offen- 
bar die  Zahlen: 


cabische  Reste  von  p  atiu.    Dagegen  sind  die  Potenzen: 
if*»^,^»....^*-*  end 
«—1 

in  der         ^  Poteos  besiehangsweiae  mit  m  nnd  eoagraent 

lllt  der  grvsateo  Lolclitiglceit  folgt  endlich  d^  Sats,  dass  8^ 
sowie  p^S  stets  eoblscbe  Reste  von  |i=3»-|- 1  sind«  und  dass 
Ittr  64>|i  und  645r  (mod.p)  auch  rnnd  p— r  so  dencobischon 
Restso  von  p  gehCren.  So  Ist  a.B.  fdr  |i  =  61  64=3  (mod.  61), 
bodeoten  3  nnd  68  cobische  Roste  von  61. 


Aelinlichf  Satze  könnte  man  offenbni  in  Hezug  auf  die  fol- 
genden Zahlen  3,  4,  5,....  zu  ermitteln  »ucheoy  was  Jedoch  ans 
leicht  begreiflicheo  Gründen  unterbleiben  soll. 

i,  8. 

Cdscre  bisherigen  Betrachtungen  setzten  den  IVlodul  als  eine 
Primzahl  voraus.  Es  liegt  uns  nun  ob,  zu  untersuchen,  ivelche 
Beziehungen  Statt  haben,  wenn  der  Modul  eine  zusammen- 
gesetzte Zahl  /i  ausdrückt.  Ich  werde  dabei  einen  aholichen 
Gedankengang  innehalten,  wie  ihn  mein  grosser  Lehrer,  der  vor- 


t 
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treffliche  Dirichlet,  'm  semeD  Voriesungen  {Hier  ZaUmttiewi« 
Bezti«;  aut  quadratische  Reste  zu  geben  pflegte.   Wir  betrachten 
also  zunächst  den  Fall,  wo  der  Modul  h  eiDePotons  derPria* 
zahl  p=i^n^\  darstellt;  dabei  setzen  wir,  wie  immer«  6  aU 
lative  Primzahl  zum  Modul  k  Zorane. 

Nehmen  wir  snvlirderet  an»  die  Congmenz 

sei  möglich,  und  verstehen  wir  unter  a  eine  bestimmte,  unter  x 
irgend  eine  Wurzel  der  vorgelegteo  Congroenz»  so  folgt  aus 

— a3=U  (inod./9^), 

dass  entweder 
oder 

dES-|-«r-fa*^0  (mo4.|»*)f  ■\ 

d.  g. 

(2jr 3«». 


iStatt  finden  muss.    Da  diese  letztere  Congruenz  wegen 


=  1  möglich  ist,  und  somit  zwei  incongruente  Wurzeln  besitzt;  so 
ezistiren  auch  Itir  x  zwei  incongruente  Wertbe,   D'ie$?e  aber  buR- 
nen  dem  Wertbe j;=a  (med. p^)  nicht  congruent  sein,  ^oil  der 
Voraussetzung  zufolge  die  Dilferens     i- cur -f 
nicht  durch      aufgeben  kann. 

Es  bat  daliftr  die  Congmeni  (I)  entweder  gar  keine,  oder  drei 

incongruente  Wurzeln. 

Damit  nun  die  Congruenz  (1)  muglicb  sei,  ist  es  offenbar  eine 
unerlSsslicbe  Bedingung,  dass 

(•2)  a^^b  (mod.fi) 

zu  den  möglichen  Congruenzen  gebort.  Lässt  sich  dann  weiter 
allgemein  zeigen,  dass  aus  der  Möglichkeit  der  Congruenz  (I) 
stets  das  Statthaben  der  Congruenz 

üß^b  (med. 

folgt,  so  dürfen  wir  offenbar  behaupten,  dass  (1)  mSglicb,  wenn 
b  cubischer  Rest  von  p  ist.  Zu  dem  Bebufe  bezeichne  «  «z« 
Wurzel  der  Congmenz  (1);  es  sei  also: 

«•  —  6  =  hp^. 
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\ai  aber  (mod«|9^)  eine  Wuriel  der  Congruenz  d.h. 

iet  «s«+|»*.y,  «o  wird: 

miibiu ; 

—  6  s     (do^  +  h)  (med. 

Soll  non  x^—h  durch  ^i''^^^  tbeilbar  sein»  so  hat  mau  offeniftar  jf 
00  zu  wählen,  dass 

do^jy^ — k  (niod.jv) 

>rird,  eine  Bedingung,  die  stete  befriedigt  werden  kann,  da  weder 
3y  oocb  a  darcb  p  aufgebt. 

Eis  ISaat  sicfa  alae  io  der  Tbat  ava  einer  Warzel  a  der  Con- 
gruenz (!)  ateta  eine  Wurzel  der  Congruenz  (mod./»"+^) 
ableiten,  vrelebe  &u  (mod./ii^)  iat  Auf  dieae  W^e  erbettt  ao< 
fort»  das«  aua  einer  Wurzel  u  der  Congruenz  jc's6  (mod.  p) 
oaeh  und  naeb  ebne  Wurzel  deraelben  Congmens  in  Bezug  auf 
die  Mednii  p*,  p^,....p^  gewonnen  werden  bann*).  Daher  daa 
Readtat: 

Bezeichnet  6  eine  durch  die  Primzahl  =  jbi  -|- 1  nicht  tbeil» 
bete  Zahl«  ao  iat  für  die  MogJicbbeit  der  Congruenz 

a:^  =£  b  (raod.  p^) 

die  erforderliebe  und  hinreichende  Bedingung,  daaa  b  eubiacber 
Real  von  p,  alao 

6  '  ^  1  (mod.p) 

Ist;  Hird  dieser  Bedingung  genügt,  so  besitzt  die  gegebene  Con« 
groenz  drei  incongruente  Wurzeln,  tvelche  ermittelt  werden  kon- 
oen,  sobald  man  eine  Wurzel  der  Congruenz 

X*  s  6  (med.  p) 

kennt. 

Beispiel.  Sei  p  =  7,  7i;  =  3,  4;  also  a:'=6  (mod.  T'').  Nun 
ist  ffir  |»^7  die  Zahl  6  ein  eubiacber  liest ,  indem  6^=1  (mod.7). 


*)  Maa  kann  diss  Usbergeheo  Ten  einer  gei^beoen  Potenz  des 
Msdnlfl  so  einer  boberen  jv^-f «1 ,  wie  sn«  d^m  Obigen  «iiforl  eintenA- 

tet,  dadurch  abkur/en.  dass  man  tti'^^  («tatt  1  also  Tj)  «ctzt,  mitbin 

▼OQ  9vss9  gleich  so  sr  =  4  übergeht. 

TkeU  XLin.  S» 
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Die  eine  Worzel  der  Congruenz  a;*  =  6(mod.  7)  heisfit  j:  =  3: 
mitbin  ist  a^-^b^hp^,  hier  27—6  =  3.7,  folglicb  giebt  Zahf 
<iiiod.7)i 

3.0.y  =  ^3  (med.?)  oder  9^/^-1, 

d.  g. 

3f  =  3  (mod.  7), 

QDd  soDadi  bmichnet  ars^  p''^  »Sf  21:=s24  eine  Wuneiaer 
GoogroeDS  «*^6  (mod.  49).  Die  beiden  andere  Wonelo  findtt 
man  dereb  AoflOeoog  der  Congroena 

«•^24«4-24*  =  0  (mod.  49)  oder  (ir  +  24)»  =  —  3. 24*. 

d.  g. 

2a;'f  24  =         also  jr=— 9  und  a:=  — 15  (mod.49). 

Hieidnreb  aind  wir  non  le  den  Stand  gesetzt,  auch  die  Wartek 
der  CeagraeBaen  s*^^  (aiod.  7>  =  343)  und  j:>  =  6  (mod.?«)  tu 
beetimmmi.  Eiee  dieeer  Weneln  heisst  nun  für  den  Modul  7'=343 
:r  =  34-|-96  =  122  und  Air  deo  Modul  7«  dr^o;' —  a  +  p'y  = 
24-1-  16.49  =  die  letztere  Wurzel  haben  wir  gleich  aas  der 
Wonel  24  der  CoDgrueoa  jr* ^ 6  (mod.  49)  abgeleitet,  indem 
24*=— 12  (med.  49),  282  =  — 12  (mod.  49)  [deon  o*— 6  =  ^» 
d.i.  24*— 6^282.49],  aleo  die  CongraeDa 

3e^  =  —  A  (mod.  p^«) 

die  folgende  giebt: 

3(— 12)y  s  -  (- 12)  (mod.  7«). 

d.  b. 

y  =  16  (mod.  49). 
{.  9. 

Ein  Blick  anf  dae  Im  Obigen  angewendete  BeweieverltbNo 
aeigt»  daas  aicb  daaeelbe  aofert  auf  den  Fall  abertrageo  Ifiast»  1« 
welchem  der  Modul  k  eine  Poteoa  der  PrImaabI  p=3n-f  3 
amidrQckt  Nun  wiesen  wir  aber  aue  dem  FHIberen,.  daea  die 
Congmeoa 

s  ^  (mod.  p  s  3»  4 


fitetä  möglich  ist;  mithin  gehurt  auch 

x*^6  (med.  p") 
zu  den  immer  möglichen  Congrueozeo.   Nur  hat  in  diesem  Falle 
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die  vorgelejztr  (  ongruenz  bloss  eine  Wurzel;  denn  ist  a  eine  der 
Wurzeln,  so  kann  nur  der  Factor  *  — a  vod  a:* — durch  auf» 
geheu;  die  Congrueuz 

^  aar -f    5  0  (inod. 

oder»  was  dasselbe, 

(2.T  +  o)«  =  —  3«*  (niod.  p^) 
— 3o^\ 

—^^  =  —  1,  —  unrouglicb. 

Wie  man  sieht,  ist  dieser  Grund  nicht  anwendbar,  sobald 
man  p^2  setzt.  Es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen,  dass  atich  für 
diesen  Fall  die  vorgelebte  Coni^ruenz  ar'  =  ft  (niod.  2")  um  eine 
Wurzel  haben  kann.  Denn  da  6  und  folglich  auch  jedes  r  unge- 
rade sein  muss,  so  ist  j:*^  +  ajr  +  a'  nie  gerade  und  demnach  nie 
durch  2^  theilbar  *). 


$.  10. 

Wir  kommen  nun  zu  dem  Falle,  «o  der  Modul  eine  Potenz 
der  Zahl  3  ausdrückt«  und  zwar  werden  wir  zunächst  die  Congruenz 

a)  jr*  5  6  (mod.  9) 

betrachten.  Da  tier  Voraussetzung  zufolge  b  eine  nicht  durch  3 
aufi^ehcnJe  Zahl  bedeuten  muss,  so  kann  offenbar  AQck  X  nur 
eioe  der  Formen  3it     1  beaitzeo.   Nui|^  ist  aber 

(3«  ±  1)»  =  (3n)»  i  3 .  (3;i)«  +  3.3»  db  1 , 

(3ni:l)>  =  dbl  (mod.9). 
Soll  demotch  die  Congmens  (1)  möglicb  eeio,  so  mmm  notbwendig 

b  =  A  \  (mod.  9) 

* 

sein*  Wird  umgekehrt  dieser  Bedingung  genflgt,  so  bat  offenbar 
die  Gongriiens  (I)  die  drei  incoiignienteo  Warsels 

07  =  1,  =4,  ~7  (mod.  9) 


*)  Ist  4r^8,  M  ist  offrabar  die  Congroeax 

(2a-  +  «)'  =  —  3a«  (mod .  2^) 

anniögiicb,  indem  —  3a^  —  wogen  de«  uDgeradeo  a  —  nicht  =1,  «ou- 
49m  s-'-S  (mod.  8)  ist. 

29* 
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oder 

a;  =  2,  =5,  =b  (mod.9), 

je  oacbdem  &  s  1  oder  6  s  —  1. 

Jede  durch  3  iiicbt  tbeilbare  Zahl  kann  ferner  unter  einer  der 
Formen  OwdLl,  9nJ:2,  9h  4;  4  aufgefa^tAt  werden.  Erhebt  mao 
jede  derselben  zur  dritten  Potenz,  so  kogimt: 

(lHiJ:l)>sd:l  (niod.27)»  (Qu db2)«5  J:8»  (9fidb4)>^l la 

Soll  daher  die  Congruenz 

<2)  x^^b  (rood.  27) 

nHiglich  sein,  8o  ist  die  unerläfistiche  Bedingung  die,  das«  man 
habe  entweder 

b^±  \  (med. 27)  oder  ^—dbS  (iiiod.37), 

oder  eadlicb 

6  =  :!:  10  (iiiod.27). 

Und  urogekebrt  über/.eugt  man  sich  sogleich,  dass  in  jedero  die- 
ser Fälle  die  Congrueoz  (2)  respective  die  drei  iucongoenteD 
Wurzeln  bat: 

=J:10,  =J:]9  (nod.27). 

ar  =  i:2,  ^±U,  =  ±  20  (mod.  27), 

at^±i,  =d:]3,  ^  J: 22  (mod. 27). 

Mit  Berücksichtigung  der  für  den  Modul  27  geltenden  Pie  lin- 
gungen  kdnoen  wir  offenbar  aofort  bebaapteo,  das«  die  Congruenz 

(3)  x^^b  (mod.  3")« 

wo  «  ^  3  iett  sn  den  UnmSglieblceiten  gebOrt,  wenn  b  mit  kctner 

der  Zahlen  ±1,  ±8,  +10  nach  dem  Modul  27  congruent  ist, 
Dass  aber  umgekehrt  irgend  eine  dieser  Beziehungen  das  Be- 
steben der  Congruenz  (3)  zur  Folge  hat,  uerden  wir  sogleich 
sehen.  Setzen  irir  nämlich  voraus,  die  Congruenz  (3)  habe  die 
Wurzel  a,  d.  b.  '  \ 

so  folgt  fttr     a  «  -f  3«~*.y : 

mithin :  • 
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Durch  zweckmässige  Wahl  des  y  uird  man  diese  Gleichurtg 
offenbar  uochmal«  dorch  3^»  tbellbar  machen  köDDen.   Kimmt  man 

«1  so  entspringt  die  Congruens  ersten  Grades: 

(4)  a*y  4  A  S  0  (med.  Z>*f) , 

die  »tets  nin^lirh  ist,  nei!  er  nicht  durch  3  aufgeht.    Wir  künoeii 
daher  eine  \N  urzel  a'  der  Congruen?       — ~  0  (mod.  aus 
der  Wurzel  «  der  Consfruenz  (3)  liilclen.  ifl'dem  wir  u  f  IJ  '^— * y  =s 
seUen,  wo  y  aus  der  Congrueoz  (4)  zu  entnehmen  ist 

Da  nan  die  Congrnens 

;r>  =  6  (mod.  27) 

floter  den  angegebenen  Bedingungen  stets  mOglicb  ist»  so  irird 
nan  ans  dieser  gleich  eine  Wursel  der  Googruens 

s  6  (mod.  3«) 

ableiten  und  von  dieser  Congruenz  gleich  wieder  zn  der  folgenden 

a^^b  (mod.  3«) 

fibergehen  fcOnnen,  and  s«  welter. 

Ist  auf  diese  Weise  eine  Wurzel  der  Congruenz 

ae^^b  (mod3«) 

gefunden,  so  ergiebt  sieb,  dass  von  den  Factoren  von  «S— 
=  (x — «)  (x*  +  «« -f  o')  nur  einer  durch  Ü^-'  theiibar  zu  maeben 
ist,  weil  der  eine  von  ihnen  durch  3  aufgeht   Denn  w&re  gleich* 
«eitig 

x^a  =  0  (mod. 3«) 

und 

J  cu:  +      ^  Ü  (muti.  iP), 

so  mtisste  ancb  3ax  =  0  (mod.  3^)  sein,  was  wegen  der  Natur 
von  a  and  a  onmSglicb  ist.  Bringt  man  ferner  df*  -f  <ur  4*  ^  0 
auf  die  Form 

(iT-t- =    3a«  (mod.3«), 

so  erkennt  man  sofort,  dn^s  ^a:  ^  a  die  turn)  3m  besitzen  muss; 
mithin  ergibt  sieb  die  Congruenz 

3ni«  B  ^     (mod.  3«-») ; 
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diese  aber  ist  immniifich,  weil  a  eifie  durch  3  nicht  theiibare  Zahl 
bedeutet.  Daher  kann  auch  nur  x  —  er  durch  3^~*  theilbar  ge- 
macht werden,  ihhI  sonach  "irr!  f^er  Ausdruck  x  =  o  -f- 3^~*  .t, 
wo  t  eine  beliebige  Zahl  bedeutet,  die  Wurzeln  der  Congrueoz 

x^^b  (mod.  3«) 

liefern.   Nfninit  man  1  =  0«  1»  2«  eo  erh&it  man: 

X  =  «  (mod.  S''),   j:  =  c  +  3»-»  (mod.  3^^) 

und 

;rsa-t2.3«-*  oder  s  a  —  3»-^  (mod.  3«) , 

d.  b.  drei  incongruente  Wurzeln. 

Unsere  bisherigen  Untersachungen  haben  uns  also  folgeaden 
Resnitst  gelehrt: 

1)  Für  eine  durch  3  nicht  tbeilbare  Zahl  6  ist  die  Congrueoz 

;r*»6  (mod.3') 

stets  möglich,  wenn  «  =  1 ;  in  diesem  Falle  hat  die  vorgelegte  (  on. 
gruenz  nur  eine  Wurzel  jc  —  ^l,  je  nachdem  6 ^ db  1  (mod. 3). 

2)  Fdr  sr  ^  2  ist  die  gegebene  Congraens  nur  dann  muglidi, 
wenn  6»  j:l  (mod.  9),  und  swar  besitst  sie  dann  jedesmal  drei 
incottgniente  Wvrseln. 

3)  Ist  endlich  »^3,  so  gehurt  genannte  Congrnens  oor  dann 

xu  den  müglicben,  wenn  eine  der  Bedingungen  ätatt  hat: 

b  =  ±}.  =db8»  =  :t  10  (mod. 27). 

In  jedem  dieser  Fälle  uirrl  alsdanrr  die  An/ahi  der  incongmenteo 
Wurzeln  ufife»erer  Congruenz  durch  die  Zahl  3  ausgedrCickt. 

Beispiel.  Sei  6:=  10  nnd  nss4,  also  10  (mod. 81). 
Aus  ar*»10  (mod.-/7)  folgt  die  eine  Wurzel  x  =  4;  mitbin  Ist 

43—10 

4^  ==  —       (mod.  3)  die  autzulusende  Congrueoz  ersten 

Grades;  diese  giebt  %  =  —  1  (mod. 3),  somit  ysl  (mod.^. 
0ie  Wnrselo  der  Coogruens  ;r'=  10  (mod.  81)  beissea  daher; 

«'  =  «  +  3«-»^  =  4-|-9=sl3;  a"=:l3-f27s=40; 

JFS«*=  1342.27  =t 07s- 14  (mod.81). 

Hätte  man  statt  der  Wurzel  4  der  Cnur^Tueuz  Jü  (mod.  27) 

die  Wurzel  ar  =  22  genommen,  so  hätte  man  gefunden: 


• 
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y  =  2  (mod.aj  und  x=  «' (mod.  81)  =  a  +  a^'-'y  =  22  +  9.2  =  40; 

^'»«'siOf  27=67;  d;s40<f54s  13  (niod.81), 
wie  e»  nicht  anders  seio  kano. 

$.  11. 

Nachdem  wir  uns  auf  die*<e  Weise  fiber  die  Muglichkeit  einer 
Ton^^Tiiejiz  x^~h(mod.&),  in  der  h  und  k  relative  Primzahlen 
bezel;  hnen  und  in  welcher  der  Modui  k  entweder  eine  Primzahl, 
oder  irgend  eine  Potenz  derselben  darstellt,  kenntniss  verschafft 
haben,  sind  wir  nunmehr  im  Stande,  den  Fall  näher  zu  beleuch- 
ten» in  welcbem  der  Modul  k  irgend  eine  zusaaiueDgesetzt^Zablaua* 

drückt.   Ist  also  ik=3e|i«.|it'i...X^.^i*i...,  wo  ^=0, 1,  2,  ^3 

ist  und  die  p  Prinizahlen  der  Form  3n -f  1 ,  die  f]>  aber  Primzab- 
len  von  der  Form  3»  -f  2  bedeuten;  tso  lulgt  ixu»  der  Müglicbkeit 
der  Congruenz 

(1)  x^  =  b  (mod.  &) 

offenbar  auch  atets  daa  Stattfindoo  jeder  der  Congroensen : 

1«'  =  6  (ni«d.  34»), 
s  6  (mod.  p^)f 
aß  ^6  (mod.pi««), 

(2)  <   

J        =  6  (mod.  q"), 

1        =  6  (niod.^i*i). 


Dabei  wird,  um  ea  nochmals  zu  wiederholen,  b  stets  als  prim 
zum  Modul  k  vorausgesetzt. 

Da  also  jede  Wurzel  rier  Congruenz  (1)  zugleich  den  Con- 
gruenzen  (2)  genügen  muss,  so  wird  nothwendip  (l)  unmuglich 
«ein»  wenn  dies  für  irgend  eine  der  Congruenzeii  (2)  ätatt  findet.  * 

Umgekehrt  wird  man  aua  den  Wurzeln  der  Coogmenaen  (2) 
eine  Wurzel  der  Congruenz  (1)  finden,  wenn  man  ein  x  bealimmt^ 
daa  nach  gegebenen  Moduln  (den  Factoren  von  A:3e,  p^,  o.  a.  w.) 
beatimmteo  Zahlen  (den  Worseln  der  Congrnenaen  (2))  congruent 
iat.  Jede  aolcbe  Verbindung  giebt  «ledann  eine  Aafltonng  von 
der  Form  st^X  (med.  k), 

Nennt  mau  nun  0  die  Anzahl  der  Wurzeiu  von 
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~  b  (raorJ.  3c) 

and  ft  die  Aoiabl  der  ▼erschiedeDen  Primzahlen  «o  «rird  oSdH 
bar  (7  .3^  die  Ansaht  sSmnitliclier  Warzelo  der  Coograeni  (1)  «ot- 
drGeken;  deon  jede  der  Coogmenxeo 

x^~b  (med.  9*) 

8.  w,  beeilst  nur  eine  WoneL  Nan  ist  aber  e  s  J  eder  e=3, 
je  nachdem  =  0,  1 «  oder  >  1 ;  daher  iet  die  Anxahi  der  Wer^ 
sein  van  (1)  diesen  Fällen  entsprechend  =  3^,  oder  =  3pH 

So  hat  i.  B.  die  Congruenz 

3^^U  (med.  105) 

* 

die  drei  Wurzeln     =e  4,  =64,  =79  (mod.  105).  Denn 

j;*  =  54sl  (mod. 3)  giebt  X 5  1 , 
a;'  =  d4  =  4  (mod.5)  „  x  =  4, 
4r*  =  64sl  (mod.?)    „    x  =  \,  =2^  =4. 

Beseicbnen  aber  in  den  Congraensen 

x  =  o  (raod.  o),    x  =  ß  (mod. 6)j   x^y  (mod.  c) .*«• 

die  Modflin  er»  6j  e        relative  Primsafalen  sn  einander,  und  M 

9t        Zahlen,  «reiche  gleichseitig  den  folgenden  Paares 
Congmensen  geniigen: 

r  =  1  (mod. a) ;  « ^  I  (mod. b)\  (mod. c);.«** 

r  =  P(mod.-J;  #  =  ü(niod.^};  /  =  ü  (mod.  ^) 

wo  m=a6c....;  so  ist: 

=  or  -f  /'t  -f-  7<  -I-     (modt  m). 
Wendet  man  die«  auf  das  obi|;e  Beispiel  an,  so  lolgt: 

r=l  (mod. 3);    t=  \  (mod. 5);     Isl  (mod. 7); 

r  =  0(mod.35);  f  =  0  (mod.  21);  I  =  0  (mod.  15;; 

r S 70  (mod. 3, 35) ;  «^21;  (=15; 

dem  nach ; 

X  =  70-1-4. 21  -I- 15  s  64  (mod.  105) ; 
70+4.21-1-30  =  79  (mod.  106); 

:r  =  70  +  4.21+60  =  4  (mod.  105). 
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Neue  Eoiiviokelaog  der  Tiieocie  des  Maasse»  der 

KrOniDong. 

Vom 

dem  Herausgeber. 

£  i  Q  I  e  i  t  u  o  g.  i 

Dia  Tbeerie  499  Uaaftet  dar  Kramnnng,  «rdaha  saarat 
w9n  Ganaa  i«  dar  barahmtaa  Abbaodtaag:  DUqaUitiooaa 
circa  aaparflci aa  cartaa.  GatCingaa.  1828.  4<>.  aatiriekalt 
worden  iat,  gehurt  i»»traitig  sa  den  aefcOnataa  aad  wfelitigalan 
ArMtaa  aad  Er6nduQgaa  diaaaa  grossen  Mathamatikaffat  was  tob 
niemand  leblialler  al«  von  mir  anerkannt  werdan  kann.  l)ie  Ent« 
«riekalaag  dieser  H  ichtiuen  Theorie  selbst  aber*  wie  dieaelbe  tea 
Gauss,  anter  fiellacber  Anwaadaog  der  aogeoaanten  onendlicb 
kleinen  GrOeeen,  ursprünglich  gegeben  worden  ist,  bat  mich,  wie 
icb  aien  zu  gestehen  keinen  Anstand  nehme,  hauptsSchlich  aus 
4eBi  ao  eben  angegebenen  Grunde  nie  vollständig  befriedigt,  da 
icb  aainentlich  aucb  bei  allen  derartigen  Untersuchungea  atata 
«wf  aligiicbat  strenge  und  bestimmte  Gränzenbetrachtiiri[^en  zu- 
fiduagehen  und  In  solchen  Grftnzenbetrachtungen  nicht  den  klein- 
sfen  Werth  aller  Untersuchungen  dieser  Att  zu  suchen  gewohnt 
bin,  wie  irh  «^chon  an  vielen  anderen  Orten  oft  genug  bemerkt 
and  hervorijehohen  hiihe.  Deshalb  habe  ich  horoif«;  var  einer 
ziemlicbeo  lieibe  von  Jahren  in  einer  in  diesem  Archiv.  1  hl.  XXVIII. 
J^f,  XVf.  S.  '2N">.  abgedruckten  kürzeren  Abhandlung  den  ersten 
Abriss  einer  vor»  der  von  (*ans8  l'*'.!'*I>'mhmt  \ erKcliHMjenen  l.nt- 
wickelunt'  äer  mehr  genannten  Hifltti_;r[i  Iheoric  gegeben,  ohne 
das^  eine  ^  <ili>t  1  iidige  Ausfüliriing  üerseliteti  damal^^  in  meiner 
^b«i?rht  2eIi'gtM  Ijfitte,  wie  aucb  von  mir,  auf  eine  sjiatere  weiter« 
.\  ij>iuliMiriL'  v  erweisend,  am  Scblu?»«  der  irmannten  Abhandlung 
au-'^tirucLlii.b  bemerkt  worden  ist.  Ich  v^ill  daher  jetat  diesen 
wichtigen  Gegenstand  von  Meuem  aufnehmen  uod  in  der  vorlie- 
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geii<ien  A Itbandlun^  eine  neue  voilutandiiie  Rntwickelunjj  der  aii* 
gemeiueo  Theorie  de«  Maasse«  der  KrümmuDg  geben. 

Bevor  wir  xor  Eotwickelung  der  Theorie  des  Kritmoimigs* 
roaMoes  eelbet  fibergeheo,  ecbicken  wir  einige  allgeoieioe  dge- 
braieche  Betracbtangen  vorana,  von  deren  Reanltaten  in  Folgefl- 
den  niebrraciier  Gebraoeh  gemacht  werden  wird. 

Zuerst  bemerke  mau  die  folgende  Kelatioo: 

1) 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  aogleich  durch  gemeine  al|e 
braiecbe  Rechnung  Obenengt. 

Wenn  ferner  drei  algebraiecbe  Gleichungen  dea  eraleii  Ürftde«: 

I'ax  -{-by  +  «  =  if, 
a'x  +  by  +  c'i  =  fi' , 
ef^x-^b"^  f  c*«  Ä 

gegeben  sind,  uuü  dieselben  nach  der  Reihe  zuerst  mit 

6'c^-c'*',  6V-.c*6,  Äc'-c*'; 

dann  mit 

c'a"  -  a'c",    c'o  -  u"c,    ca'  -  ac  ; 

endlich  mit 

a'b"  -  b'e^,   a"b  ~  b"a ,   ab'  -  ba' 

multiplicirt»  In  jedem  Falle  aber  su  einander  addirt  werden;  »o 
erbSit  man,  wie  leicht  erheilet,  die  drei  folgenden  Gleichongw: 

3) 

j  aib'ff^e^b')  4  n'(Ä''e— c*6)  +  e^f^— c^)ijr 
^dib'e^^t^b")  +  r/'CÄ^'c-c»«  +  d''(bc'^eb^, 

{ b  (t'a"  -  a'c")  +  6'  (c^a  4  6'  (ca' — ac*) \y 

=  rfCe'a*  -e'c*)  +  rf'(c*c— «*e>  +  •^(ee'-ec'), 

lc(a'6"  -6'a")  +  c'(n"6  — 6"o)  +  c"(a6'  — Äa'))t 
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od«r,  n-i«  roao  sogleich  flberaieht: 

4) 

I  a  {b*c"  —  c'b")  +  6  {c'a"  -  r/'c")  +  c  {a'b'*  —  b'a") }  x 
=  c*6")  +  <i'(6"c-  c  "6)  +  d''(6c'-c60, 

=  il  (e  V  -       i  <i'  (c"a  -  a"c)  +  rf"  (ca'  -  öc') , 

Weon  poo  aber  die  Coefficienten 

,   II,  6,  c;  a\  b',  c';   a'%  b'\  c" 

nicht  >  nie  vorher  angenommen  wurde,  ganz  unabhängig  von  ein« 
ander ,  sondern  durch  die  Gleichungen  : 

Ia  =  b'c"  —  c'b'\ 
e  =  ifÄ"— *^a" 
mit  dnuider  verbondeo  eind;  so  iet,  wie  man  leicht  findet: 

a6'-4«'        c'(aV  i-Cc")  +c"(a'a'  -♦-«'c'); 

tMd  die  GleicbvngeD  4)  werden  also  unter  dieser  Voraussetzung: 

— lo'(aVH6'6"+  cV)  -  a"(«'a'  c'c')|eZ'V 
— I  ft'(«'a'' + 6'*"+  c'O— 6"(a'«' + 6*6'^  c^cO 
— ii?'(ii'<i"  +6'6"+  c'c'O-  c"(cV  +6'6'  +  Cc'>|ii"; 
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oder: 

7) 

(a*  f  6* + c«)x= ad\^a'\  (a"a"  +  b"b" + c"c")d'—  (a'a'i  ö'ö"iCc")d"  \ 

.  —6"  { (a'o"  +  6'6"  +  c'e")€i'  -  («V  +  ^'6'  +  cVK'  1, 
(a«  +  6»+c»)j=cii+c'|(a"a"+6"6"+c"c")d'-(a'a"+6'Ä''+c'c'X'} 

Schreibt  man  diese  GteiciiaDgeii  aof  folgeode  Art: 

cd  —  (a-  +      c«)  z  —  c'  l  (a"a"+6"6"+c"c")<^'— («'<«" +6*6" + cV'K  I 

multiplicirt  sie  nun  nach  der  litihe  mit  .r,  r  und  addirt  sie 
dann  zu  einander,  f<n  erhält  man,  mit  Kücicsicbt  auf  die  Glei- 
cfiuogen  2),  die  folgende  Gleicliung: 

») 

—  il'  { (a"a"  +  6"6"  +  d'  —  (a'a'*  +  6'6"  +  c'c'Oii"! 
+  <i"|(a'a"  +6'6"  +  c'c")4/'  -(«'a'  -f  6'6'  +  COie^l 

oder; 

9)  iPs:    («*  +  6»-|-c«)(af»+y«  +  »«) 

+  2(a'a"  +  6'6"  +  c'c")d'd'\ 

Man  habe  jetzt  drei  Systeme  dreier  GleichoDgeo  des  srstwi 
Grades  von  der  Form: 
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I«« 
n'x   +  h'tf  +  c'i  .=  rf', 
««l  +^  +«i 

^  so  erhiU  man,  uenii  man  Hie  Gleichungen  7*)  nadi  (1er  Keihe 
mit  jTji,  f/j.      "»"ffiplicirt  iinrf  dann  zri  enianrlcr  arMirt,  iiatCirlich 
unter  VorausseUung  der  Gleicbungeu  5),  die  tileichung: 

11) 

Wendet  man  nun  die  ftlelchung  9)  aef  das  zweite  der  drei 
GlekfcaDg8*SyateDe  10)  an«  «o  erhält  aao  die  Gieichnog: 

12>.  .  .  .  ct»=    (a«  +  6«  +  r«)(.T,2  +  yi«  +  ^«) 

-(a«  +  6'«+c'*)d,''« 

ZiitU  ioan  diese  Gleichung  vi>u  der  vorhergehenden  ab,  i«u 
•rgieU  sich  die  Gleichung: 

13) 

itt^.d^i»    (^+4»  +  *»)(jfJ%+ji»i+«i-*,*-.f,«-;H«) 

$.  2. 

INa  allgemaloo  Gleichong  eteer  Fliehe  aei  jetit»  wenn  X*  Y»  Z 
^ie  ▼arlBdatMen  eder  ktttodeii  CeordloateB  beseiehiieD : 
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14)  /•(X,Y,Z)=0, 

wobei  irir  ioraierein  racbtfrllikliges  Coordinatencycteni  ?oraiM«etten. 

Ein  belleliigery  aber  beetimniter  Punkt  dieser  Fllebe  sei  {sefft), 
80  daee  alao  aneb  s 

15;  A^*3f.»)=0 

iat;  wenn  aber  f{x,  ^,  t)  im  Allgemeinen  als  eine  Fanetlon  dreier 
▼erBnderllcher  GrDaaen  betracbtet  irird,  an  soll 

16)  u=:/iae,s»^) 

gesetzt  werden.  Alle  im  Folgenden  vorkommenden  Dfforential- 
quotienteo  eind  partielle  DIfferentlalquotienteo. 

Die  ijileichungen  der  Normale  der  kruiamuo  tlücbe  in  dem 
Punkte  (Jiyi)  »iod  bekanntlich : 

X  —  .r     Y  —  Iß     Z —  2  ^ 

  TV  =  du  "^~djr* 

daß         djf  Bz 

und  «renn  nun  qp,  t[>,  5^  die  180"  nicht  übersteigenden  Winkel 
sind,  welche  der  eine  der  beiden  von  dem  Punkte  (^j5/j)  ausge- 
henden Theile  dieser  Normale  mit  den  positiven  Thailen  der  drei 
Cüurdiiiatenaxen  einschlies^t,  G  aber  einen  gewissen  Factor 
bezeichnet,  so  iat: 

cos  9»  =  G  ^ ,    cos    =  Cr  ^ ,    cos ;{ =  0 1^  » 


also 


woraus  sich 


1 

G  =  ± 


folgiicb  nach  den  obigen  Gleichungen»  mit  Bealebnng  der  oberen 
nnd  nnteren  Zelcben  auf  einander: 
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du 


18)  ...  <  coi*y  =  db   


V  Gy '  (I)' + CS" 


•rgMt  Oflenba?  entoprachen  in  dieteo  Form«lo  dl«  oberen  Zei- 
ch«« den  eisen,  die  onferen  Zeichen  dem  anderen  der  beiden 
von  dem  Punkte  anegehenden  Tbeite  der  Normale,  wo  ea 
non  aber  nOtbig  tat»  ein  Kriterlnm  ab  beben,  mittelat  welehea 
dieae  beiden  Tbelle  der  Normale  von  einander  nnteraebleden  wer* 
den  klinnen. 

Wenn  wie  gewöhnlich  ?u  da«  volUtäiidige  Üiffcrentiai  vuu  u 
beaeichiiet,  no  ist  bekanntlich ; 

«Wo  nach  18)  offenbar: 
Wenn  nnn  aber 

die  Coordinaten  eine«  Paahtes  in  dem  Thalle  der  Normale  aind, 
welchem  die  Winkel  9»  t'«  X  entapreeben;  ao  iat  offmbar: 

%  s  nee  t  Vd«s  f      4  äi* . 


cea^&t  -f  eoat^djy  -t-  eoaxds 
s  <eoa      cee    -f  coaj^)    öa^^  V + öT«  =    äi«  +  ^« + a*« , 
«nd  folglich  nach  dem  OMgens 


« 
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Also  \%X  du  fflr  den  Tbeil  der  Nermaie,  weleheoi  in  den  Fe^ 
nelo  18)  die  oberen  Zeichen  entsprechen»  positiv»  filr  den  Theil 
der  Normale  dagegen,  vrelchem  in  den  Formein  18)  die  nsteiea 
Zeichen  entsprechen,  negativ;  und  nennen  wir  also,  voa  dem 
Puttl^te  (^2)  an  gerechnet,  die  Seite  der  icramroen  FlSche,  oach 
welcher  hio  du,  und  folglich,  weil  in  dem  Punirte  (xjyz)  selbst  v 
verschwindet,  auch  ti  positiv  ist,  die  positive  Seite,  die  Seite 
der  kmmroen  FIftcbe  dagegen,  nach  welcher  hin  d»,  und  rolglicb 
aus  demselben  Gruode  wie  vorher  auch  ti  negativ  Ist,  die  nega- 
tive Seite;  so  ist  klar,  dass  man  in  den  Formeln  18)  die  obe- 
ren oder  unteren  Zeichen  nehmen  mnss,  Jenächdem  die  Winkel 
9,  «fr,  X  dem  anf  der  positiven  Seite,  oder  dem  auf  der  aegaH- 
ven  Seite  der  krummen  Fläche  liegenden  Theile  der  NomaJe 
entsprechen  seilen.  Ziehen  wir  daher,  wie  von  jetst  an  ioinier 
geschehen  soll,  die  Normale  von  dem  Pnnkte  {xyx)  ans  auf  der 
positiven  Seite  der  krummen  Fl&che,  so  muss  man  in  den  For- 
meln 18)  die  oberen  Zeichen  nehmen,  und  daher: 


setzen. 

Betrachten  wir  %  als  Function  der  beiden  unabhSngigen  rer- 
inderlicben  GrOssen  j:,      so  ist  bekanntlich: 

d»  dz     A     du  .  du  dl  . 


19).  .  . 


=0. 


=  0; 


also: 


^»    dte  &      dn       dkl  ds 
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folgltcb  nach  19): 

du  ^ 


v©>*(i)'-(l)l' 


CM  dz 


co«9  =  T  ~f  


%«enn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  uimat,  jeaacbd 
^  pMlIlT  oder  negativ  ij»t 

Mit  eioem  der  Lingonoinhoit  glelefceii  Balbnonaw  i»*olleo  vrir 
«M  Jotit  oin  den  Anfang  der  Cootdtnaten  aia  BÜttcIpnntct  eine 
Kqgelficbe  beacbrieben  denken,  ond  wellen  die  Ceerdinaten  den 
Penktee»  In  weleben  dieee  Kngelfliebe  too  einen»  reo  Ibrem 
Jflltelpenbte  ans  parallel  and  gleich  gerlrbteC  mit  der  rorber  bo- 
timebteteo  Normale  der  bronnien  Fliehe  gexogeoen  Halbnesner 
genchnitten  wird,  durch  r,  9,  |  beseiebnen.  Indem  wir  zugleich 
homerben ,  das«  n-ir  die  beiden  auf  der  gegebenen  kromnien  FIficbe 
vad  wti  der  Kngelfiebe  liegenden  Ponkte  (jryt)  nnd  (ro|)  im 

Th^l  ^ILIIl.  80 
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Folgenden  einander  entspreehende  Paukte  nenneo  werdtn.  IHna 
ist  oleobar  in  völliger  Allgemeinheit: 

also  nach  19): 


f  = 


dm 

dx 


Sl). 


?7/ 


du 

:  f  = 


und  nach  M): 


■  •  •  • 


V"©'*(|)"' 


wen»  tvir  iu  diesen  letzteren  Fornieio  die  oberen  oder  unteren  Zeicbct 
nebmeo,  jenaehdeai  ^  positiv  oder  negativ  ist. 


j.  4. 

Wir  wollen  onn  ausser  dem  Pookte  (s^fs)  der  krunnneo  FUcIm 
noch  swel  diesem  Punkte  unendticfa  nahe  liegende  Ptenkte  {»tfA^ 
und  («a^^  dieser  Fliehe,  also  aberhsiipt  die  drei  einander  »• 
endlieh  nahe  liegenden  Punkte 
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der  krummen  Flache  betrachten,  und  die  diesen  Punkten  entspre- 
ehendeo  Pookte  der  Kugelfläcbe  reepecfive  durch 

(rt?i),   (J,D,|,).  {T^xhu) 

bezeichiM  fi  Uie  Hju  luMiräume  »ler  zwischen  dcti  drei  Punkten 
auf  der  knnmnen  Fla  (he  untl  (Uri  drei  entKprerheoden  Punkten 
aul  der  kii^eifl.'iche  liegenden  nnefidiich  kleinen  Dreiecke,  deren 
Ebenen  offenbar  einander  ])arallel  sind,    ^veil  auf"  parallelen 

geraden  Liniei   sfiikrecht  stehen,  mü^on  r('s|i('<  ti  \  e  durch  O  und 
r*,    und   ihre  Projeetionen  auf  der  1  Jjcim'  der  .r ij  durrh  Diy  und 
bezeichnet  uerJen.    Uano  i»t  nach  einem  bekanoten  öatxe  ; 

nenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  man 
sich,  uro  von  dem  Punkte  {zy)  durch  den  Punkt  {Xiffi)  zu  dem 
Punkte  {x^y^)  zu  gelangen,  nach  derselben  Ricbtungi  nach  irel- 
«cber  man  »ich  bewegen  muNR,  um  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  x  dur<'h  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  posl- 
ÜTen  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  entge* 
gengeactsten  Richtung  hin  bewegen  inuaa;  und  gans  eben  eo  ist: 

mit  einer  ganz  Ähnlichen  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie 
vorher.   Beaeichnen  wir  nun  dae*  jenachdem  die  Punkte 

auf  der  krummen  Fläche,  und  die  enteprechenden  Punkte 

auf  der  Kugelfläcbe,  eine  gleichstimmige  oder  eine  ungleichstim« 
mige  Lage  haben ,  wovon  der  Sinn  aus  dem  unmittelbar  Vorher- 
gehenden aogleieh  ohne  Weiteren  ganx  von  seihet  erhellen  wird, 

D 

positiv  oder  negativ  genommene  Verhältniss  durch  A*,  so  kön- 
nen wir  nach  dem  Vorhergehenden,  weil  nach  einem  bekannten 
Satse  von  den  Projectionen  ebener  Figuren 

ist,  offenbar  in  vdlUger  Allgemeinheit 

*)  M.  a.  Avchtv.  Tbl.  HL  8.  26ä. 
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(«,  — Xu)  jr + («t— «)sfi  +  (*— «i)3f« 

setzen,  und  diese  (.irüsse  nird  das  I^Iaass  der  Krünirnung 
oder  das  Maa^ss  der  Curvatur  der  krununen  Fläche  in  dem 
Punkte  (.T//:)  j»ennnnt,  insofern  es  ü-icli  hei  diesem  Begriffe,  was 
man  iimucr  vor  Auije»  zu  behallen  Hat,  um  das  Verhfiltniss  un- 
endlich kleiner  riächeiielemente  auf  der  kruinuica  I  Ik  he  and 
aui  der  Kuiieltlfiche  an  den  einander  entjsprechenden  l^uuktei)  (jrjfi) 
und  (jrt)})  beider  I  lachen  liandelt.  Will  man  nun  aber  die*^  auf 
einen  völlig  stren<;cn  Ausdruck  bringen,  so  wird  man  sagen:  das 
Maas«  der  Krümmung  oder  das  IMaa^^s  der  Curvatur  der  krum- 
men FIKcbe  in  dem  Punkte  {xtfz)  dieser  Fluche  ist  die  Gräose, 
welcher  der  Bruch 

(r,  -r*)!)  +  {tt—t)tit  +  (jr— r,)«B 


eich  nSherty  wenn  die  Paolcte  (X|jyi<i)  und  (0:2^2?%)  auf  der  kruin* 
men  Fläche  dem  Punkte  (xyt)  auf  derselben  immer  niber  rfldte«. 
«ras  wir  daher  wie  gewufanÜch  in  eCrongerer  Weise  wie  verber 
durch : 

#     t  •      ^"^1  —  r^) "  +  i^i  —  r)  «h  \     -  ^1 ) 
(o-,  —      ^  >  (u  2  —         +  (a,  —  ) 

ausdrflcken»  die  GrSnzo  immer  io  dem  aus  dem  Verbergebenden 
sich  ?on  selbst  ergel>  enden  Sinne  genommen. 


§.  5. 

Selsen  wir  jetst: 
und: 

so  ist  nach  23)»  wie  man  leicht  tiodet: 


k  =  Lim  ^t'^^^^-^i^^^ 
Nach  dem  Taylor 'sehen  Lebrsatse  Ist  aber 
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iro  die  Reste  Ri*  ie  Besag  auf  die  Verlnderungen  d^x,  Jiy 
Qiid  die  Reste  io  Besag  auf  die  VeräRderangen  /l^x, 

4ty  von  der  zvreiten  Ordnang  sind.  Also  ist,  wie  man  mittelst 
leichter  Reclinung  ßndet: 


wo  der  Rest 


in  Besag  auf  die  Verfinderangen  d^a^t  d^  von  der 

dritten  Ordnang  ist.  Also  ist  nach  dem  Obigen: 

ifcss  Lim  , 

oder: 

foiglicb  offenbar : 

Nach  dem,  was  vorher  über  die  Ordnung  von  U  bemeri(t  worden 
ist,  iat  aber  offenbar: 


Lim   — — 3 — 2 —  —  Of 


also: 
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**>  *=8S'I5-Si5' 

welcher  Au^idruck  für  das  Maas«  der  Krümmung  oun  weiter  eak- 
ifickelt  werden  rou«c. 

/  $.  €1. 

Nach  22)  wt: 

dl 


8> 


V-(I)'»S)' 

womas  dareb  DtffBreiitUlioii  lelebt  erlialteii  irlrd ; 

,     /öz  \  * ,  ö*r     8r  dt  3*» 


uud 


,     /az\»   8«^      dz  dz  ^ 


,  /8i\»    8»z  81  8*x 

ai>_  '*"''W  'a^""ax*83^-8^ 


Also  ist,  wie  m&o  raltteJst  ieicbter  Rechnung  sogleich  fiodtt: 

8«t  8»r  _     8«r  Y 
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fülgtieb  nach  94) : 


t.  7. 

Wi«  wir  tcboo  In  {.t,  gMeba«  li«b«a»  tot  bekasDliicb: 

,  cu  Zu 

dz  B.r      dz    ^ 

vx         <^  *    0y  du* 

CM  ^ 

»Hc;  ♦  W  '  7pj'  

Ferner  het  man  *  naeb  den  Lehren  der  Differeatialreelittoeg 
beloiDotlieb  die  drei  folgenden  Gleiebnngen : 

8*11    ^  P*«  a*M/ai\'     du  dh 

By»^  ^d^Bz  ^'^  Bz^\Bf//  ''^äl 

8hi       d*u    Bt       c'^tt    c:      c'^it    ci    r:      Bu    B*H   ^ 

AUS  denen  man  mit  Hfilfe  der  obit^en  Aasdrücke  von 

d:       .  Bs 

lelcbt  erblitt 

/cuy  8«i_0«tt  /Buy     asi  011  8w  /auv 
a«*-Si5       "^^d»a*  aar  ^i+  ai^'W  ' 

/a«\»  a«x    e««  /aM\«  „  a^«  ö«  a»  .  0*«  /Buy 

UDÜ 

(cuy  o«i    a%  /^V       ^«  ^   ^  a«  a« .    a«  a«i< 
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woraoB  sieb  ferner  mittelst  leichter  Recbonng«  wwn  niM  aaf- 
bebt,  wa«  eich  aafbebeo  läests 


Bu  Bn  i  B^u  8hl  S^u  b'-u  l 
dz'BxlBiBx'By^'^  BxB^  B^z) 

ergiebt  Weil  ood  nach  dem  oben  gefundeoen  Aaedracice  von 

KD"  • 

aod  der  Formel  25)  oflfeobar 

ist,  so  erliiilt  man  mittelst  des  Vorstehenden  die  ffdijende  nierk- 
wQrdige  Gleichung  zur  Beetimmuog  dee  Alaaeees  der.Krummuog; 

—    \BxJ  lBi,^'d?'^\BijdzJ  l 

/a«\M8«M  a«M  /ö^tt 
+  Vaxy  lt^*ajf«~\,aj:ai^y)  $ 


—2 


a«  a«  ^  8^H    B^n     B^u   B^u  } 


Bx'  by\  cj:?i/  '  ci^     Bi/Bz '  Bzbx  J 

a«  awc  afM  Bhi^  a%  ^tt^> 
a«  Biii  B^u  a««   a«tt  a««» 
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In  der  Abhandlung  Tbl  X  WHI.  .\r.  V  1».  N  2(M)  d.  s  ArcbivK 
habe  ich  mit  Bf^dxdialtang  aller  dort  gebraocbten  Bexeichuungen 
die  folgende  Gleichung  bewiesen : 


5 


—  ftii  du  \        3*11  9*11 1 

woraus  sich,  in  Verbiodeog  mit  der  Gleichung  26),  der  l'olg<*nde 
Ausdruck  ergiebl: 

Bezeichnen  nun  /i ,  h\  die  beiden  MauptkKimmungei-Halhmes- 
«er  der  krummen  Flache  in  dem  Punkte  (xr/:),  so  ist  nach  der 
aogefOhrteo  Abhandlung  S.  176.  und  S.  181.: 

r  J   _ 

also: 

und  lolglicb : 

l   _   sisii 


eder: 
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SlSli       _     _  l_ 


/duy     /duY  /duV' 

n  cuQ  iiiati  die  oberen  oder  uoteren  Zeichen  oiniinf«  jeiiaelulem 
die  Grosse  SlSli  positi?  oder  negeti?  Ist  Also  ist  nach  27) : 

 * = ±  ük  • 

wenu  man  das  obere  oder  entere  Zeichen  nimoit,  jenadideiii 
SlSlg  oder,  wie  aos  dem  Obigen  annittelbar  hervorgebt,  die  Grosse 

fduy  <8^<  cht     /B^u  y } 

/duykB^n  o«M   /v'^u  yi 

By  di(  BjfBt '  Bx^    BiB,v '  BxBy% 

Bz  '  Bx}^  BzBx '  dy^    BivBy  ByBi  $ 
poeiliv  oder  negativ  ist. 


Die  durch  die  Gleichung  15)  vorburulHritMi  Coordinateii  u  ,  i/,  z 
k»*»n»ien  wir  als  Functionen  zweier  hojirhlizcr  unaldinnifie^er  veräfi<- 
derlicher  Grössen  l>ctr;ichte!i ,  welche  wir  im  Alle;enieiiien  «lurch 
7  hezeiclinen  wöllen  Dann  hat  man  nach  den  I^ehren  der 
üifferentialrechoung  für  tli(  vollständigen  Differeutiale  Bx,  B^,  Bz 
bekanntlich  die  folgenden  Ausdrücke : 

„       Bx^      ?x  ^ 

oder  eigeoUich; 
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tie»  Vaaiaes  ttfr  hrümmung. 

wo  ^ip,  paiiz  belielMLTo  (Jrössen  sind.  Weil  nun  aber  : 
Fiiocfion  voll  a-,  ig  isi;  so  ist  das  vollständige  üiffereotial  bi  auch 

wa  auch  ?r,  h>i  wie  vorher  vollstSudige  Differentiale  sind;  also 
ist  nach  dem  Obigen: 

oder : 

^ = (I  •  £ + Jjl  •  I)  + (5  •  £ + ?  1) ■ 

Vergleicht  «an  diese  Gleichung  mit  der  obigen  Gleichung 

«o  erhält  man  unmittelbar  die  beiden  Gleichungen: 

cp'Bx  ^      ctf  dp* 

dx  dl     Bif  82  dz 
Bf/  i-'  '  (  f/  Btf  ~"  Btf ' 

EU  deMii  man  fibrigena  aocli  aof  folgende  Art  gelangen  Itenn. 

Betrachten  v\ir  bUtt^s  p  aU  veränderlieh  und  bezcichuuit  unter 
dieser  VorauA8e(zun|[;  die  %-ollständlgeii  DiffiTCutiale  von  x,  i 
durrh  Bx ,  By ,  dt;  so  ist  nach  den  Lehren  der  Differentialrech- 
itung  bekanntlich : 

Bz.      dt  . 
'^  =  S^^  ^^^^ 

''*='^^P* 


L  _ 
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wo  alle  Differeottalquotienten  oatarlich  partielle  siod;  aUo 

02        dx  dz        vy  hz 


%vorauit 


dl   ö.r   dt      hj^  dl 

dp'~  dp  dx     Bp'  djf' 


<«aii2  eben  ao  findet  roao: 


dz      cj:  dz     dy  dz 
dtf~  vij  dx  ^  dq  dy' 

und  bat  also  jetat  wieder  die  tteldeo  oben  gefundenen  Gleicbangen: 


29) 


dx   dz     dy  dz  9s 

dp'^  dp'  dy^  dp* 

^  .dy  82   02  ^ 

' dq  '  dy  ~  dq* 


auü  denen  man  leicht: 


30) 


Si  dg  8/>  9;^  8y 

^ '  89  dg  dp 

cx  iz  dx  dz 

dz        dp '  dg  d(f  '  dp 

dy      dx  dy  dx  dy 

dp '  dq  dq  dp 

erhält. 

SeUen  wir  der  Kürze  wegen : 

^  ?y   dz  dy  dz 

I    ^      dz  dx  dz  dx 
<    '^=^d~p  dq'dq  d^,' 

dp  ^  Bp* 

HO  werden  die  Gleichungen  30) : 

8»-~Z'  Sg-'Z' 
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Zwi^eben  d«n  Gr8«seii  X,  V,  Z  bMteben  rerscbieden«  Re« 
lattooeii,  die  wir  jetst  saoSehat  entwickeln  wollen. 

Aul  tier  Stelle  erhellet  die  Kichli^Ueit  der  beideu  Gleichungen: 


33) 


and  nneb  einer  «ebr  bekannten  algebrideeben  Relation  ist: 

M)  jp  +     +  z* 

(da  ex     ?ij   dy     dz  özX* 

Ferner  Ondet  lu.iu  durch  Uläcreotialioii,  mit  iiuck^itht  aut  die 
Cjileichutigen  «^3)  leicht :  * 

») 

^dp  -^^dpbq^  ^ö^+^a,^y  V"^^"""  ^W^^d^^%* 

y'^Ä    '/       V  "^'^  I-  ( v^''*^4-  r^^i'x  y^S^"*" 

uiid; 

36) 

 ,x  ^'  *■  z^-^^'  iix^''  ^-r^ 4r  7^' ^  ^^ 

= - <-*apä^  +  * a^  ^  V^v     '  ^  ^      *^5^+  ^ j^' 

^aA  „az 

jw      .  i/^v  .       ,a«  ^         ^,a*y .  «a*z  a« 
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Setxen  wir  aber  der  Kiir«e  wegen : 


80  itit: 


38) 


La  

dp 

op 

cp 

op 

P— 

cp 

^^9 

und : 


39) 


er 

^Bf  

az 

h  ~ 

99~ 

_8Z 

^s^ — 

Aus  der  ersten  «ler  formein  3*2)  erhält  man,  wenn  man» 

dz 

offenbar  verstattet  iat,        für  t  setzt: 

ax»—  ax  —  z  • 

nach  derselben  Formel  und  39)  ist  aber: 

~bg    =^    * 

und  auf  ähnliche  Art  nach  38): 

Bp    ^  Z«  Z«  * 
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folglich  k»t  Dach  dem  Vorlierg«heiideo  offenbar: 

AuN  der  svrelten  der  Formelo      erb&ll  mafi  in  gleicher  Weiee : 

^      \^.y/  8y 

^—  g-  ^» 

nach  demirlbeu  Formel  uuil  3b)  ist  aber: 

«ai-* 

z«  2«  • 

und  ant  Shnliche  Art  nach  : 

_«?    8t_    h~  Je. 

 2>   

folglich  Ui  Dach  d««  Obigen: 

Fereer  erhfilt  man  aua.  der  ereten  der  Formela  3S).  wenn  man 
^  far  X  aetxt: 

nach  dem  V orhergebendeu  ist  aber: 


alao  offenbar: 

42) 


ar^ — 
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r- 

(  : 

Aus  der  zweiten  der  Formeln  32)  erhält  man,  v\eiiii  man  ^ 
fOr  X  setat:  . 

 dp      dg  . 

nach  dem  Vorliergeliendeti  ist  aber: 

aUo  üflFenbar : 

4-2*) 

gan«  wie  vorher,  wie  es  sein  mnsa. 

Aus  40)»  41),  42)  erbiiit  man  unmittt-ihar : 

_  va«2  8«x     /8«z  Vi 

also  naeb  der  ailgemeinen  algebraiscben  Relation  1): 

tind  folglicb: 

Ferner  ist  nach  32): 
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de$  Mamti  der  M9mum§, 
al«o  nach  S5)  olenbar; 

43)  i-  ^r^* 

wdcbe«  eiu  neuer  merkwürdiger  Ausdruck  iüt  k  ist. 
SaCtt  MD  noch  der  Kfirte  wegen: 

<'=(r'®"*(i)"' 

eo  iel  nach  34); 

A«  +  1«  -f.  Z»  SB  EG—  F«, 

alao  «aeh  43): 


{.  0. 

Wr  wollen  nna  noeb  efnen  anderen  Anadrnek  flir  das  Maoae 
der  Krflnmnog  k  entwickeln,  der  beoendere  deebalb  aehr  bemer- 
keaawertb  iet,  weil  er  bloee  von  den  diel  GrteeD  E,  F»  6*  abltf  ngt. 

Dnrcb  DüerentiatioD  dieser  GrOsaen  eriUUt  aHui  leicht: 

ö£»'_»/c£  B^a:    By  B^     Bx  Bh\ 

femer: 

aF_  a£  a«x   bx  Bßx 

^  '  5^  "  dp* 

'^Bp'Bpdf/'^F^'dp^ 
irksuxun.  st 
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Bp  '  Bf/*     dq  '  dpdq 

"-*'8;;  *  +  dp  dg*  ^8/?  V* 

wie  ans  NachstebeDd«m  erhellet;  endlieb: 

9p       \Eq '  dpdq     Sq '  dpdq  '  dq  *  dpdqj  ' 

dG     ^^/dx  8«jr  ,  cy  d^i/  ^  dz  dH\ 
\Si'B^  ^  hq'^  ^  dq  Si^r 

Durch  oocbroaiige  liiflereiiUatioo  erhall  man  hieraus  tenier: 
.  d^E       Bx    B*J!   .  /ö««V 

8y    dhf    ,  /8*y\' 
•*^8>^V*^V^/ 

dz     a»x      8«2  8«t 

B^G  Bs  BßM  ^  Ö"jf 
8j^+^  S55S?+5?*8;? 


at  a%    a*t  a*» 

8/>  dpcq'^     Cp^  vq'^  * 


8z     a*j    .  /  8«x  \* 
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Hieniach  ODd  «ich  87)  habtn  wir  JeUt  die  drei  folgendei» 
SyBleme  too  Gleichangeo : 

bp ' dp*  +  5^  V  +  a/>  e?=  »-^  • 

a;> •  ajtiS^ dp ' dpdq dp  dpcif^^- %  • 

^    dy  c^^    dx  'BH  _dF    ^  BG 
dp  ' dg*  ^  dp  cq*  ^^  'dg*~  dq  "  ^  dp  ' 

dx  d*x    ,dydl^y^  ?z   d»z      dF  dE 

0JP  a»«      ^v_.  3»      _  dG 

iq'l^'*'  Bq'  d^q'^  dg'  dpdq-^^djß' 

Si'dq*  +a9  8v«+a^  V-**^* 

od«r,  .anders  geordnet: 

Cd:  a*dr  8^  8» 

a«?  a««^  8«y  &  a^_aF  bb 

^'^^dq'^"^  dq'dp*^  dp~*  dq^ 
d*x  ,yB*9  ^„  BH 

Bf» '  Bpdq  Bp '  Bjwff  dp '  ^p^q  ~'^'dq  * 
dx   L^.r      du    r^v    .  dx  ,  BG 

a^  *  8/^9    8^  *  8/>öy    5^ '  Bpdq     * '  ^  * 

8j-  a»x    8w  8^ ,  a»  8»«    BF  , 

a»a^.%a«v.a«a^  ,ac 

31* 
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wobd  a«  bMtttrkttii  tel,  dass  naeb  31)  tn  diesen  Gleichungen : 

^  da:  dif     dx  cy  ^ 

dp  dg     dg  dp 

Ist. 

Vergleichen  wir  nun  diese  Gleichungen  mit  den  Gleicbuugeu 
10),  80  ist  dort  tu  setseo: 

a  =  J^,    6  =  F,    c  =  Z; 

"        *  —  8p'  '  -ap' 

* 

und  nach  Vorsteheodem  Ist: 

o  =  b'c"  -  c'6\ 

SO  dsss  also  die  Gleidiaogen  5)  erfBlIt  sind. 

Ferner  ist  in  den  Gleicbaogen  10)  zu  setzen; 

,  ö£  ,  BF  ^oG 


und: 


ö*y  3^ 
*  -Ij?»       =5?i'     '  ="2^' 

•^'^p^'  J^^^y'  '«7-^' 
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Hieraas  «rgiebt  aicb: 

•^*'H...0.(|)-+(D-.^. 

Perper  tot: 
Endlkb  tot: 

=  V  +     äff»  \a^/  vö/^a^y  ' 

Nach  dem  Obigen  tot  aber,  wie  man  eogtoieb  Aberetebt: 

c^K  d*G       Bx  _a«^    rv  _  a«2 

*  •  ^    *^  d^pdff  *  •  ^  "    ^  *  c^9»  ~"  Bp  dpbq*  bp 

^  dg  '  dp*Sq  ~  f  V  cp^q     Sff  * 

"-^viip»  a9*  +  a>>»*äff«  ^  dp''  bqv 
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also  durch  Addition: 


und  folglich  nach  dem  Obigen: 
Weil  nun 

dd^  -  di^  =  PQ^Ü* 
ist,  80  Ut  in  Folge  der  Gtelcbung  13) : 

'iKh/  '^K^'^B^JTp] 


nach  45)  Ist  aber; 


(£6  — F*)«' 


also: 

und  folglich  nach  Vorstebeodem: 
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46) 


^^i\dqj  ""V        ~  dpj  dp^ 


47) 

ca/;r'(;_aEar;_.,a^aF  .a^af  dFdai 

Dl«s  tot  der  von  Gauss  g«g*li«ne  hOebtt  merfcwOrdfg«,  blow 

roll  den  drei  Gr9«MB  F.  (7  abhängepde  Audrnek  für  dM 
Maas»  der  Krümmung.  Lioovill«  bat  deiaaalbeii  (in.  s.  Arcbiv. 
Tbl.  XIX.  S.  344.)  eine  andere  Form  geßeben,  der  ich  abar,  ala 
viel  weniger  eotivickelt,  nicht  m  viel  Werth  beilegen  Icann,  um 
•a  nir  attthig  tu  bitten,  Dieb  bier  weiter  alt  deraelbea  ae  t»e- 
aebSAigen. 


f.  la 

\\  enn  «  ir  iins  auf  der  riiidi«'  eine  lieliigo .  alier  Im.*- 1  ijiimle 
Turve  denken,  »o  haben  uir  lur  diese  Curve  ;> .  7  im.»  nn  ht  mehr 
als  uiiabbaugiga  verfimierlu  be  (•ruK^e  vor«ni»teiien ,  soinlin,  wir 
inüssen  vielmehr  die  eine  tlie^er  beiden  (irousen  als  aMj m^'i» 
\on  der  «liidereii,  als  eine  F  tioi  lion  liieser  l(>tzteren  denktii,  c(\^a 
if  üls  eine  Function  von  p.  \U\\\n  i»t  nach  den  Lebren  der  l)if- 
fereiiiiaUecbnuri': ,  wenn  wir  jetzt  liic  (»artiellen  Uifferenttalijuo' 
tienten  von  i  nach  ;/  und  q  beatimoiter  durch 

?lif  ..„,1  V  ^»if 

hp*  ^  ""^  ä^'  ag' 


Digitized  by  Google 


Ferner  ist: 


also: 
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bezeichnen : 

^  öpz     dqz  cg 
Bp^Bp  Bp' 

Bt/  dy^  cx      dz  dz  cx 

dp^dx'dp'    dp'-dx  dp* 

Bh__Bp_Jp  ^  Bq  'dp 
Bx     Bs^BpX  Bq' 
5    Bp  ^  'Bp 

Bt     dpi      öfS  Bq 

Bz  ^Bp  "Sp   '  Bq  '  dp 

8ir  *~  Är    hpx    Bqx  Bq ' 

^  dp^^'Bp 

Bezeichnet  nun  s  wiv  ^olvuhnlich  im  Alig^iueinen  den  Bogen  der 
Curie«  60  iRt  bekanntlich: 

also  nach  den  vorstehcndeo  Forniein: 

f^yAep  -^  Bq  Bp)  ^VB^^-B^  dp)  dp)  . 

VW  fdj^x    B,x  Bqy  • 

\  Bp  ^B^  fp)  ■  ' 

es  ist  aber: 

_  3*  9ar  _  0£  /'Bpx    Bga  \ 
Bp~~Bx  '^  '~'  da:\Bp  ^  bq  BpJ* 

al«o  nach  dem  Vorhergeheaden : 

/"^fV  — /'^rf  .  V  /öry  .        BqY  ^/Bpt  .  B.t  cqV 

\Bp)  -u    w  ^KVp^i^'4) 

und  folglich  nach  gehöriger  Eolwickeluog: 
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V^j»"   dq      cp    dif       dp  df/Jdp 
Weil  in  den  AuHdrficken  44)  von  £\  F,  G  bekanntlich 

dl/       dz  r.T       ?y  9z 

Sp'    S^'   ^  """^  d^'  dg' 

die  (»artiellen  Differentialqiiotieiitcn  von  Xt  jf,  t  in  Bezug  auf  p 
und  g  waren,  »o  \»t  in  der  jetzigen  Bezeichnung: 

^  Bp  *  Bq       dp    dq      dp   dq  * 

'f<&<^y<&' 

aUo  nach  dem  Obigen: 

^>  (I)'='^'^^^ä+Kl)'' 

und  rolglicb: 
49)   dl»  B  Eäp^-kWAp^-^  <2dfS. 

Betrachtete  mau  p  aU  Functiun  von  9,  «o  tväre  eben  so: 

Kürzer  uchreibt  man  die  beiden  letzten  Formeln  bekanntlich: 

si)  b^^E^-^^np^^c^, 

wo  aber,  nie  aus  der  Differeiitialret  linung  bckaniit  ist,  die  Ue- 
deotunp;  von  dp  inul  cq  sich  danach  uiodificirt»  welche  der  beiden 
(jirü^Ben  p,  ^  ntan  aU  utiai>haiii;ii;  variabel,  und  welche  demzu- 
folge  alt»  Function  dicker  letzteren  betrat litet. 

Weil  nach  47)  «leb  k  bleM  4«rcb  F,  1?  aMdricken  UümiI. 
80  erhellet  Jetst  am  dem  VorliergeliAiiden ,  da««»  om  das  IVIaaa« 
der  Krümmung  finden  xu  können,  man  nicbt  die  endlichen  Foi^ 
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der  Ferinderlieben  Grössen  p,  q  da rgeatellft  werden,  eondem  mw 
braucht  bloes  deo  allgemeinen  Ausdruck 

von  in  kennen,  weil  dadurch  die  aar  Beetironiung  von  k  allda 
erforderlichen  GrSaaen  E,  F,  G  ala  Coefficienten  van  d^*»  2d//dy, 
df*  in  dieaem  allgemeinen  Auadrucke  von  df*  bekannt  werden. 

i.  IL 

IMe  Tbeerie  de«  Mftaaaea  der  Krümmung  lat  rekb  an  wkb> 
tigen  und  merkwürdigen  Folgerungen;  wenn  auch  dieae  weiteren 
Entwickelongen  und  Anwendungen  jetst  nicht  In  unaerer  Abalcbt 
Hegen,  da  wir  hier  nur  die  Entwickelnng  der  Theorie  den  Maaa- 
aea  der  Krümmung  an  alch  Im  Auge  hatten»  so  wollen  wir  doch 
In  der  Kürse  Fotgendea  bemerken. 

WeiHi  »ir  uns  z^vpi  krumm©  Flächen  tlenken,  und  «Up  eine 
sich  über  die  andere  au>iMeit*;n  lassen  soll,  so  dass  beide  Flächen 
sich  ihrer  ganzen  Ausdtihniini»  nach  «^enaii  an  einander  anschües- 
8en ,  also  Jeder  Punkt  der  eifieii  Fliuiie  mit  einem  bestimmten 
Funkte  der  anderen  Fläche  genau  zusammcnnillt.  welche  zusam- 
menfalleuden  Punkte  der  beiden  Fl;i(  Im  u  wir  einandiT  entspre- 
chende Punkte  derseliieti  nennen,  und  im  Allgemeinen  durch  (Ti/t) 
und  {x'y't')  bezeichnen  u  ollen;  8n  wird  e&  offenbar  erluiderlich 
sein,  das«  in  allen  solehen  einatider  entsprecbeiulcn  Punkten  der 
beiden  Flächen  die  auf  denspILcn  nach  allen  Seiten  hin  genom« 
meneii  linearen  Fienieiite  mit  einander  zusamnienfailen.  Es  mnss 
also,  wenn  wir  beliebige  unendlich  kleine  einander  gleiche  Ver- 
änderungen von  p,  q  und  p' ,  q'  ^  von  denen  y,  z  und  x\  y\  z' 
ala  abhängig  betrachtet  werden,  im  Allgemeinen  durch  ip,  be- 
aeichnea»  unabhlngig  von  beatlmmten  Werthen  dleaer  VerSnde* 
mngen,  alao  ganz  aligemein, 

iB^a  +       4  -F  (?V  =        +  ^^hh  +  G  if*, 

wo  die  Bedeutnng  von  E^,  F*,  G'  von  aelbat  erhellet,  aem,  wer* 
aua  aicb  unmittelbar  filr  alle  einander  entaprecfaende  Pn&kte  der 
beiden  Fliehen  die  Glelchungen 

ergeben,  wenn  die  eine  Fliehe  eich  iber  der  anderen  genau  aotl 
anabreiten  laaaen.  Verbindet  man  diea  mit  den  firüheren  Eat* 
Wickelungen  den  Maaaaea  der  Krümmung,  ao  erglebt  alch»  daaa, 
wenn  die  eine  Fliehe  alch  über  der  anderen  genau 
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•oll  aucbrettan  lasaeo,  in  allen  •otspracliaodeB  Ponk- 
ten  iler  beiden  Fileben  dee  Blaasa  der  Kranmung  daa* 
eelbe  aein  mnaa* 

*Da  nun  nach  doiu  all^euitiKeii  iiegritie  de«  !Maasses  tler 
Kruiiimuoe  (§.  4.)  ffir  die  Ebene  (las  Maaas  der  Krummurig  in 
alle»  i^unkten  off«»iibar  Null  ist,  so  ersieht  »ich,  das«  lur  jede 
Fläche,  die  sich  in  eine  Ebene  soll  auslireiten  lasset) .  in  allen 
ihren  Punkten,  also  gan?.  allgemein,  das  Maa«c»  der  Krüiuutung 
k  —  i^  «ein  niuss;  nun  ist  aber  nach  25): 

aar»  äy»^UW 

also  niuss,  uenu  die  entsprochende  Fläche  sich  io  eine  Ebene 
«>oll  audbreiteit  lassen,  allgemein 

sein,  ein  schon  Irüher  bekaimlet  »Salz ,  der  sich  aber  mittel^jt  der 
Theorie  des  Maasses  der  Krümmung  besonders  streng  beweisen 
lässt  Daea  man  dieee  Bediuguugsgleichang  auch  noch  aui  au 
dere  Arten  anadfOekea  konnte,  erfaellet  aoa  unseren  fraheren  Eni- 
wickelmgen  van  aetbat  and  bedarf  daber  einer  weiteren  ErUUi- 
ning  niebt. 

4 
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CousUruGtioü  du  carre  dont  ies  cotes  passent  par  quatxe 

pomto  donnÖB. 

Monsieur  Fashendtr, 


Deux  droites  pcrpendiciilaires  entre  elles,  /fß  et  C/>  (Tab,  X. 
Fif;.?),  etant  coupi'es  ]>ar  Ies  cotes  d  iu»  carre  EFGIiy  la  parfie 
Ali  de,  l'une  interceptee  par  deux  cotes  ojjposes  EH  et  FG  sera 
egale  a  la  partic  Ci)  de  l  autre  intprcofitt  e  par  les  deux  arifre.** 
cote*<  o|iposes.  Cela  aiira  lieii,  quelic  (jue  seit  !a  sitnation  du 
point  de  coiicours  des  deux  per|i(  iidieulaires».  De  tneüio  la  pro- 
position  n'en  sera  [las  hkmds  vraie,  si  les  pcunts  d'iritersectioii 
ou  quelques  uns  d  en  d  e  eux  apparlieiirsent  non  pas  aux  cAt^s 
inemcs  du  carrd,  niais  bien  a  leurs  prolongements;  comnie  dans 
Tab.  X.  Fig. 8.  Quant  ä  la  denionstration,  nous  faisons  <if)spr- 
ver  qu'elle  se  deduit  des  thf^orenies  les  plus  couous  de  (btiorie 
des  paralleles  et  de  i'ögaiite  des  triaiigles. 

Le  quadrilatöre  EFGH  ^tatit  seuIemeDt  recUngulaire,  lee 
partles  intercept^es  sont  en  rataon  inverae  des  cdt^a  iotereeptaals. 

S'\  Von  8e  propose  de  coiiHtruirc  un  carre,  dont  les  cotes 
passent  par  ryjatrc  points  donnes  Fi,  C  et  D  (Tab.  X.  Fig. 
dans  l'ordre  iridic(ue,  on  trouve  ;ui  moyen  de  cc  qui  precede  i/n 
second  point  de  chaque  cote  (lu  e  ine.  Kn  effet,  joignons  les 
deux  poiiits  A  et  voisins  tlc  /),  par  unc  droite  AC,  de  B  abals- 
sons  sur  A(  imo  perpentiicuiaire ,  determinons  dans  celle-ci  un 
point  E  tel  qae  BE  =  A  C,  le  poioi  1«  sera  situ^  sur  le  cdte  da 
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carre  qui  passe  par  /i,  ce  qut  conduit  irnniudiateinent  ri  la  con* 
{»trijction  du  carre  FGHJ  lui-nieme.  —  En  döterminant  dang  la 
perpendiculaire  un  second  point  ty  tcl  quc  BE'  =  AC  et  repetant 
ces  raisoniieroents,  on  trouve  ui»  .secoiul  carre  F'G' H'J',  dont  le>s 
edt^s  passent  par  les  quatre  poiots  A,  B,  C  Qt  D  dans  l'ordre 
indiqae. 

II  «e  peot  que  la  «llaatioD  des  quatre  poinf«  donn^s  aoit  tolle, 
qa'on  ait  AC  et  petpendicalaire  k  BD*    Alers  Vnn  des 

deax  poiots  E  et  E'  colocldera  avec  D,  et  il  y  aura  nne  io6nit^ 
de  carrtfs  correspondaot  k  ce  polot,  tandis  que  celei  qui  corre* 
spood  Ii  Tantre  se  r^aira  au  point  dlntersectioD  de  AC  et  BD. 

Lorsfjue  I  on  chaiii^e  l  ordre  des  quatre  points  «lonnifR,  il  re- 
gnlte,  d  apre.s  la  regle  des  combinaisnns,  qu'eii  g^iicfral  il  y  a 
troistbis  deux  carres .  dont  les  cdt^  passent  par  quatre  points 
doDU^  dans  uo  ordre  quetconque. 

La  coostroction  da  earttf  •  eonveoablement  modifi^e»  renferme 
la  eoDstroction  du  reetangle ,  dont  les  cdt^s  etit  un  rapport  de- 
maudd  et  passent  par  quatre  points  donnda. 

II  y  a  plus  de  vingt  ans  que  j'ai  trouvä  les  resultats  qu'on 
vient  de  lire.  Aussi  en  ai-je  fait  part  dans  Toccasion  k  mes  amis 
et  k  mes  ^löves.  Je  ne  les  ai  rencontr^s  dans  aucun  livre,  Jour- 
nal etc.  qui  aient  et6  p,  ma  portee.  jSeulenient  Texcellente  collection 
de  Mss.  Gandtner  et  Junghans  contient  au  Numero  1031  le 
probl^me  de  la  construction  du  carr4.  Toutefois  la  Solution  qoi 
y  est  lodiqu^e  est  moins  simple  et  moins  öl^gante  que  la  rolenne, 
parcequ'elle  ezige  la  connaissance  de  la  theorie  du  cercle.  Mr. 
r^teur  de  ce  Journal  m'assurant  que  lui  non  plus  n'a  pas  connu 
ma  Solution  et  m'ayant  fait  ezprimer  le  däsir  de  la  publier,  je 
n'bdsite  pas  k  y  acqalescer. 
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Hie  Eatwickeluug  der  trigonometrischeu  Fimkiiunea  ia 

unendliche  Paktorenfolgen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Vienyer 
an  ilor  poljterhniaehen  Schale  in  Cirltruhe, 


Ilie  meisten  mir  bekannten  Ableitungen  der  Sätze,  nach  denen 
BinXf  eee«  eich  in  unendliche  Produkte  entwickeln  lassen,  sind 
niebt  gegen  alle  Einwfirfe  gesichert.  Die  nachstehende  Eotwicbe- 
Inog  eebeint  mir  dagegen  durcbaas  streng;  ob  stö  schon  einmal 
sonst  wo  gegeben  wurde,  weiss  ich  im  Augenblicke  eiclit;  schwer 
zu  finden  ist  sie  nicht  Ich  gebe  von  den  Satse  aus,  der  in 
der  Gleicbnng 


*/(«)öi+25ceefu; J*"  /'(»)ooefud< 

=  |lrt«-Oj  +  A«+0)],  wenn  jr^^ 

=  nf{n — ü),  wenn  a:  =  Jr 


(I) 


anegesprocben  iet  nnd  der  erete  der  Sfttae  in  der  Tbeerie  der 
Feurier'eebeii  Reihen  Iet  ** 


1. 

In  der  Glelehnng  (I)  eetien  wir  f(s)sBeo»Qz,  we  e  eine 
Kenetante.  Dann  iet: 
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WO  nicht  a=s^f»  sein  darf.  Oaratta: 


/ 


nx\  i^im  iiiBt  -  *^       -J.  ^-^ 


 coafiJtsinq»    co«  jt^ytio aar  _     Soeoft ««sin utc 

—    2(f*  +  fl)  2(,i-a)  • 

Setat  man  dies  lo  (1)  ein  aod  bsaebtet,  da«6  f{t)  itier  nur 
eiodmitig  ist»  so  hat  man: 

tl         -'-.«•ns^TrcosiiJ- 1  —  _ 

•  ~"     t     |4«^y    J  =  ^<-o»<*«g,   «^0   und  ~». 

Hier  darf  n  Fjiclit  0  und  auch  nicht  eine  ^»anzc  Zahl  «ein,  da 
sonst  die  Integrale  andere  Werthe  annehmen  wurden. 

2totit  man  in  (2)  st^n»  so  ist  wegen  cosV>>»  1: 

I        2o  2a^  2o 

ä  ~"  1«  —  ««""2*—  ö«  ~  3*3^        =  «e»tefl».  (3> 
Wird  d^geo  jr  s  0  gesotat,  so  ist  wegen  coe^ii  =  (—  !>»: 

i  +  li— «2     2-— a^"^a«-a«^  b.nö.-r*  ^ 

Schreiben  wir  die  beiden  Gieiebnngen  nnter  die  Perm: 

1         cos  an:  ^         2«  2a  *  1 

1        n     _        2a_        2fl  in  ( 

ä""einm  I*^a« '*'ä*-a*^5l*— a»'^' / 

so  erttalteo  wir  durcti  6ubtraktioii : 

Die  Gleichungen  (3),  (4),  (f))  t^oltcn  lur  jt dus  «;  mir  ^iind 
die  F^allp  n  =  0  oder  a  eine  ganze  Zahl  au8gei$cbtu»«ieo.  Üa  für 
0  =  0  übrigenüi 

1         7t         \        COS  an 
a    sioo9s'    a  siiian; 

Neli  IM*  so  gelten  die  (5)  ancb  noch  Qtr  a  s  Ol 


476 


Dienger:  DU  Mml€keiHn§  der  triganmMirUeken 


11. 


Wir  iotegriren  (5)  and  (6)  naeb  a  von  asO  bis  assa,  wo  a 
iwlflcben  0  ond  I  liegt.   Alsdann  ist  wegen 

^  tg  (|a?i)c)a  =  —  2/(cu8  ia«) ; 
und  weil  alle  dietse  GrSssen  noch  endlich  sind  fdr  assO: 

'(i£.)=-'(V)-'(^)-'(V)-  

wo  die  entstehenden  Reihen  helcanntlich  abermals  Iconvergqnt  sind. 
Daians  ergiebt  sich: 


*  •  •  *  ff 


=  (l-p)(l-i^(I-3i) 


»  •  «  «  t 


«2         a'^  ^ 

Dlcfle  Forjnelo  gelten  flir  «  =s  0  ond  bis  o  =  1.  Fflr  a  =  1 

gelten  die  ente  und  dritte  tbatolebllch  ebenfalls  noch.  Die  svreite 

Ist  bloss  Verblndong  der  eisten  und  dritten»  kann  also  ausser 
Betraebfamg  bleiben.  * 

Setzt  man  in  der  ersten  anz^-w, 

tgfl            x*-            .T*  — .  — 

8inar=      — ^^(1— ^^^i-.',  or^O,  ^^t;  (b) 


0 
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wird  in  cl«r  dritten  ^  =  »  gwetit»  lo  «riiMt  nao : 

W 

4j^a        4^        4^  s  _ 

mir s(] ^1^(1 «^U,  ^i». 

leb  fibergehe  die  wettereo  Folgerungen,  die  sieb  an  dieae 
Fofmeln  kafipfen  laaaeii,  am  ia  L  die  AaaaabaiaaUe  sa  betracbtaa. 


Hl. 

Ist  a  =  0,  so  ist  f{x)  =  1 ,  also  wird  die  (1)  zur  identischen 
Gteiehung  «a«.  iai  a  eine  positive  ganie  Zahl  n,  so  ist: 

^   cos  ftz  cos  f42dx  =  ü,   wenn  nicht   fi  =  M; 

»i,  «rean  ti^^iL 

Dadarch  jredu7.trt  sich  (1)  abermals  auf  eine  leere  Ideatitlt.  Dasa 
also  die  Gleichungen  (7)  noch  gelten  fSr  «  =  0,  a  =r  1,  liegt  ia 
der  Fona  dieaer  Reibea  aad  iat,  weaa  »an  irUl,  aaiUüg. 

Ba  eigiebt  aieh  bieraacb  fVr  dieae  beaeadeiea  Fllle  Ma  Satz 
Tee  WaHb. 


TbaU  XUD. 


478       Spitzer:  KQt$  üter  die  integratim  einer  gewimn 


Note  über  die  Integration  einer  gewisBcn  Gattong 

linearer  Differentialgleichungen. 

Von 

^       Uerrn  Sinken  S^ii^erf 

ausserordratliiltem  Professor  der  höheren  BfotfaenaCik  «»'  k.  It.  polj- 

teehniseheit  Instliote  sv  Wien. 


Kummer  hat  im  19.  BaDdo  des  Cr  eile  sehen  Journal«  ge< 
gezeigt,  dasSj  wenn  die  Gleichung 

da8  Integral  2  =  ^(j-)  hat»  sodamv  das  Integral  der  Gleiebung 
die  Gestalt  annimmt: 


vorausgesetzt,  dass  m  und  n  ganze  positive  Zahlen 
üiud,  und  dass  zwischen  den  1 1 -f  '  Constanten,  die  in 
tf;(:r)  vorhanden  sind,  eine  gewisse  Bedinguogsgiei* 
chung  Statt  hat. 

Auf  ganz  fihnliche  Weise,  wie  der  Satt  von  Kummer  be- 
wiesen wurde»  liest  sich  auch  folgender  Sata  beweisen: 
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IstnSmlicb  das  vollständige  Iiite«<ral  tier  linearen  Differential- 
gleichung 

voo  der  Form  1  =  t^(j;),  so  ist  das  vollständige  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung 

von  folgender  Form: 

/OD 
„m-lg     «  f«  (3) 

o 

hiebei  bloss  vorausgesetzt,  dass  m  und  n  ganze  positive  Zahlen 
sind.  (Zwiseben  den  in  y\>{x)  votkommenden  willkuhrlicheu  Con- 
staoten  findet  keine  Bedingungsgleichung  statt). 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen  •  stellen  wir  die  Gleichnog  (2) 
auf  folgende  Weise  auf: 

und  8et?.cii  nun  hierin  statt  y  seinen  in  (3)  stehenden  Wertb. 
Es  ij»t  vorerbt : 

(5) 

Bebandelt  man  das  integral: 

/ m+ii 
OD       _!L  _ 
ii'"t>  xi^\ux)du^ 

o 

aacbdem  man  statt  x^{ns^^u  seinen  Werth 

gesetzt  hat,  mittelst  der  Meihode  des  theilvvcisen  Integrirens,  so 
erhält  man: 
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480       spitzer:  .\oie  Uder  die  iutegratwn  einet  gewitsen 


/OB 

i  JOD     /»«  ^^EUZ 

und  dtess  gibt  io  (5)  substitairt: 

(6) 

da  Dlmlich  d«r  AiMdnick 


sowobi  für  «  =  0>  ala  aneb  CBr  » s  gq  veracbwindet 

Snbatitnirl  man  naa  den  in  (6)  atobenden  Auadniek  In  die 
Glaidrang  (4),  ao  bat  man«  ancb  In  eratan  Theila  deraelban  Ar 
y  aeinan  Wertb  eioAÜirend»  dia  Glaicbung: 

_  .  f7i-4-n 

welche  ideutiscb  sein  soll.  Man  kann  dieaelbe  folgendermaaaen 
acbreibeo: 

(7) 

und  <]lesc  Gleichung  ist  wirklich  identisch,  weil  der  in  der  ecki- 
gen Ktanirncr  stehende  Ausdruck  Mull  iat  £ntwickalt  man  nim- 
licb  deoaeibeo,  ao  bat  man: 

(8) 


^(  "  2^  ^^(m— l)(ai— ^»«^-»«'•^•^(iw)— ' 
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Nuo  ist  abfif  ▼ennOge  der  Glelebnng  (2)  MesÜtch : 

oder,  lo  eatiMceltov  Fem: 

+  ^""^  ^^(wi-  l)(m— 2)x«-3^"-3)(^)  4- .... 

und  da  diese  Gleichung  ideotisch  ist,  so  bleibt  i»ie  auub  ideutisch» 
uetiii  luuu  ujc  ätatt  u:  setzte  folglich  tät  in  d«r  That: 


uud  daher  die  Oleichung  (7)  eine  ideotischo. 

Ea  iet  leiclit»  die  hter  gegebene  Methode  ntoDigfach  le  er^ 


i  i  c  e  1  1  6 


Aassng  «ue  eiaen  Briefe  dee  Herrn  Profesaor  Eagenio 

Beltrami  in  Pisa  an  den  Herausgeber,  betreffeud  die  im 

Archiv  mit^^eiUeiiieu  Beiürami'acheii  Sätse. 

Plee»  7.  AviU  MOS. 

Uooorabie  coU^ue  et  tr^  cber  ami. 

Tai  lefa  de  ndne  deox  eaveia  de  feaUlea  eepaidee  de  f etre 
JkrehlT^,  eeatenaat  dee  ddaeaetiatleaa  de  quelquee  thderta^e 
de  gdeoidtrie»  doaede  per  Mi  daaa  «a  de  nee  tra?aaK.  Je  voea 
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SH$€eUen, 


remercie  infiniinwt  de  la  pdne  ^«e  vons  a?aB  prlse  4*app«ier  Tat- 
tention  des  g^om^tres  aar  ces  thdorömca,  et  beaaeoup  plaa  eoeere 
da  «ein  que  wovm  a?es  vonki  prendie  d'en  ehercher  le«  dtoeo* 
»tratfona  par  la  veie  purement  aaalytiqne»  en  y  deployant  vetre 
tfltSgance  acceotuiu^e.  J'avaia»  II  y  a  ddfa  qaetquea  aandce  de  eela» 
ddvelopptf  par  Tanalyse  trigonoro^trique  iea  nombrenaea  rdlatioos 
aexquellea  denoe  üen  la  coDaiddratioo  da  trlaegle  lecUttg&e,  dee 
centrea  de  aea  eercles  inacrlta,  exinaerita  et  clrconacrita,  elc  Maia 
la  plus  grande  partie  de  ces  relatiena  ayant  ete  trouvci  par  d'ad* 
trea,  il  aerait  ioutiie  de  publler  mon  travail.  Je  dois  citer  en 
particulier,  comme  U^s  riebe  en  riSaullat»,  le  peliC  Alämoirc  de 
M.  Noeggeratb,  cite  par  ce  nueme  auteur  i  la  page  89  de  vda 
Arcbives ,  T.  XLlll.  —  L'extension  a  lespace  de  trois  dimeo- 
sioiis  a  ^t^,  presque  en  ni^me  tcmps,  t'objet  de  ileux  travaux, 
Tun  de  AJr.  Prouhct,  Nouvelles  Annales,  T. 'J'"^  de  la  II*,  serie, 
p.  132.  rau(re  de  nini-nierae,  (iiornale  di  Matmintichc ,  T  l. 
p|i.  '10>y  el  354.  Je  crois  vous  avoir  envoye  uii  exein{)laire  de  ee 
dernier  artide.  IMais  la  iiKitu  re  est  ioin  d'etre  ^puia^«  Pour 
luoi,  U  Ol  eat  iiupot$6il>le  de  tu  en  occuper  a  pre^eat* 

En  rdfldcbiaaant  de  nonveaa  aar  le  tbdoreme  ddmentrd  par 
veoa,  page  102»  T.XLIII.»  j'ai  recenna  qa'en  peut  le  rendre 
dvident  par  lea  didmeola  de  gdemdCrie,  de  la  moniere  aplTante: 
Seit  ABC  (Tab.  X.  Flg.  10.)  le  iriaagle  dennd,  aoqoet  je  eireon- 
acria  un  cerde.  I^renant  lea  milieox  Ä\  B*,  C  dea  arca  aoaa- 
tendoa  par  lea  cdt^s  BC^  CA,  AB  reap.  et  Jelgnant*^^, 
BB^,  CO.  j*obtieaa  les  bisseetrices  interoee  da  triangle.  Gela 
fait,  aoieat  AD,  BE,  CF  les  parallelee  mendea  dea  aooiiwtaj 
aaivant  ane  certainc  dbreetion.  Poor  roeoer  par  A  one  droUe 
faiaant  a?ec  AA'  le  m^me  angle  que  AD,  it  sumt  eridemaeat  de 
prendre  an  ere  A'J  =  A'D  tt  de  jeindre  AJ.  De  m4m»,  poar 
mcncr  de  ß  une  droite  faiaant  avec  BB'  le  m^me  angle  que 
BE,  ii  faut  prendre  de  B'  un  arc  =  B'E,  du  cotc  oppoad  i  B*E, 
oavoir»  k  cause  de  B'C^BA,  U  faut  prendre  de  C  vm  B  un 
are  »  AEi  mais  ä  cause  dea  paiolMea  AD,  BE  on^  AE=  DB, 
et,  k  cause  que  CD  =  JB,  on  a  aoaai  DB  =  CJ$  dooc  AE  —  €J, 
•t  la  droite  qu'oii  doit  mener  par  B,  paaae  par  le  point  J.  II 
en  est  de  meroe  de  la  trois'rdme  droite,  car  on  a  AF^  CD^BJ, 
AC  =  CBs  donc  CF=zaJ,  et  par  suite  la  droite  CJ  fait  a?ee 
CO  le  meme  angle  qoe  CF.  Ca  qui  d^mootre  le  tbdertee. 

Qn  peut  änaal  le  fiiire  ddpendre  d'nae  propoaition  plus  ge* 
ndfaie  €^  tvto*fiielle  k  ddoieiitrer»  Velci  de  qaelle  manf^re. 

fiioient  A,  B  (Tab.X.  Fig.  11.)  deaz  peinta  9iA0,  £Odeaz 
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driillc«  ixt«.  Pocons  OAß  =  a,  OBA^ß,  Par  lea  pointo 
i9  BMHOBS  dcttz  paralMes  ilD,  il£«  fornul  an  angl«  ^  avec  /lA; 

puU  par  les  nidmes  deux  potots  nienont  doox  nouveltcs  droitaa 
AJ,  ßJ  egaleniant  Indio^  qae  let  deox  parallel««  sur  Im  drollM 
fixe«  AO,  BO  retpteHvaneni  On  am  dvidainnitot 

et  par  aalte 

Dane  t'aagle  des  deux  droltea  AJ,  BJ  est  inddpendant  de  celui  qae 
farnient  avec  lea  denx  pafatMea  Ai^,  BE.  II  s'euaoit  qaa 
quaad  la  diraetion  da  caa  deax  dtoites  varia»  le  point  J  se  meut 
sur  oaa  drcenrerence,  passant  par  le«  deux  poiiits  A  et  ß*}* 
Da  aatte  prbpriet^  gdaerale  ddooala  immddiatcnient  le  theor^me: 
car  lorsqoe  les  daaz  paraMaa  ae  sapeipaaant  le  long  de  Aßt  le 
point  J  aa  trouve  en  C,  au  sommet  d'uii  triangle  ABC  dont  les 
bissectricea  en  A,  B  sont  AO»  BOf  et  dont,  par  auite,  CO  aarait 
la  trowi^aie  bUsectrice.  Ainai  la  circonferencc  en  question  passe 
par  ce  troisi^me  point  C.  II  est  fucile  ü'aperceToir  Tidantitd  de 
ce  deraier  r^oltat  avec  le  thdoröme  dout  Ii  a'agU. 

Mala  e*eat  aas  ex  paar  cat  abjat.  et  Ja  Taua  pite  iaatammeat 
de  lae  paidanaar  eea  faettaa  ddreloppemaala**). 


Leber  ijiüeu  SaU  Lieltrnnii's  vom  Dreieck  uad  übei-  Nagels 

Centraleudi  eiecke. 

■ 

Ton  Horra  PraKMiar  fteasellle  ia  Slntlgarl. 

I)  Im  3  lieft  des  i'2,  Tbeils  tbeilt  firtinerl  im  Archiv  der 
Mathem.  und  Phys.  als  einen  Satz  von  iieltrami  zu  Pisa  mit, 
da$s  in  j  e dem  Dreieck  der  Mittelpunkt  des  Umkrc'c^es 
der  Scli"prpunkt  d  c»  r  !\I  i  1 1  e  1  p  ii  n  k  to  der  4  Bcrührkrcise 
ist  (sofcffi  •lii'^r  4  Funkte  aU  tnil  ij,leichen  Maasen  Im  haftet  ge- 
dacht vverdenj.   U runer t  leitet  den  Sat^ft  sehr  scbüu  aus  seinen 


*)  CeCt«  ipropti^t^  «ubtitla  eatsta  qaaad  oa  aabstitae  anx  ffeu  pn- 
rallflca  Aß,  BE  ileiix  droite«  coanaataat  Ca  aa  palal  variaMo  d^aae  df- 

eonf^üreoct!  pnssant  par  .4  et  B. 

Ich  kann  Heran  BaUffaMii  aat  aMiaM  bsataa  Dank  für  di««« 
MlUhsUoagoa  «agca.  -  Q. 
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im  36.  Tbeil  mltgelheilten  Formeln  fÜlr  die  Coordinaten  jener 
Mittelpunkte  her  tmd  fordert  die  Mathemetiker  an  efemeolar« 
geometriachen  Beweiaen  desaelbea  herana.  Im  neaeatea  Heft 
(Tiil.XLillL  Heft  I.  S.89.)  gibt  MOggerath  einen  sckaffaiDoi- 
gen,  aber  aebr  verwickelteo  at er eometri ecken  Bewe'ia  dea 
Satcea  oad  kfliidigt  der  Heranageber  awei  andere  Beweioe  filr 
daa  oichate  noch  nicbt  eraebienene  Heft  an*). 

2)  Beltruiiii  8  Satz  ist  ein  ziemlich  unmitteibares  CoroI> 
lar  eines  voniNagel  ita  5.  Abschnitt  seiner  Untersachun gen  über 
die  Kreise  des  Dreiecks  aufi^cstellten  Satzes,  nSmlich  dass  die 
Mittelpunkte  des  Umkreises  und  des  Inkreises  [u  1 1  der 
U  ni  k  reis  ra  i  l  te  des  grosseren  Central  c  n  drcie  c  k-s  (d.h. 
dessen  Spitzen  die  Mittelpunkte  der  Ankreise  sind)  in  Gerader 
liegen,  der  erste  der  3  Punkte  in  der  Mitte  zwischen 
den  beiden  anderen,  anf  welcher  Geradeo  fiberdies  auch  der 
Schu  erpunkt  jenea  Gentralendreieclm  liegt  (waa  Nagel  als  nächste 
Folgerung  beifagt).  Haben  die  Baebatabea  Om,  Oi,,  O«,  O,  K, 
S,  M,  ff  ihre  gewohnte  Bedeatnng  fiBr  ein  beliebiges  Dreieck 
ABC**h  uii<t  S',  M\  SP  die  entefirecbeeden  Pnakle 
f)Br  daa  grtoaere  Centralendreieck  OaihOe,  ao  beweiat  aieb 
der  NageTaebe  Sata  gana  einfaeb  wie  folgt.  Vermöge  der 
bekaonten  Relation  awiscben  den  beiden  Dreiecken  ABC  ond 
OmOhOn  (nimlich,  daaa  eraterea  daa  Höbendreleck  dea  letzte* 
ren  iat)  iat  der  Punkt  tP  identiacb  mit  O  und  Üf'  mit  K.  Aber 
die  Punkte  ff,  iT»  ^,  K*  liegen  in  Gerader,  M'  In  der  Mitte 
von  WlCy  folglich  ist  Aucb  OKS'K'  eine  Gerade  und  ÖK=  iCK'. 

3)  Aus  diesem  Nagel'schen  Satse  ergibt  sich  der  Beltra- 
mi*aebe  nicbt  minder  einfach,  übrigena  ata  tisch,  so.  Ha  ei- 
neraeita  der  Schwerpunkt  ao  liegt,  daaä  W^ss^WK',  ao 
folgt  aua  dem  Vorigen  WSssfUR  und  S^asiOE  Da  an- 
deraelta  der  Schwerpunkt  einea  Dreiecke  alt  dem  Scbwerpmikt 
seiner  3  Spitaen  identiach  Ist,  ao  iat  Scbwerpnokt  der  3  Plinkte 
Omt  Oft,  Oe  und  Ist  folglicb  der  Schwerpunkt  JT  der  4  Punkte 
O,  Om,  Oft,  O«  einerlei  mit  dem  Schwerpunkte  der  9  Punkte  O 
und  S^,  aofern  letzterer  als  dreifach  gilt,  mithin  ist  S\X.  =:  iÖX 
und  folglich,  da  aucb  war«  X  identisch  mit  A. 


*)  Als  ich  diece  Mifttkeilnng  erhielt,  war  Heft  II.  bereit«  ercchi'enen. 
Bl*s.  dsiln  i«a  Beweis  Ten  Scbaiit.  8.88(1. 

NSsdidi  0  lÜttsIpaskl  4st  Inkreise«,  Oa»  Ob»  Oc  Mitielpaakte 
der  8  Ankreise,  dT  lOtlsIpeakt  des  UmkrslMi,  Scbweipenkt,  M  Mtttel- 
pnnkt  des  Hiltsnkrslsss,  B  HftbsndurchsebniCt. 
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4)  Da  man  iHe  4  Paokto  Oa»  Oh»  O«  nocb  auf  andere 
3  Arten  in  ein  Dreieck  und  einen  einxelnen  Punkt  ?ertheilen  kann 
(OOftOe  und  O«  a.  a.  wOt  ^  nuaa  ilir  Seliwerpunkt  X  (d*li.  AT 
vermSge  Nr.  3)  ancb  auf  den  Strecken  SJOm»  Sh'0$,  Sc'Q^  lie- 
gen, wo  Sa*,  Sh',  Sc'  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  OOhO«, 
*OOtO;  OOaOk  sind.  Also  eeiineiden  sich  die  Verbin- 
dongalinien  der  Mittelpunkte  der  4  Berfibrkrelae  dea 
Dreiecke  mit  den  Scbwerpunkten  der  4  Centralendrei« 
ecke  in  einem  und  demaelben  Punkt  K,  der  Urokreie- 
mitte  dea  Urdreiecke'*). 

5)  Dies  führt  zu  einem  statischen  Beweis  des  andern 
Satzes  von  Nage!,  der  dem  Obigen  (Nr. '2.)  zur  Seite  steht, 
iianiiich  dass  d  er  Uiukreisniittelpunlct  des  Urdreiecks  und 
je  ein  Ankreismitteipnnkt  mit  dem  U  ni  kreismittc  I  punkt 
des  kleineren  Centralen  (Ire iecks  der  3  übrigen  Berühr' 
kreise  in  Gerader  liegt  und  zwar  der  erste  derSPunkte 
in  d  e  r  IVl  i  t  te  der  beid  e  n  a  n  (1  e  rn.  Da  niimlich  jener  Aukiois- 
mittelpuokt  (ä.  B.  O«)  mit  dem  Hühendm  clKS»  ImiU  (//a')  lüe^es 
Centrafendreiecks  (OOöOc)  identisch  i.st,  so  liegt  anf  der  Gera- 
den OakSa  auch  der  Umkreismittelpunkt  (Ka)  dieses  Dreiecks 
(OObOc),  und  (In,  wie  leicht  zu  sehen,  der  ünikreis  des  ür- 
flreiecks  der  4  ( m  e  i  ii  s  chafti  ich  e  Mittenkreis  sfimmtli- 
eher  4  Centraiendreiecke  ist**},  so  werden  die  Strecken 

iTÖ^,  i^Ö».  l^TÖc  im  Punkt  K  balbirt. 

fS)  DerDmkreiemittelpunkt  iat  daber  nicbt  nur  derScbwer* 
punkt  der  6  Punkte  O,  K',  O«.  AT«',  O»,  Ktf,  O«,  Kü\  aondern 
aucb,  wie  (nach  Beltrami)  der  von  O,  Oa,  Oh,  O«,  ao  der  von 

*)  Siebt  meo  von  dem  iiecoodercn  Fall  eb,  90  hat  man  bierin  den 
allgomniaan  Saks  vom  Viereck,  dats  die  Verbindongalinien  der 
Scbverpnnbl«  «einer  4  DIogonaldreiccke  (d.  h  deren  jedea  Ton  2  Seiten 
und  1  Diagonale  gebildet  isl)  je  mit  der  4.  Viereckspitze  in  einem  cin- 
migen  Punkt  »icli  •clineiden,  M'elificr  der  S«:liwcrpunkt  der  4  Piit)k(c  Ist 
and  nuf  jeder  der  4  Strecken  «o  lit  ^f.  diiss  Aan  Schrltelslüt  k  iliis  Drei- 
fache des  Fii4tti»tück:i  ist.  Difsrr  ohne  Zucilel  htk.iiiiite  Siifz  gilt  auch 
vom  windsrliieffn  Viereck  und  ist  im  Grund  der  Satz  vom  Sclivver- 
punkt  des  i  ctraeders,  sofern  dieser  Schwerpunkt  mit  dem  Sehwer- 
ponkt  der  4  Spitzen  identisch  ist,  eine  Identität,  die  übrigens  onter  den 
Vloroeken  nur  bei  dem  Parallelogramm  «tiltfindet. 

**)  Damit  hängt  dann  ancb  der  Sats  in  der  Nagel 'sehen  Schrift 
sneaaMnottideiedie4  Contraleodreloclco  den  gloicbon  Haibmes- 
•nr  3U7  haben,  d.  h.  gleich  dem  Umkreiffdnrcbmesser  des  Ur- 
dreiocks. 

32* 
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X',         ^  Kt'»  wa0  Aich  aueli  eb«M»  irfe  ^Imb 
weUen  lissf,  inaMi  man  die  Sebwerponkte  ff^  Sm",  S§\  $9^  im 
DreSeeke  Ka'Kb'Kc',  KKb'K/,  KKe'Ka',  KK.'K^  hMM,  «• 

auf  den  Strecken  Ä'O,  Aa'Oa,  hü' Oi»,  A'c'Oc  in  Beiichung  auf 
A'  symmetriscli  mit  den  8cbon  oben  eingeführten  Schwerpunkten 
S',  Sa,  ^b'y  Se  liegen. 

7)  Ueberhaupt  stehen  die  4  Punkte  K,  J£m\  Mk'f  IT«'  ud 
ihre  4  Dreiecke»  die  ich  dessbalb  der  Kürze  wegen  Coeentra* 
iend relecke  nennen  rauchte,  in  merkwürdigen  Delationen  zo 
den  4  Punkte  O,  Oat  Okt  O«  and  so  deren  4  Dreiecken,  Na- 
gel'e  Cenlralendreiecken. 

n)  Je  ein  Centralendreieek  und  das  entsprechende  Cocentra- 
leoflroieck  öind  congruent  und  von  invers  aiiiilieher  Lage, 
vvühoi  K  der  gemeinschaftliche  innere  Aehn  lichkcits- 
puiikt  der  4  i^aare  ist,  von  OaO^Oe  uod  Ka  Kk' Kc ,  »ome 
vou  OÜbOr  und  K' h'b' h'c'  u.  s.  \v. 

ö)  Je  ein  Centralendreieek  und  ein  Cocentralendreieck  stehen 
in  der  Reciprocität,  dass  der  Urnkreisinittelpnnkt  des 
einen  der  Höhendurcbscbnitt  des  andern  ist  und  um- 
gekehrt. 

c)  Die  8  Dreiecke  halten  den  gleichen  Umkreisha  ib- 
messer  2Fi  und  einen  gemeinscbaf tlicbeu  Mitteokreitt 
deo  Umkreis  des  Urdreiecks. 

il)  Je  ein  Ceotxalend reieck  ist  dem  ßerührungs* 
dreleck*)  des  vierten  Ueriihrkreises  ähnlich  mit  paral- 
lelen  Seiten»  uie  Nagel  in  seinen  Untersuchungen  bemerkt 
hat.  Man  kann  beifilgen:  einmal,  dass  die  Aehnlichkeitslage  bei 
dem  grösseren  Centralendreieek  und  dem  inneren  l^eruhrungsdreicck 
die  direrfe,  hei  den  ühri2;en  3  I*aaren  die  invcrse  ist,  wobei 
die  A  0  h  n  i  i  c  h  k  e  i  ts  p  u  n  k  t  e  mit  den  Schwerpunkten  der  ent- 
sprechenden Cocentralendreicctke  coincidiren  oder  mit  ihnen  sym- 
metrisch liui^en,  jcFiachdeiM  «lit»  Aehnlichkeitslage  (?ie  invcrse  oder 
die  directe,  also  der  Acljiiliclikei(^|iiTiikt  ein  innerer  oder  (»in 
äusserer  ist**)«  aUdaon  dass  zwischen  den  Uocentralendrei- 


♦)  So  nennt  Nui^el  pasacnd  das  Dreieck,  dessen  Spit/cn  die  3  Punkte 
sind,  in  welchen  ein  und  der«elbc  ncnilirkrei«  die  Üreicck seilen  bcrütirt. 

*•)  Eli  fäUf  also  z.  II.  der  (innere)  AelinüeJikeifspunWt  des  Dreieckt 
OObOc  und  des  entHprccIienden  äusseren  Hcruiiran^sdrcirrk'i  mit  (Irni  Punkt 
Sfi"  Tnsanjniua  u.  «  w.;  daji^e^en  liegi  der  (äussere)  Achnliriik«  ilipunkt 

des  HrcierV«  OnObOe  und  doA  iiiaero  Bcröhrungtdrcieck«  anf  der  Oä'  im 
gleichem  Abstand  %oa  0  wie  S'** 
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ecken  ond  den  Beriihrungsdreieckcn  resp.  die  entgegengesetz- 
ten Lagenverhältnisse  obwalten,  wobei  die  A ehn [ ichkei ts- 
punkte  mit  den  Punkten  O,  Oo,  O4,  Oc  selbst  zusanimcnrallen, 
80  dass  also  O  der  (innere)  Aehiilicbkeitspunkt  dos  Dreiecks 
KaKh'Ko  und  des  inneren  Beriihrungsdreiecka  ist,  Oa  der  (äussere) 
Aebnlicbkeitspunkt  des  Dreiecks  K' KkH.%  und  des  ent^precbeiiden 
Beriibrangsdreiecks  u.  s.  w. 

8)  Die  6  Ponkte  O«,  K^'t  Ok,  KJ,  O«,  JT»'  bilden  in  dieser 
Folge  ein  Sechseck  ?on  folgenden  morkwOrdigen  Eigenechaften: 

o)  Es  ist  glcicbseitig  (jede  Seite  =  2i0  ond  je  2  Ge- 
genseiten sind  parallel. 

h)  Je  swei  Gegenwinkel  sind  gleich  ond  werden  dofch 
die  Henptdiagonalenj  welche  die  Gegenspitsen  verbinden  (d.  h. 
je  einen  der  Ponkte  K  mit  einem  der  Ponkte  Q),  halhirt 

c)  Gleichwohl  ist  es  weder  Sehnen  -  noch  Tangenten-Sechseck, 
wohl  aber  halbiren  sich  die  3  Haupt  diagonalen  gegenseitig 
in  dem  Punkte  K,  sowie  ü'berbaupt  alle  durch  diesen  Punkt  ge- 
henden und  am  Umfang  begrenzten  Strecken  in  K  halbirt  werden, 
welcher  Punkt  mithin  der  „Mittelpunkt**  des  Sechsecks  im 
eigentlichsten  Sinn  ist* 

d)  Von  den  übrigen  6  (Neben*)  Diagonalen,  welche  Überhaupt 
die  Ponkte  O  ontereinander  ond  die  Ponkte  K  untereinander  ver- 
binden, sind  je  zwei  gleich  ond  parallel  (K/Kb'  #  O^O* 
o.  0.  w.)>  so  dann  ele  mit  den  paralieloD  Gegenseiten  Parallelo» 
gramme  bilden. 

Mit  einem  Wort,  dieses  Sechseck  gehört  in  dlejoin^c 
C lasse  von  Sechsecken,  «elcfie  unter  den  Sechsecken 
ist,  was  das  Paralleloizramni  unter  den  Vierecken,  als 
der  heoondero  dem  Rhombus  entsprechende  Falb 

e)  Die  Selten  den  Secboecko  (resp.  ihre  Verlingerongen) 
ocbneiden  die  9  Verlingerongen  der  Selten  des  Urdroieeke  In  doo 
BerOhrponkteo  der  Aakreioe. 


Hete  w  let  legarltkmct  dca  iImi  et  taageitci  des  petHi  iiglcs. 

Bstrait  du  Bunctiii  de  U  8od^  Tanddie  dei  sdenoM  nstDrelkf,  No. 

Par  M.  F.  Burnier.' 
On  troove  dans  la  plupart  des  tables  de  logarithmes  des  qoao- 
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tites  d^sIgDÖM  |iar  lea  lettres  S  et  7'.  Ce  sont  les  logarithmes 
des  rapports  du  sinus  et  de  la  tangeato  au  nombre  de  secondes 
de  l'arc«  Les  formules  de  M aekel yne  qni  donnent  ees  qnaotiCda 
au  rooyen  du  log.  de  la  aecaiite,  mala  peur  de  tres  petita  eres 
seulement,  peuvent  etre  beaucoup  etendues,  inoyennant  ane  cor- 
rection  en  fonction  de  ce  m^me  log.  aecaote,  ainai  qa'on  va  le  roir. 

Peer  eela,  j'ai  pria  le  ddveleppemeDf  de 

log  sec    =  —  log  cos  x , 

qnl  proc^de  aoivaut  lea  pu'issancea  pairea  dex,  Renrersant  cette 
adrie»  J'eo  ai  tird      ep  foacttoa  de  logaee^r.   J'ai  aobatitud  ce 

resultat  dana  le  ddveloppemeat  ee  adrie  de  log       «    C'eat  aisai 

que  je  sui<»  arrive  a  trouver: 

ain  X  4 

8 

JU  est  lo  niodule  des  tables.  Le  dernier  (erme  ecrit  atteint 
une  unite  de  la  lU"'  ,  0"*^  et  8"»«  decimalc  pour  des  \uleurs  de 
logbecu;  correspondant  ä  des  angles  de  5^59',  7*49'  et  U*^  27'. 

Si  Ton  n^glige  ce  tcrme  et  qu'on  cntcnde  par  .r  le  nombre 
de  aecondes  de  larc,  ou  aura  la  formule  pratique  auivaote: 

8  Ml  T 

log       =  log  l"  -i  log  aec  j; + 0,204674  (log  secar)« 

Ajoutaiit  lügäeco^^.  un  aura  de  meiue: 

log =  log  l"  4^  ilogaecx  -f  0,204674 (log aec«)«. 

Uae  manUre  aimple  d*utlliaer  cea  fermulea  aeratt  de  foraier 
uoe  petite  table  dea  valeura  de  Iogl*'f0y204674(logaec«)*,  aoi* 
vaot  eellea  de  logaec^r.  L*argnnieiit  proedderait  par  nottda  de  la 
4^  ddcimale,  depola  legaecr^  0,0001,  joaqu'i  logaecdras 0,00401 
La  derni^fe  diffdrence  aerait  1,0  de  la  7"^ddcloiale. 


Druck  iehler. 

In  Nr.LXXl.  der  BibHo-rophie  (bei  Tbl.  XLlII.  Heft  3.)  ai( 
der  driUen  Seit«  Z.  i6.  •.n.  „Oefiation"  atatt  „Deriralion**. 
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Literarischer  Bericht 

CLXIX. 


Der  Ia  dar  vorigen  Nommer  des  Literarischen  Berichts  (S.S.) 
von  uns  ausgesprochene  innige  Wontdi,  dass  die  Vorsehung  den 
wfirdigen  Greise  F.  G.  W.  v.  Struve  noch  l&ngiree  Leben  vei^ 
leihen  möge,  ist  leider  nicht  in  Erfiillung  gegtegCD.  Schoo  am 
238ten  November  d.  J.  (1864)  «tarb  io  Petersburg  der  berObinte 
hocbverdieote  ▲stronom: 

rriedrlob  Georg  WüInIb  von  StniTe. 

Er  irer  geberee  io  AltoDaeoi  16. April  1703»  wurde  1813  Obeer- 
▼ator  and  1817  IMrector  der  Stemirerte  io  Dorpat,  1839  DIrector 
der  berabmten  kais.  rose.  Hattptstemwerte  ie  Pnikewa  bei  Pe- 
tersburg. Welebe  grensartige  Arbeiten  hauptsScblicb  im  Fache 
der  Stellar- Astronomie  undGeodSsieio  dieeen  seiBen  ▼erscbiedenee 
amtlicbeD  Stellunsi^en  entn  eder  von  ihm  selbst  oder  nnter  seiner 
Leitunc^  aii«i^efflhrt  worden  sied»  Ist  bekaoot  gcnut^,  und  kann 
flicht  der  (icgeostand  dieser  kurzen  Anzeige  sein.  Sein  Name  ist 
Cür  alle  Zeiten  mit  goldenen  Lettern  in  die  Geschichte  der  Astro- 
nomie eingetragen.  Im  Jahre  1858  rousste  er  in  Folge  schwerer 
Krankheit  die  Dircction  der  Pulkowacr  Sternwarte  niederlegen, 
die  nun  in  die  l»nndii?en  lliinde  seines  eleu  h falls  schon  hochvcr- 
dipnfen  und  berühmten  Srihrios,  des  Hoiin  Otto  v.  Struve,  se- 
i?t.  Möge  das  grossartiu'C  Institut,  ilun  h  <!psKeii  l-^rrichtung 
ilio  kaiü.  russische  Regierung  sich  ein  unvergängliches  Deukmal 
in  den  Annalen  <ler  Astronomie  gesetzt  hat,  aach  unter  der  Lei- 
tung seines  neuen  Üirectors,  wii-  ^jchoii  in  den  letzten  Jahren, 
noch  lan?o  fortfahren ,  die  Astronomie  mit  so  bsrrUcbea  Früchten 
wie  bisher  zu  bereichern  i 


Am  la  NoTenber  d.  J.  (1804)  stvb  Io  Wies  der  banpHicfc« 
lieh  mm  Geodlsle,  Theorie  sedPnaki  des  Nlvellireae»  CentteMfien 
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neuer,  alle  froheren  ao  Genaotgkelt  ood  Umfang  der  AeweeiloDg 
weit  fibertreSender  Nivellir  InsCramefite»  Astroeomle  o.  9.  w.  heeh- 
verdiente  ehemalige  Profeseer  am  polyteehnlecheii  Inatitate  in 
Wten»  ordentliehea  Mitglied  der  kale.  Akademie  der  Wieaeeechaf- 
teii  II«  e«  w.j 

SiBuiB  Bitter  ¥oa  Stampfor. 

Durch  Einsejuluni;  eines  Necrologs  dieses  so  vielfaeh  verdienten 
Manncä  zum  AUili  uck  im  Archiv  wUrden  wir  sehr  erfreuet  werden. 


Mailiematteches  nnd  physikalisches  ünlerrichts«* 

wescD. 

Protokell  der  sweiten  Versammlung  der  OIreefo* 
•ren  der  Gymnaaien  und  der  Reaiaebulen  erater  Ord- 
nung in  Pommera.  Stettin  1864. 

Wir  müssen  alle  Lehrer  der  Mathfjinatik  und  Pliysik  auf 
dioi^es  Protokoll  rechl  bchr  aulaiCi ksaiu  iiiacheu,  weil  in  der  ge- 
oannteii  Vcrsammking,  unter  dem  Vorsitze  des  um  das  höhere 
Schulwesen  in  der  Provinz  Poromern  hochverdienten  Provinzial« 
i)cbulratba  Dr**Webrmaon  in  Stettin«  in  sehr  eingehender 
und  fiberaoa  lehrreieher  Weiae»  eine  PSx  daa  bOfaere  Unterrichte- 
weaen  aehr  wichtige,  mit  dem  roathematiaGben  und  phyaikaliadien 
Untarricht  in  engater  Verbindung  stehende  Frage  dfaentift  werden 
tat.  Es  war  nimllch  dem  Kunigl.  Prevlnsial  Schul* Celleglum  in 
Stettin  der  Verschlag  gemacht  werden; 

„dass  in  Prima  denjenigen  Schulern**  —  f(?or  Gvmnasien)  — 
«»welche  am  hebräischen  Unterrichte  Theil  nehmen  uiid  sich  nn- 
helschi{>  machen,  in  der  Lecture  criechischrr  nnd  lateinischer 
Schriltstellcr,  sowie  im  schriftlichen  und  iiuiinUichen  Gebrauche 
der  lateinischen  Sprache,  über  das  Mass  des  gewöhnlich  Gelei- 
steten hinauszugehen,  crestattet  werde,  am  Unterricht  in  der  Ma- 
then)a(ik  uüd  Physik,  nachdem  sie  bei  einer  Versetznn^^sprQfung 
darin  die  Kenntniss  eines  guten  Secundaners  nachgewiesen,  nicht 
ferner  Theil  zu  nehmen.**" 

„Die  dadurch  gewonnenen  Lehrstunden  nnd  die  erfibrigle 
▲rlieitaseit  sollen  der  classischen  Philologie»  aum  Theil  auch  dem 
Stndinm  der  heiligen  Schrift,  zu  Gute  kemmen;  die  Zahl  der 
wMentiichen  Air  die  fllatbematik  aber,  wenn  niebt  schon  in 
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Quarta,  bo  (loch  ia  Tertia  auf  4»  die  för  die  FiiyaikiD  Seeuoda  auf 
2  erbebt  werdeo.'* 

Mit  der  ZireekmSMigkeitoder  Umweckmäsaigkelt  dieses  Vor^ 
«dilage  bat  elcb  ein  groeaer  Theil  der  Verbandlangee  beschäftigt» 
wie  man  ans  den  sehr  aosfllbriicfaen  Mittheilangen  In  Nr.  III. 
8«  2S^S.57  sehen  ivird.  Dass  anf  Versammlung eo  dieser  Art 
bindende  Besehlfisse  nicht  gefasst  werden  küonen  und  sollen, 
liegt  gans  in  deren  Natur;  sie  sind  nur  snm  Anstauscb  gegensei- 
tiger Meinungen  bestimmt»  wie  dies  denn  aneh  hier  der  Fall  ge- 
wesen Ist  Es  liegt  gleichfalls  In  der  Natnr  der  Sach^  dass  die 
Ansichten  Tlel&Mh  ans  einander  gehen  mussteo»  und  wir  sind  daher 
anch  nicht  im  Stande»  gefasste  allgemeioe  and  feststehende  Be- 
sehlfisse hier  mitantheilen »  kOnnen  Tielmebr  nnsteren  Lesern  nor 
die  Versichemng  geben»  dass»  so  wie  filr  ans  die  Lectfire  dieser 
Verbandlangen  In  jeder  Beilehnng  sehr  interessant  und  Tlelfach 
anregeod  gewesen  ist»  dieselbe  dies  gewiss  auch  für  jeden  nnserer 
Leser  sein  wird;  daher  müssen  diese  Verbandlangen  sar  nllge- 
-  roeiosten  Beaebtnog  empfohlen  werden. 

Am  wenigsten  kann  es  unsere  Al)slclit  sein,  uns  hier  auf  eioe 
Kritik  und  Darlegung  unserer  eigenen  Ansichten  einzulassen.  Nur 
Eins  kSnncn  wir  nicht  unteriabseo  ganz  in  der  Kürze  zu  bemer' 
ken.  Wenn  nämlich  von  einem  der  Herren  iletercnten  S.  52.  dem 
verstorbenen  Mitscherlich  die  Aeusserung  in  den  Mund  gelegt 
wird:  „dass  in  derPlijsik  wenig  geistesbildender  Stoff 
enthalten  sei",  so  glauben  wir*  schon  im  Interesse  des  ver- 
storbenen grossen  Chemikers«  ans  nüherer  and  genauerer  Kennt- 
niss  der  Tbatsache«  hier  liemerken  an  dürfen,  dass  von  demselben 
eine  Aeosserung  dieser  Art  —  wenn  anch  keineswegs  In  so  schrei 
Ter  Weise,  In  der  Tbat  gethan  worden  Ist,  sich  aber  nlebi  anf 
die  Physik»  sondern  vielmehr  nur  anf  die  „Chemie*'»  rficksicht- 
licb  des  Elementar-Unterrichts  In  derselben  anf  Schnlen»  bezogen 
hat  Von  der  Physik  konnte  auch  Mitscherlich  wohl  schwer 
lieh  dergleichen  behaupten! 


Arithmetik. 

Tables  diverses  pon'r  In  ddcompositlon  des  oombres 
en  lenrs  faetears  premiers»  par  V.  —  A.Lebesgae»  Pfo- 
fessenr  honoralre  de  In  Faenlt^  des  Sciences  de  Bor* 
deniiz,  Membre  correspondaot  de  l*Institnt  Paris. 
Gaotier*  Villars.  1864. 
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Herr  Lcbcsgue,  der  «ich  um  die  Zablenlehre  bekaoiitliflh 
grosse  und  vieirach«  Verdienste  erworben  bat,  bat  im  Jabre  VSßl^ 
ein  clementaree  Werlcchen  Aber  diesen  Gegenstand  unter  dem 

Titel: 

Excrcices  r!' Analyse  iiuaierHjue.  Lxtraits,  Com- 
mcntaires  ot  Ucchorches  rclatifs?  a  T  Analyse  indeter« 
minee  et  a  la  Theorie  des  Nombrcs.  Paris,  t^eiber  et 
Faraguet.  8^. 

beransgegeben»  welcbes  wir  im  Liferar.  Bcr.  Nr.  €X XX II.  S.  4. 
asgtselgt  und  oosercn  Lesern  nach  Verdienst  aar  Beachtung  era^ 
pfoblen  haben.  Im  Jahre  1802  liat  Herr  Lebesgue  diesem  Wsrli- 
ehen  ein  swelte«  unter  dem  Titel« 

Introdttction  a  la  theorie  des  Nombrcs.  Pari»* 
Mallet-Bachelier. 

folgen  lassen»  welehes  uns  leider  bis  jetzt  noch  nicht  naher  be- 
kannt geworden  ist,  von  dem  wir  aber  bald  noch  eine  etnc^ehendere 
Anzeige  liefern  zu  können  hoffen.  Jetat  beabsichtigt  Herr  Le- 
befigue  eine  Reihe  einzelner  Herte  herauszugeben,  u eiche  spe- 
cielle  Untersuchungen  aus  der  Zahlenlehre  nnd  IJeilräge  zu  der 
selben  enthalten  werden.  Das  erste  dieser  Herte.  auf  «loreii 
Erscheinen  wir  unsere  Leser  recht  sehr  aufmerktjain  machen,  liegt 
tinter  dem  obigen  Titol  uns  jct/.t  vor,  wobei  «ir  zu  bemerken 
nicht  ufiterlassen  dürfen,  das«  dessen  Herausgabe  durch  die  Bei- 
hülfe  und  Untcrstülzuog  der  thaligen  „SocitU»'  d<»s  Sciences 
pbysiques  et  naturelles"  \\\  Bordeaux  in  der  nihmlichsten 
nnd  mit  grüsstem  Danke  anzucrkenneuden  Weise  ^efö^dert  und 
ermügücht  worden  ist.  Den  Hauptinhalt  dieses  Heftes  bildet  eine 
Tafel  derTheiler  der  Zahl  e  n  von  I  bis  115;)00,  welche  Qur20 
Seiten  uiufasst.  Diese  Tafel  geht  %veiter  al^  die,  vielen  unserer 
Logarithmentafeln  heigegebenen  Factorentafeln,  namentlich  weiter 
als  die  Tafel  von  V  c  ga-H  ii  Isse,  —  nelt  ho  nur  die  Zerlegung  der 
durch  %  3,  5  nicht  theilbaren  Zahlen  hi^  lO-lOOO  enthält,  —  und 
besitzt  eine  von  der  gewuhnlichen  in  vielen  Beziehungen  abwei- 
chende sehr  sinnreiche  Einrichtung,  die  hauptsächlich  aus  auf  der 
höheren  Zablenlehre  beruhenden,  und  in  derselben  begründeten 
Betracfatnngen  und  Untersncbungen  hervorgegangen  und  durch 
dieselben  ersielt  worden  Ist,  Nicht  bloss  wegen  der  ucbSnen 
Tafel  an  steh»  sondern  ausserdem  aush  wegen  dieser,  in  der  TOf» 
ausgeschlektea  ausfilhrliehen  und  sehr  lehrreichen  filnleltmig  eat- 
haltenen  sahlentheoretischen  Betrachtungen»  empfehlen  wir  diese 
Sehrill  unseren  Leeem  reeht  sehr  sur  Beaehtuiig,  und  henMrken, 
diss  diese  Einleltuiig  folgonde  Patigraphen  enthllts  {.i  Crihle 
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«rlthri)  eti  que,  uoriii  sich  tl er  Herr  Verfasser  mit  den  verschie* 
denen  Methoden  der  Con«triiction  und  F/mricbtung  eines  ,,Cribruni 
ariihmelicum  in  überaus  lehrreicher  \Vei«:e  beschäftigt.  Den 
äcblus«  dieses  Paragraphen  bildet  ein  „Tableau  des  nombres 
Premiers  impairs,  inferieurs  a  5ö00.  —  II.  1) ocomposition 
cn  facteurs  des  nombres  qui  depassent  la  iiniite  des 
tabics.  —  §.  MI.  Usage  de  la  Table  ou  du  Crible  aritb* 
nietique.  —  Man  nird  hieraus  «eben,  nie  viel  Nützliches  und 
i^chrreiches  diese  Schiift  von  nur  geringem  Umfange  enthält,  und 
uird  bei  näherer  und  irenafiercr  Kenntnitisnahittc  unsere  Empfeh- 
lung derselben  gerechtfertigt  tindeu**). 

In<lein  \s\t  8cblies>>iich  iienierken,  dass  die  Tafel  iiacli  Anlei» 
tiina  des  Verfassors  vnji  doits,  nariionllicb  auch  durch  seine  fiinf- 
utpüi^on  f  ,o'inrilfiii!*  iit.ik'Ifi  sehr  \  c [  > lionf en  Herrn  Professor  H  o  ii  el 
in  Bordeaux  Ijereeljnet  ^vorden  i<t,  m;ulieii  wir  zurrleicb  schon 
vorläufig?  auf  di«i  ferneren  Helte  aufmerksam,  welche  ilerr  Le- 
best^vie  über  verschiedene  Partieen  der  Zahlenlebre  7.11  puhliciren 
beabsichtigt.  Das  näihsto  Heft  wird  <lem  Canon  ari  t  bnieticus 
von  Jacobi  gewidmet  sein,  und  denselben  in  einer  abpjekärzten 
Form  liefern.  Wir  werden  aiich  über  dieses  neue  HeÜ  nach  sei- 
nem Erscheinen  so  bald  als  möglich  berichten. 


j^uHe  derivate  di  ordine  superiore  delle  funzloni 
eomposte.   Nota  di  Placido  Tardy.    Napoli.  1864, 

Bekalinmeh  hat  Herr  II  oppe  10  seiner  Scbrilt:  Theorie 
der  iodependcÄten  Darstellung  der  hfiberen  öirreren» 
tialqaotlenten.  S.  38.  eine  bemerkenstvertfie  Formel  sur  in- 
dependenten  Darsfellung  von  D^xfi*)»  wo  z  eine  Function  von  x 
.  ist,  und  D^sfii)  den  »ten  üifferentialquotienten  von  /*(:)  in  Bezug 
auf  o!  als  unabhängige  verSnderliche  Grdsse  beaeiehDet,  gegeben. 
In  der  vorliegenden  Abhnndlniig  bat  nun  Herr  Professor  Placido. 


*)  ncVanntlich  int  de«  K  rn  !o  « Ih  r  n  c s  Sifb  (rriliriiin  ,  Koofftvory 
eine  Me.'hoile  dir-i^r^  nltm  svichrten  Mnthemati'ncr«  und  Astronomen  im 
3len  jRhrhundert  v,  CJi.  G.,  die  Pnm7;i1ilf  ti  hwh  Am  übrigen  Zahlen  an«- 
saaondern.  M.s.  z.B.  M  a  l  Ii  c  m  a  1 1  s  c  Ii  c  s  Würterbucb.  Thl.  II. 
S.  129.  Inden  i' ii  i  los  o  |>  h  i  «■  ii  l  i  r  an  6  u  i  on«.  Vol.  62.  findet  «ich 
•ine  Abhandlung  von  ilortley  über  das  Sieb  des  EratosChene«. 

**)  Eine  Milthcilung  aus  der  Einlciltiiig  hüben  wir  bereiU  in  Tbl. 
XLll.  S.  478  fr.  gemacht,  um  tchon  vorläufig;  auf  die' v«rdl«n«llieh« 
Schrift  anfmerkMin  so  macbrn. 
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Tardy  in  Genua  diese  Untersuchung  ZQ  weit  grösserftr 
Atlgemeinbeit  erhoben,  and  eine  Formel  snr  indopendantoit 
BesCimmuiig  von  D^x/lu,  v),  vro  u,  o  beliobige  Fmictloiieii  von  x 
besoiebiMo«  gegoben.  Die  ▼oHotfindige  Mittheilong  dieser  Formel» 
die  aoeserdem  elee  besondere  Anweisung  zo  ihrem  Gebraaebe 
nnd  Ihrer  Anwendung  erfordern  wfirde»  würde  hier  zu  viel  Raum 
in  Ansprach  nehmen,  und  wir  kOnnea  daher  oasere  Leser  in  4i6- 
ser  Besiebnng  nnr  anf  die  sehr  beachtenawerihe  Abhandlang  des 
Herrn  Prof.  P.  Tardy  selbst  verweisen. 


Praktische  Geometrie* 

Leitfaden  für  den  Unterricht  im  technischen Zeleh« 
njen  an  Real-,  Gewerbe*»  Handwerker-  aud  Bange- 
werkenschalen.  Von  Dr.  C.  F.  DIetaelt  Oberlehrer  am 
Gymnaslom  nnd  der  damit  verbundenen  Realschale» 
so  wie  Lehrer  an  der  König!.  Baugewerkenschute  In 
Zittau.  MitHolasehnItten.  Lelpaig.  Seemann.  1804.  8^. 
L  Heft  Die  Elemente  der  Projectlonslehre.  U.  Heft 
Die  Schattenconstractiom  III.  Heft  Die  Elemente  der 
Perspective.  IV.  Heft  Die  angewandte  Projectiona- 
lehre. 

f)or  Horr  Vf.  hat,  wie  es  uns  scheint,  iu  diesem  Wcrkchen 
eine  sein  deutliche,  anschauliche  und  recht  praktische ,  znüleich 
ein  fiusserät  geringes  Maass  mathematischer  Vorkenntnisse  in  An- 
spruch nehmende  Anleitung  zum  geometrischen  Zeichnen  i)P.ch 
den  verschied etien  Projectionsarten  gecrebon,  welche  zn^leicli  noch 
in  der  grossen  Anzahl  sehr  sauberer  Holzschnitte  eine  HPRentliehe 
Erläuterung  findet.  Das  4(e  Hett  enthält  auch  in  einlacher  und 
deutlicher  Weise  die  Grundzuge  der  axonometrischen  Proje- 
ctionsmethode.  Wir  giauhen,  das«  dieses  Werkchen  allen  Leh- 
rern an  den  auf  dem  Titel  genannten  Unterricht sai)sf;ilten  recht 
sehr  aar  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdient ;  aI)or  auch  lür 
solche  ScbQler,  die  eine  der  genannten  Lehranstalten  nicht  he* 
soeben  hOnnen,  scheint  es  uns  zum  Selbstunterricht  recht  brauchbar, 
und  mag  daher  auch  in  dieser  Rflcksicbt  bestens  empfohlen  sein. 


echanik* 

Studien  mr  analytischen  Mechanik.  Dieallgemei 
oen  Gesetie  der  Bewegung.   Von  Dr.  J.  Dienger,  Pro 
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fessor  der  Mathematik  an  der  polytechnischen  Schale 
SU  Karlsruhe.   Stuttgart  J.C.  Metsler.  186a  a». 

Es  ist  naeb  onaerer  Ansieht  «ehr  4anhentwerth,  das«  der 
Herr  Vf.  in  dieaer  Schriß  eine  znsammenhlngende  nnd  atrengayate- 
matiaebe  Entwiekelung  der  altgemelnaten  Gesetae  der  Heehanii^ 
ans  den  ersten  and  einfachaten  Priocipien  dieaer  herrlichen  Wia- 
senaehafl  geliefert  hat»  und  awar,  wie  er  in  dem  Vorwort  aeiliat 
sagt»  ohoe  die  »•unendlich  kleinen  Grosaen*'  (Variationen,  Dife- 
rentiale»  n.  s.w.),  wodurch  er  zugleich  die  sieniiteh  verbreitete 
Ansicht,  dass  man  ohne  aolcbe  Grössen  in  der  Mechanik  nicht 
auskommen  kSnne,  an  widerlegen  sucht«  Eine  Arbeit  wie  die  vor^ 
Ifegende  ist  am  so  dankenswerther,  weil  Jeder  weiss,  dass  bei 
den  vielfachen  Anwendungen,  die  gegenwärtig  von  der  Mechanik 
in  dem  weiten  Kreise  der  Naturwissenschaften  gemacht  werden, 
gerade  die  allgemeinslen  mechanischen  Gesetze  die  ansgedebn- 
teste  Anwendung  bei  der  LOsong  der  betreffenden  Aufgaben  finden, 
indem  wir  daher  diese  Schrift  recht  sehr  au  altgemeiaster  Ba> 
acbtung  empfehlen,  können  wir  hier  nur  noch  nachstehend  ihren 
Hauptinhalt  angeben«  wegeifdes  Weiteren  auf  die  grundlich  und 


sorgfäKip^  ausgearbeitete  Schrift  selbst  Temeisend:  j|.  I  (>rund* 
formelo.  §.2.  Bewegung  des  Schwerpunkts  des  Systems.  §.3.  Prin- 
cip  der  Flächen.  §,  4.  Feste  Punkte  eines  bevTegliche»  Systems. 
{.  5.  Umformung  der  allgemeinen  Gleichungen.  §.0.  Trägheitsmoment 
bei  starren  Korpern.  §.7.  Rotation  eines  starren  Körpers  um  eine 
feste  Axe.  §.8.  Rotation  eines  festen  Kurpers  um  einen  festen 
Punkt.  §.0.  Allgemeinste  Bewegung  eines  starren  freien  Körpers. 
§.  iO.  Untersuchungen  über  die  lebendic^e  Kraft.  §.  II  Rew^cn^^ 
eine<?  festen  Körpers  bei  Kcrficksiclitif^ung  der  inneren  Kralte. 
5.12.  Princip  der  virtuellen  Geschwindlnkeiten.  §.13.  Das  i'riacip 
der  kleinsten  Wirkung.  {.  14.  Kleine  Schwingungen  eines  Systems. 


Lehrbuch  der  Physik  mit  mathematischer  Be* 
grOndung.    Zu m  C cbr'auch  in  den  höheren  Schulen  und 

«um  Selbstunterrichte.  Von  Dr.  A.  Kunzek,  Edlen 
von  Liichton,  k.  k.  ord.  Professor  der  Phys  t  k  an  der 
Universität  in  Wien  u.  s.  w.  Dritte  verbesserte  und 
vermehrte  Auflage.    Mit  300  in  den   Text  gedruckten 


Holzschnitten.  Wien,  braumüller.  18t>5.  —  XVU  und 
796  S.  Ö«. 

Die  erste  Auflage  (1863)  dieses  ausgezeichneten  Lehrbuchs 
der  Physlh  ist  Im  Literar.  Ber.  Nr.  LXXXVi.  S.  11.,  die  sweite 
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(1800)  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXV.  S.  U.  angezeigt  word«». 
Es  macht  uns  ungemeine  Freude  und  liefert  des  beste  Zeugnlsa 
Gli  die  Kichtigkeit  unseres  gleich  bei  seinem  ersten  Erscheinen 
Über  dieses  treffliche  Buch  gefällten  sehr  günstigen  Urtheils,  dass 
schon  jetzt  wieder  eine  neue  Auflage  desselbei»  nölliig  geu  ordcn 
ist.  Zu  wesentlichen  und  diirclii;i eilenden  \  cräuderungen  der  dein 
Buche  in  der  eilen  Auflage  gegebenen  Ges^-talt  liat  der  Ht^rr 
Vf.  keine  N'eranlassung  gefunden,  nie  bei  der  Trcfllichkeit  des 
selben  auch  vorauszusehen  war;  aber  eilrij;  i>t  er  beniu'bet  ge- 
wesen, in  den  einzelnen  Tbeiien  Alles  zu  verbessern,  wo  noch 
eine  grüsaere  Deutlichkeit  oder  richtigere  Auffassung  erzielt  Her- 
den konnte,  und  zugleich  alle  neueren  Entdeckungen,  so  weit  und 
in  dem  Umfange,  *vie  sie  irgend  in  ein  Buch  von  der  ßestim- 
muni;  des  vorliecrendcn  gehören,  naclizutraqen.  Wir  können  uns 
demnach  im  Uebrigen  ganz,  aul  unsere  Anzeige  der  zweiten  Auf- 
lage in  der  oben  genannten  iNumiuer  des  Literarischen  Berichts 
beziehen,  und  würden  nur  das  dort  Gesagte  wiederholen  müssen, 
wenn  wir  ausföhrlicher  über  die  vorliegende  dritte  Auflage  be- 
richten wollten.  Aber  Dan  wollen  nnd  miisaen  wir  hier  nechmala 
wMwbelen,  data  das  Hauptverdienat  dieaea  Bneha  In  der  fibar* 
all  atreogen  matbematiaclieo  Dareteltong  liegt,  die  —  bei  aller 
Anerkennung  der  groaaen  Bedeutung  des  Eiperimenta  und  deaaen 
■orgfiUtiger  Berdekaicbtigung  überall»  wo  ea  voravgawelse  aar 
Galtung  kommt*  nicbta  unbewiesen  ISaaf,  waa  irgend  elementar* 
mathematiach  .bewieaeo  werden  kann.  Mit  vollem  Rechte  iat  in 
diesem  Buche  die  mathematische  Deratellung  nicht  analytisch, 
aondern  vorzugaweiae  aynthetlach»  ioaheaondere  geometrisch,  ge- 
halten, welche  letztere  Daratelinng  ganz  geeignet  lat.  mit  An» 
•chaulicbkeit  wahre  mathematische  Strenge  Terbinden  zu  kSnnen, 
was  dem  Herrn  Vf.  Überall  sehr  wohl  gelungen  tat,  und  i^ns  von 
Neuem  mit  besonderer  Freude  die  strenge  mathematische  Schale 
bat  erkennen  lassen,  in  welcher  derselbe  gebildet  worden  ist  und 
sich  selbst  cebildet  bat.  Nur  wenn  der  nhvsikalische  Unterricht 
nacli  einem  Buche  wie  das  vorliegende  ertbeilt  wird,  kann  und 
wird  derselbe  in  vollem  ümfangc  die  bildende  Kraft  anf 
den  Geiat  dea  Jünglings  ausüben ,  welche  in  so  hohem 
Mnasse  in  ihm  liegt  und  ihm  beiwohnt.  Bedenken  wir  aber  nun 
auch,  das^;  nach  einem  in  allen  ParÜeen  8o  streng  malheniatisch- 
gehaltenen  Buche,  in  dem  Umfange  von  7ü5  eng  gedruckten  Sei- 
toi>  auf  dcti  ("sterreichischen  Mittelschulen  der  Unterricht  in 
(h  l  Physiik  ertheüt  ivird,  so  muss  uns  dies  wahrlich  mit  grosser 
und  wahrer  Achluni,'  vor  den»  Zustande  dieses  ünterrichtszwei- 
ges  auf  ienp»!  L«^hranstalten  erfüllen.  Auch  kann  und  wird  die 
vortiieilliafte  Uüwknirkung  des  in  dieser  Weise  ertheilten  |»bysi* 
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k«lischeii  Onterrichts  auf  den  elgeotliehen  roatbeinatiscbeii  Doter- 
richt  nicht  ausbleiben.  Man  nehme  ~^  natürlich  mit  eigenem 
wahren  Sinn  för  wirlcliche  mathematische  Strenge  und  eigener 
Kenntniss  strenger  geometrischer  Methoden  im  Geiste  der  grie» 
chischen  Geometer  —  nfthere  Kenntniss  von  dem  ▼  erliegenden 
trefflichen  Buche,  und  man  wird  freudigst  dem  'von  uns  vorher 
ausgesprochenen  Urtbeile  beistimmen!  Wir  empfehlen  also  die* 
aes  Buch  allen  Lehrern  der  Physik,  und  eben  so  sehr  denen  der 
Mathematik^  niederholt,  und  awar  jetat  zum  dritten  Male,  dringeodst 
SU  sorgfältigster  Beachtung,  und  vriinschen  dem  von  uns  hoch 
geehrten  Herrn  Vf.,  dass  ihm  in  seinem  hohen  Alter  die  Vorse* 
bttng  noch  lange  Jahre  schenken  milge,  um  die  schSnen  Früchte 
seiner  vieljährigen  Bemühungen  flSr  das  wahrhafte  Gedeihen  des 
physikalischen  Unterrichts  auf  seinen  vaterländischen  Lebranstal* 
ten,  —  die  Früchte  seines  patriotischen  Eifers  (ifr  die  tüchtige  Aus- 
bitdung des  ticisles  der  diesen  Lehranstalten  anvertrauten  ZOg- 
linge  durch  den  genannten  Unterriebt,  —  Immer  mehr  und  immer 
schCner  erspriessen  sehen  zu  künnen. 


Annual  Report  of  tbe  Board  of  Regents  of  the 
Smithaonian  Instltotion,  showing  the  Operations,  ex. 
penditures,  and  condition  of  the  Institution  for  the 
year  1862.  Washington.  1863. 

In  (lioM  ai  iicnestci)  iirib  zui^egangenen  Jahrgange  des  „An. 
nuai  i\e{M)rt"  der  Smithsonian  Institution  io  Washing- 
ton üoden  sich  p.  1Ü8  —  p.  239.: 

Lectures  on  the  undulatory  tbeory  of  Light,  by 
F.  A.  P.  Barnard,  S.  T.  D.,  LL.  D.,  late  Chancellor  of 
tbe  ünivcrsity  of  Mississippi. 

auf  welche  wir  recht  sehr  aufmerksam  machen  an  mCssen  glau- 
ben, weil  diese  Vorlesungen  über  die  Theorie  des  Lichts  nach 
unserer  Meinung  sehr  deutlich  geschrieben  sind,  und  namentlich  auch 
die  mathematische  Darstellung  möglichst  einfach  gehalten,  auch 
Alles  dnrch  eine  grosiie  Anzahl  sehr  sauberer  Holzschnitte  er- 
läutert worden  ist.   Der  Hauptinhalt  ist  folgender: 

Pnrt.  I.    I  II  truiiuctory.    Oiitliue  of  optical  discovery.  — 

Earlv  writtTS  on  opfics.  Sneilius.  Law  of  refraction.  Effects  of  rö- 
fiaction.  Uneqtial  refrangibiüty  ot  tliÖerent  colors.  The  raiiibow, 
Diflfraction.  Donble  refraction.  (  olors  of  thin  plate^.  Colors  ot  thick 
plafes.  Progressive  mottem  of  Liaht.  \  cloclly  of  Lijht  Velo«'ity 
üf  Light  iu  Maler  aiiU  air.  Lines  in  the  spectrum.  PoUruutton  of 
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Light.  Law  of  Matas.  Polarization  hy  refraction,  Nicol's  prisni. 
Polariscopes.  Colors  in  frv«;talline  plalc?.  rrysf.ils  cut  across 
the  nxis.  Crystals  of  quartz  across  tlio  axls.  Airy's  spiraU. 
Frcsiicfs  prism.  Circular  polarization.  Fresiiel's  rhonib.  Total 
reflection.  Elliptic  polarization.  Crystals  ol  tuo  axes.  Pofarizlii? 
structure  artiGcialty  produeed.  Rotatory  polarization  of  liquids. 
Hemihedrism.  The  tartrates.  Atnionpheric  polarization.  (I^Ian 
siebt  hierius,  dass  dieser  einleitende  Theii  sich  zuvürderst  mit 
einer  sehr  vollständigen  Darlegung  der  von  dem  Liebt  dargebo- 
tenen Erscheinuncfen  beschfiftipt).  —  Theories  of  Light. 
Material  Theory  of  Light.  Theory  of  ennssion.  Difficulticü. 
Nach  dieser  allgemeinen  Charaktorisiriing  der  älteren  Theorien 
folgt  nun:  Part.  II.  ündulatory  Theory.  §.1,  Vibration. 
§.  II.  IJndulatiüii.  §.  III.  Reflection  and  Refraction.  {.IV.  loter- 
ference.  §.  V.  Diffractioo.  {.  VI.  Colors  of  thin  plates.  §.  VII. 
^Polarization  by  Reilectioo  and  by  Refraction.  §.  VlIL  Circular  and 
elliptical  Polarisafion  by  Reflectfon.  {.  IX.  Rotatory  Polarisation. 
{.  X.  ChroiiMitfca  of  potaiised  Light  {.  XI.  DooMe  Rerractlen* 
(.  XU.  Wave  aorrace.  Goadualon.  Index. 

Man  wird  hieraos  sehen,  dass  man  hier  eine  sehr  vollstfin- 
dige  Theorie  des  Lichts  vor  sieh  hat.  Ausser  dieser  Abhandlung 
machen  wir  auch  noch  niif  dio  foli^ornle,  ^leichfalla  in  dioaeoi  Jahr- 
gange  dea  ^Report*'  beündiicbe  aufmerksam : 

The  catalytie  foree,  er  atadiea  on  tbe  PheBoniena 
of  contaet  A  priae  memolr,  by  T.  L.  Phipaon,  D.  8. 
Traaalated  for  tbe  SmitbsoDiaii  inatitutSon  by  C.  A. 
Alexander,  p.  905 -^p.  413. 

so  wie  auf; 

On  Atoms.  I>y  Sir  John  Berschel.  (Gespräch  awiacbeo 
Hermogenes  und  Uermione.)   p.  413.  —  p.  416b 


Krystallograpliie. 

Eine  Abhandlung  über  Kry8taltogru[»tiie.  Von  W. 
H.  Miller,  Professor  der  Mineralogie  an  der  Universi- 
tät/n  Cambridge.  Ft1r  Studirend e  d er  Matbem at  i k  und 
der  Mineralogie  aus  dem  Englischen  übersetzt  von 
Br.  P.  Joerres,  Kector  der  höheren  Koabeoanstalt  zu 
Ahrweiler.   Bonn.  Henry.    I8ü4.  8". 

Als  wtf  Im  Literar.  Bericht  Nr.  CLX.  S.  9.  den  „Tract  of 
Cryatallograpby  by  W.  H.  Illller.  Cambridge,  im,** 
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anzeiE^ten,  forderten  wir  zugleich  za  einer  „recht  haldig^en 
Uebersetziing'*  dieses  durch  Kürze  und  georaetris(  he  Elcs^anz 
ausgezeinhueteii ,  auch  für  Mathematiker  sehr  zu  empn  iilenden 
Werkchens  des  berühmten  Krystailographen  von  Cambridge  auf. 
Vielleicht  ist  Herr  Rector  Joerres  durch  diese  Aufforderung  zur 
Herausgabe  der  vorliegenden  Uebersetzung  veranlasst  worden, 
was  wir  nicht  uisseti  können,  da  derselben  eine  Vorrede  nicht 
beigegeben  ist.  Jedenfalls  hat  er  sich  durch  diese,  wie  es,  bei 
fluchtiger  Durchsicht,  uns  geschienen  hat,  überall  den  Sinn  des 
Originals  treffende  ücbersetzung  ein  Verdienst  envorhcn  ,  und 
wir  enipfelileii  dieselbe  sowohl  im  Allgt'iucinca,  als  auch  D.inient* 
lieb  Mathematikern  zur  fieaclitung.  Die  äussere  Ausstattung  ist 
gut,  wenn  sie  auch  freilich  der  Eleganz  des  englischen  Originals 
nicht  gleich  kommt;  gewünscht  hätten  wir  aber,  dass  die  Figuren, 
gleich  wie  im  Original,  in  sauberen  Holzschnitten  in  den  Text 
ein^edrsckt  und  nicht  in  drei  iiesonderen  Figurentafeln  am  Ende 
befgelügt  worden  «rftren. 


Vermischte  Schriften. 

Socidt<$  de«  seieocee  nntureiles  do  Grand-Duclid 
deLnxembonrg.  Tome  septi^me.  —  Annde  1864»  Lnzem- 
bourg.   Imprimerie-Libralrl  e  de  V.  Bock.   1864«  8^. 

Der  sechste  Theil  diespr  sehr  beachtenswerthen  Socictäts- 
schrilten  ist  im  Literar.  iit  r.  ISr.  CLXIV.  S.  13.  angezeigt  worden. 
Der  vorliegende  siebente  Tbeil  enthält  wieder  mehrere  sehr 
lehrreiche  und  Icsenswerthe  Abhandlungen,  die  wir  der  Beachtung 
unserer  Leser  recht  sehr  empfehlen* 

Den  meieten  Rnnm  nimmt  in  diesem  Thelle  die  folgende  Ab- 
handlnng  ein: 

Nouvelle  th^orie  matbömatique  do  la  chaleuret 
de  r^lectricite,  par  De  Colnet-d 'Huart,  Docteur  on 
eciences.  professonr  ä  l'Atheuee  royal  de  Luxeiu- 
bourg,  niembre  de  plusieurs  socidtiss  savantes.  Pre- 
miere Partie.  Determination  de  la  relation  qui  existe 
entre  la  chalcur  rayonnante,  la  cbaleur  de  condnc« 
tibilite  et  l  electricit^. 

welehe  Abbaadliing  nneh  nl«  ein  besonderes,  Sr.  Msjestilt  dem 
Könige  Wilhelm  III.  der  Niederlsnde  gewidmetes  Bocb  vnter 
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besonderem  Titel  erschienen  ist.    Der  Herr  Vfrfrisser  bat  in  die- 
ser Abbantlluiig  snw  nfti  die  Throric  der  Wnrnip,  als  auch  die  der 
Electricität,  von  einem  neuen  >>l:ui(i punkte  aus  i<earl<eitet,  haupt' 
sficblich  gestötzt  aui  die  Irüheren  bekannten  trclllicljen  Arheiten 
von  Laiue,  und  hat  —  besoRder**  hinweisend  aui  die  f)(  idcn 
Ansichten  von  Huygens  und  Aewton;  „Ü'apres  Huygens  ia 
cbaleur  serait  un  mouvcnient  moleculaire;  mais  ators   la  cbaleur 
de  conductibilile  «erait  inexf)IicaMe;  d'apre«  Newlon  la  rhalcur 
sprait  un  llni  le  en  niouv  r mciit,  et  alors  la  cbaleur  ravonuaiite  ne 
s  explique  plus  rationellcnient**  —  verschiedene  dabei  in  den  ge- 
nannten Theorien  tiich  zeigiende  Discordanzen  auszugleichen,  und 
Alle«  auf  ein  einziges  Princip  zuru<  k/uführen  t^esucht,  wobei  er 
namentlich  ein  grosses  Geschick  in  der  ilandbabung  des  Caiculs 
an  den  Tat?  gelegt  hat,  so  dass  >vir  aus  vollster  Lleberzeogong 
seine   Arbeit  der   sorgfidtigsten  Beachtung    empfehlen  nn'issen« 
Nfiher  auf  den  Gegenstand  einzugeben,  wie  wir  gern  nnJclaen, 
Uli) de  mit  gehöriger  Deutliebkeit  ohne  grHssere  Weitläufigkeit 
nicht  njüglich  sein,  was  OM  der  hier  uns  zugemessene  Haum  und 
die  INatur  dieser  litcrarisdien  Berichte  leiiler  niebt  gestatten;  und 
wir  können  daher,  indem  wir  auf  die  lehrreiche  Abh«iidliiog 
nochniaU  dringend  aufiiierksaiii  maeben,  nur  noch  bemerlLen,  da«a 
dieselbe,  uach  doer  in  sehr  lehrreicher  Weise  Aber  die  rersehie- 
denen  bbber  erscbienenen  Wirmetheorleen  sich  verbreitenden 
Einleitung,  die  drei  folgenden  Kapitel  entbSIt:  Chapitre  p rentier. 
Equations  dnmouvement  detranslatton  et  du  monvement  de  rotatlon 
des  moldcules.  ^  Cbapitre  deuxi^me.  Theorie  mathdmatique 
des  eoarants  dlectriqnes.  —  Chapitre  troisldme^  Theorie 
mth^matlqne  de  la  cfaalenr  et  de  la  lanitee.  —  Aber  nar  ans  den 
Uebersehriften  der  einaetnen  Paragraphen »  die  wir  leider  hier 
nicht  geben  IsOnnen,  trOrde  man  eine  T3ll)g  dentliche  Vorstellung 
von  dem  hier  gebotenen  reichen  Inhalte  gewinnen  hünnen. 

Caicul,  par  approximation,  des  raein  es  du  n  e  «  ij  u  a 
tion    numerii|uo,   algobriquo  ou    t  ran  s  cen  dan  t<^,  par 
J.  P.  Micba£lifi,  professeur  ä  l'Atbenöe. 

Herr  Professor  Michaelis  hat  in  dieser  beachtenswerthen 
Abband  long  die  Neivton'sche  NSbrongsmethode  xur  JUosang  der 
nnmerisehen  Glelchnngen  in  einigen  wesentlichen  Pnnklen  ver- 
vollstSsdigt»  weshalb  wir  die  Abhandlung  der  Aafmerksamkeit 
unserer  Leser  recht  sehr  empfehlen.  Er  sagt:  «On  salt»  et  cela 
r^snlfe  aussi  de  l'analyse  suivantc,  qoe»  qoand  mtoe  lee  eondi- 
tions  sons  lesqucUes  la  m^tbode  de  Newton  est  applicable»  sont 
remplics,  cetie  m^thode  ue  peut  6ixe  employde  qae  ponr  l'nne  des 
denx  liaites,  et  qn'elle  peot  dtre  fantive  ponr  rantre  linita  — 
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JSwB  Bou«  pro|>o«oDB  il*in<liqiier  coomient  on  pent  Ncvnsattra 
alstoeat  laqoelle  iIm  deuz  Umite«  11  convieodra  d'appllqoer  fai 
twm%A%  de  Newton;  et  nous  nontrefooe  que,  ppur  Tautre  llmlte, 
011  trODve  eneore  ane  approximation  certame  eo  remplafant  daaa 
lee  formelBs  de  Newtee  ran  den  dlTimre  f{ü)  en  f(d)*)  par  nn 
nenbre  qve  aona  ddelf^ona  per  m,  et  qni  ee  ealenle  aladmenl" 

Exprej?sion,  sous  forme  de  ferie,  de  (oiite>i  te»  ra- 
ciiies  rf  e  l'eq uat to  n  taiigj:  =  Ajr;  par  J.  P.  Michaelis« 
protesseur  ä  l'Atbenee.   p.  167  —  p.  17J. 

Die  reisngevreiee  eof  geenetrlaefcem  Wege  gefandene  Rellie 
tot  jedenfalle  eehr  bemerkennwertli  vnd  gewibrt  eine  imeebe  An- 
nSbening,  nie  die  beigeO^en  Beiepiele  aeigen. 

Eraplel  des  imuginaires,  pour  la  sornntafion  d  uiie 
clause  de  s^ries  t ri g onometriquesy  et  pour  le  caicul 
de  certarnes  Intägraies;  par  J.  P.  Michaelis,  profes- 
seur  a  TAth^oee.  p.  J72  —  p.  190. 

Die  Reihen,  mit  deren  Sommiraeg  der  Herr  Verfaeser  eich 
in  dieser  Abbandlang  beachiftigt,  sind  die  feigenden: 

Wenn  sich  /[jc)  iu  di«  Reibe 

entwlckeb  Itat,  nro  also  Ag,Ai,J^A^.,,^  beknnnle  €oefllclen< 
ten  eind,  ee  eollen  die  «ebr  allgemeinen  Reiben; 

^  cos  f    .   ,     eonC^  .  .  cosC 
und  * 

^     cos  C        .     ^  cos  C  ^          .  -     ^         CÜS  i 

suromirt  werden,  für  welche  Suminen,  die  er  aoch  auf  verschie- 
dene specicllo  Fsllc  anwendet,  der  Herr  VerfiMser  lieoierkeos* 
uirtiir  Ixf^nlfüc  erhalt.  Die  theilweiee  neben  anderweitig  be* 
kaonieo  integrale»  wie  s.  B* 

/e^eesAs6br,  /e^'einM« , 

ainben  an  diesen  Reihen  in  naher  Beziehung. 
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Mit  der  Anzeige  dieser  Abhandlungen  erlauben  wir  uns  iiocb 
die  Anzeige  der  folgeudeo  AbbaodJung  zu  verbiuden; 

Da  r£lllp«otdi«»  par  P.  MlebaAlia,  ptofessenr  k 
rAlb^B^tt  de  lioxettboitrg  (Exfrait  des  PnblleatUns 
de  le  eecidt^  des  Seienees  de  Li4ge«  ennde 

Wenn 

©■*(i)^C)'-- 

wie  geirdbeUcb.  die  GIslebang  des  EUlpsolds  ist»  se  lisst  sieb 

«aseeescr,  y^bettaß,  tssecos/ 

setzen,  und  es  ist  in  der  Tbat  sehr  bemerkensiverth".  wie  viele, 
auf  andere  Weifte  nur  schwierig  und  neitlänfii;  zu  hcv^eisende 
SStze  von  dem  Eliipsoid  durch  diese  TransforrtK-^ition  mit  grosser 
Leichtigkeit  und  nur  geringem  Aul^^a1l(1e  von  Caicui  bewiesen, 
auch  roannigfaltip^e  Bestimmungen  und  Lösungen  von  Aufgaben 
ausgeführt  uertien  küiineu.  Alles  dieses  bat  der  Herr  Verfasscf 
in  dieser  sehr  zu  beachtenden  Abhandlung  sehr  deuliicb  mit  be- 
sonderem analytischen  Geschick  gezeigt. 


Italienische  mathematisciie  Literatur. 

Die  Italienische  matbemafiscbe  Lltsratur  Ist  jetst  se  reieb  an 
wicbtigeii  Erscbebiengee»  namentlleb  an  eioselnen  bSebst  iaisres- 
santen  and  irlebtigen  Onteraaebangen,  es  giebt  sieb  gegtewSttlg 
eine  se  grosse  'LebbsOigkeit  and  Regsanil[elt  aof  diesem  wissen* 
schsfUicben  Felde  io  Itslien  kund»  und  es  treten  dort  so  viele 
tüchtige  und  bdcbst  aaegeselcbnete»  In  Dentschland  grGssten* 
tbeils  nocb  gans  nnbelcannte  wissenschaftliche  KrSAe  faervort 
dsss  es  uns  gans  nnmilglieb  Ist«  In  diesen  Blittern  von  allen 
diesen  literarischen  Erzeugnissen  ausführlich'  sn  berichten,  wenn 
auch  rficksichtlich  mehrerer  dies  sehen  dAers  gescbefaen  ist,  wie 
die  Leser  sich  gewiss  erinnern  werden.  Wenn  nun  auch  solebe 
Berichte  kOnftig  noch  ufter  als  bisher  erstattet  werden  sollen«  so 
müssen  wir  doch,  um  bei  der  grossen  Masse  nns  vorliegender 
Schriltcn  nicht  zu  weit  mit  unseren  Berichten  zurOckzableiben» 
und  unsere  I-escr  ^^  cni!>«!tens  cinir^ormassen  und  nur  im  Allge- 
meinen mit  (Icnsnlberi  Ix  Lafint  zu  machen ,  jetzt,  ausfObrüchere 
Anzeigen  uns  vorbehaltend,  das  vorläufige  Auskunftsmittci  er- 
greifen, die  neuesten  und  neueren  dieser  SchriTtm  nur  ihren  Titeln 
oaeh  anaugeben«  wie  in  dem  folgenden  ersten«  alphabetisch  oacb 
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den  Verfasserü  geordneten  Verzeichnisse,  welchem  mehrere  an- 
dere folgen  fierdcn,  geschieht.  Geniss  werden  schon  aus  diesem 
eK'^teu  Verzeichnisse  die  Leser  mit  Interesse  Kenntniss  nehmen 
Ton  dem  jetzt  in  Italien  herrschenden  lebhaften  Treiben  auf  dem 
Gebiete  der  mathematischen  Literatur. 

Schon  frillier  bMoodeta  aogeselgte  Schriflen  aind  ia  das 
nacbfolgenda  Veraeichaiaa  aicbt  wieder  anfgenoiDaien  woidem  G. 

B  et  t  a  g  M  Q  i »  G. »  Sülle  eerle  di  corre  d'indiee  qiia!aDqtte.  NapoK. 
1863.  40« 

—  Nota  sopra  alcaoe  qeeaHoni  di  Geometrie.  NapoIL  1862.  4^. 

^  Sopra  aJcuoe  proprietä  delle  lleee  di  aecoodo  grade.  Napotl. 
1863.  4fi, 

—  Sulla  dipendenza  equianarmonica.    Napoii.    1863.  4^. 

—  Nota  di  Geometria.   Napoii.   1862.  40. 

—  Nota  8Qi  determinanti.   Napoii.    1862.  4«. 

—  Sülle  aaperficie  di  aecondo  grado.  Napoii.  1862.  4^. 

—  Sopra  nea  qoeatione  di  maaeimi  e  minimi.  Napoii.  1863.  4® 
(Daa  Problem  ist  folgendea:  „Trovare  tra  fette  le  aoperficie  di 
2*^  grado  che  paasano  per  otto  pnotit  ovvero  che  faanao  ana 
medeaimm  linea  d'interaezioee»  quelle  per  la  qeale  U  prodotto 
dei  quadratl  de'  aeffltaaai  A  an  maaalmo  o  an  mlnimo**« 

^  Solle  foifne  geometrSche.  Napoii.  1862.  4^. 

— >   Sulla  dipendenza  di  primo  ordine.    Napoii.   1863.  4®. 

Beltrami,  Eugen  io,  Intomn  alle  conicbe  di  noTe  pnnti  e  ad 
aicune  quistioni  che  ne  dipendoiio.    Bologna.    1863.  4*\ 

—  Estensione  allo  spazio  di  tre  dimensioni  dei  teoremi  relativi 
alle  coniche  di  nove  punti.   Napoii.    1863.  4^. 

Intorno  ad  aicuni  sistemi  di  cnrve  piane.    Roma.   1862.  4^. 

—  Sulla  feoria  delle  aviluppoidi  e  delle  avilappanti.  Roma.  1862. 4**. 
Betti,  E.,  Sopra  le  feezioDi  algebriehe  di  nna  variabile  eompleaaa. 

Piaa.  1863.  4« 

Bordoni,  A.,  SuU'  equilibrio  asttatto  delle  volte.  Memoria  pos- 
tuma.   Milano.    1863.  4». 

Briosebi,  F.,  Stipra  una  iiao?a  formola  nel  ealcolo  integrale. 
Napoii.   1864.  4». 

—  Sulla  rtsolvente  dt  Malfatti  per  le  eqaaziooi  dei  quioto  grado. 
Milano.   1863.  4<^. 

—  Sopra  una  naora  traalomaiione  deli*  integrale  ellittieo.  Mi« 
laao.   1864.  80. 
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Gb«IUi»  Oomenico,  Delle  eerioel  del  cooo  e  della  proepettive 
neir  InsegBemeDto  deUa  Geemelria  aoelUica.  BologB«.  1864  4^. 

Fergola,  £.»  Sopra  lo  aviluppo  deüa  fonziooe  jjnZZI'  ^  sopra 

nna  naova  eapresaiene  dei  nomerl  dl  BemoatlL  Napoli.  1657.  4^. 

—  Sopra  dne  formole  dl  caicelo  dlfferenziale.   Roma.   1858.  4^. 

—  8o[)ra  la  coaUi/ioiie  per  la  possibilitä  delio  sviluppo  di  qua- 
lunque  funzione  in  seric  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenü 
della  Uilicreiiza  tiella  variabile  sopra  lui  \  aIore  costanle.  Napoli.  4^. 

—  Kicerca  deli'  cspressione  di  una  derivata  qualuoque  di  una 
(unzione  in  termioi  delle  derivate  della  funzione  inveraa.  Na- 
poli. 4« 

—  Kkerche  sutla  risoluaione  per  aerie  di  un'equaziooe  qaaiuQ* 
que.    iSapoli.  4^. 

-i-  Sopra  alcnne  proprieti  delie  aaperficie  di  secendo  grado. 

Napoli.  4^ 

—  Sopra  tatQDe  preprletä  delle  aoluzionl  iotere  e  posItiTe  delf 
e4|iiasioDe 

Ol  •f2a^-|-...«4iia^  =  fi. 

Napoli.  1863.  4<». 

—  Sulla  risoluzione  per  serie  delle  equazioni  trinomie  di  grado 
qnalüDqoe.  Napoli.   1863.  4^. 

Padula,  F,  Uicerche  su  le  superficie  curve.   NapoÜ.  4". 

—  Su  le  eqoazioai  relative  ai  moto  de  iiquidi  oaaerYaziooi.  Na- 
poli. 40. 

Ricerche  di  Geomctria  analitica.   Napoli.   1862.  4^. 

Tardy,  P.,  Sülle  derivate  di  ordine  raperiore  delle  foaalool  eoni* 
poete.  Napoli.  1864. 
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Geschichte  der  MathematUu 

Le  Tatkliys  dMbn  Albannä,  publie  et  tradait 
(d'apr^s  un  Ms.  in<Sdit  de  la  Bibliothiqne  Bodl<^yeone 
cote  Marsh.  371,  No.  CCXVII.  du  (  ataloerue  d'Uri).  Par 
Aristide  Marre,  Profesaeur,  Officier  de  riostruction 
publique.  Koine.  Imprimerie  des  scicncea  mathöma- 
tiqnea  et  pbyaiquea.   Via  Lata.  No.  211.  A.  1866.  4». 

Dem  ae  rfibniliclieii  uml  fiir  die  Wissensehafl  so  folgenrel- 
cii€D  Eifer,  mit  welchem  aeboii  aeit  langer  Zeit  der  FOrat  Don 
Balthasar  Boncompagoi  in  Rom  —  bei  eigener  tiefster  tind 
mntangreiehster  Keantniss  des  Gegenstandea,  und  gegenwärtig 
jedenfalls  der  grSsste  Keoner  der  Geschiehte  der  Mathematik» 
nameotlicb  im  Uittelalter  —  aicb  der  FSrderaog  hiatoriscb-maliie- 
matiseber  Studien  widmet»  verdankt  die  Geschichte  der  Mathe- 
matik avch  die  vorliegende  sehr  wichtige  und  In  vielen  Besiehungen 
buchst  interessante  Sebrifl.  Von  dem  aaf  dem  Titel  genann» 
ten  ffberans  merkwdrdigen  arabischen  Mannscript  der  Bodleia- 
n Ischen  Bibliothek,  Ober  dessen  Veifasssr  Ihn  Albannft 
nnr  aebr  wenig  bekannt  ist*)»  hatte  der,  leider  schon  im 


*)  pa«;.  I\.  liciMt  <>a :  „En  araitc  In  titre  du  iivrc  e«t :  Kctab 
Tb  liehet  ul  hiäsuli,  le  noin  de  Taiilcur  c«t  AbuuM  Alib.'is  Ahmed 
bea  Mohammed  ben  Otlimun  AlAzadi,  «t  ton  tnrnom  Iba  AI* 
baasA  AI  GnrnAti  (le  fit«  de  farehitecCc  de  Grensde).  Originaire  da 
Greoad«,  mai«  habitant  da  Msrab,  Iba  Alba  na  A  est  pina  aommane* 
ment  appel^  AI  Hisraketchi.**  Hieran  benterlten  wir  no«h»  daai  der> 
aelbe  in  Mnmcco  im  Jahre  1222  iinaarer  Zeitrechnaag  AaCrOBO- 
rolache  Tafeln  publidrie.  (M.  Joarnal  Aaiatiqne,  GInqniAme 
.  •Arie.  Tome  IV.   p.  371.) 

Thl.XLllI.llfi.9.  9 
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38sten  Lebentfalire  d«r  Wiweoschaft  entriMcno  Doelor  Fravs 
Woepeke  «ioe  Alwfibflft  genacht,  in  der  Absiebt,  dm  arablscban 
T«xt  zu  Obertetsen»  woran  ihn  sein  frCher  Tod  Terhinderte.  Diese 
Abschrift  gelangte  In  den  Besitz  des  Fürsten  Baltbasar  Bon* 
compagnl,  welcher  mit  dem  rühmlichsten  Eifer  Herrn  Aristide 
Marre  veranlasste,  sich  der  Uebersetzung  zu  unterziehen,  welche 
noB  in  der  obigen  Schrift  uns  vorliegt,  und  jedenfalls  ein  neoer 
eebr  wichtiger  Beitrag  ler  Geecbicbte  der  MathematUc  Ist,  wobei 
wir  segieich  nicht  unterlassen  wollen  zu  bemerken,  dass,  nach  einer 
uns  gemachten  freundlichen  Mittheilung,  der  arabische  Text  noch  in 
dem  laufenden  Jahre  gedruckt  n  erden  und  dieser  Uebersetzung  sieb 
unmittelbar  anschllesscn  wird,  indem  die  letztere  schon  jetzt  nur 
deshalb  bcrai]8!];e£!:eben  wurde,  um  die  Fublication  der  wichtigen 
Schrift  nicht  zu  lauge  zu  verzugern. 

Der  „Ta^hys'''  des  Ibn  AtbannA  Ist  eine  Sebrift  fiber  die 
Regein  des  Calcnls,  nnd  besteht  ans  folgenden^  TbeSien:  Pre- 
nlfre  Fartie«  Snr  le  nombre  eennn.  -*  PreuUie  se^ 
etioB.  Snr  les  entiers.  Cbap,  L  Des  dlflsioss  dn  nombre  et 
de  ses  erdres.  Cbap.  IL  De  l'additlon.  Cbap.  IIL  De  Ja 
sonstraetion.  Cbap.  IV.  De  la  mnltipitcation  et  de  roffraade 
de  son  seL  Cbap.  V.  Sor  la  division.  —  Seconde  seetten. 
Sur  les  fraetions.  Cbap.  T.  Sur  les  nons  des  fkaetlons  et  lenta 
num<$rateur8.  Cbap.  II.  Sur  Taddition  et  la  ^«oostraction  des  fractioos. 
Cbap.  IIL  Sur  la  multipücation  des  fraetions.  Cbap.  IV.  Snria 
division  et  la  denomination.  Cbap.  V.  Snr  la  röinte^ration  et 
rabaissement.  Cbap.  VL  Sor  la  conver^slon.  —  Troisi^ma 
•aetlen»  Sar  les  racines.  Cbap.  L  Snr  TextraetioB de  la  radae 
des  Domhres  entiers  et  de  la  radne  des  fraetions.  Cbap.  IL  Sar 
l'addition  des  racines  des  nombres  et  leur  soustraction.  Cbap.  DL 
Sur  la  multiplication  des  racines  des  nombres  et  leur  denomination. 
Chap.  IV.  Snr  la  division  de«  racines  des  nombres  et  leur  d^ 
nomination.  ~  Seconde  JPartle.  Sur  les  rofjleK  par  les- 
queiies  il  est  |)08sible  de  par\  enir  a  l'inconnue  drmnn- 
d^c  en  partant  de  ce  ijui  est  connu  et  donof 
divise  eii  dcux  sections:  section  snr  Top  erat  in  n  par 
la  Proportion,  et  section  nwt  Alffebr  et  AlmoliAitalAli. 
Diese  ztvcite  Abtheilung  enthält  also  die  eigentliche  Alt4ebra  oder 
die  Auflösung  der  Gleichungen,  namentlich  auch  derer  des  zwei- 
ten Grades. 

Die  Laser  werden  ans  Vorstebendem  seben,  dass  sie  bler 

eine  sehr  vollständige  Abhandlung  eines  alten  arabischen  Autors 
über  die  Arithmetik  vor  sieb  haben  und  die  Wichtigkeit  der 
Sebrift  fdr  die  Gescbiebte  der  Mathematik  erkennen.  Gans  he* 
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aanders  bemerkenswerth  ist  es  aber,  dass  (iicsrr  alle  arabische 
Autor  schon  viele  Retreln  und  Nätze  kannte,  deren  lJ»;^^ois  selbst 
in  uu^trtif  neueien  allgeincincti  Arithmetik  nicht  ohne  alle  Scbwie- 
rigkeit  ist,  in  welcher  Beziehung  wir  bemerken,  liass  sich,  in 
unseren  Zeichen  ausgedrückt,  z.  B.  in  der  vorliegenden  Schrift 
p.  5.,  p.  6.,  p.  7.  die  folgeoden  S&tze  oder  Gleichungen  finden^ 

P  Va*  -f  3*  -f  4>  -f . ...  +  »>=  (I + 3  *f 

l«  +  3»  4  5»  {  7»  +  ....  -f  (?«— 1)» 
=5(l+3+6+7+....  +  (2ii-l))l2(l->3  +  5+7+«..+C^^l))-.l|. 

9a44«-f  6»4S^  ^  ....  +  (2»)» 

«=(2  +  4  +  6  + 8  +  ....+2ii).2(2  +  4  +  6  +  8-f  ....+2»). 

in  der  im  vorigen  Jahr«  (1864)  aracbiflneBea  Schrift: 

Passaijes  rclatifs  ä  des  snramations  de  Vi^ries 
de  (iibos  cxtruits  de  dcux  manuscritß  arabcs 
inedits  du  iiritish  Mu^cnm  de  Londrcs,  cotf*?? 
N.o«  CrCCXVU  et  CCCCXL\  <le-s  manuscrifs  oricn- 
taux  (N."  74Ö9  et  7470  des  man  ii«crits  adiiition- 
nels).  Par  M.  F.  Woejxke  Kome.  Imprimer ic 
des  Sciences  niat  h  em  1 1  i  (jues  et  physigues.  Via 
Lata.   No.  211.  A.   lötU.  4». 

findet  MB  p»  4.~i».  19.  «lae  StaUa  mm  einet  Schrift  einen  Com* 
■wntnletn  des  Tnlkhye  des  Iba  Albnnei,  nlnlich  de«  ChihAb 
Eddin  AbeAl  Abbis  Ahmed  Ben  Radjab,  bekannt  unter 
dem  Rainen  Ibn  Almadjdt,  gestorben  tm  Jahre  860  der  üed- 
achra  (29.  März  1446  bis  la  Mira  U77  der  christlichen  Zeitreeh- 
nong)  fibefsetzt,  in  welcher  man  p»8.ff  pi»  Ifll»  p.  13»  diefeigeadaa 
Gieiebangen  bewieeen  dndels 

I»  +  2»+3«+....  +  «*=:(l  +  2  +  3  f  ....  +  n)«, 

1>  +  3> + 5' + .... + (^— !)•  =  ii*(2iis—  1), 

S*+ 4*+fi*+...«+0bi)»  s  9(9+4+«+.  ..«.-f  9a)»; 

and  aas  eiacr  anderen  Schrift,  dem  „SchJiesel  de«  Caiculs" 
Tee  Djamchld  Ben  Mas'uäd  Ben  Mabmodd,  dem  Arat« 
genannt  Ghiyilth  (Eddin)  Alqdchint,  einem  der  Astronomen, 
welehe  an  der  i^edadien  der  Tafeln  von  Oloug  Bog  Theil  nah- 
men, übersetzt  Or.  Weepcke  a.  a.  O.  p.  24.  (t  eibe  Stelle»  »ekbe 
die  delchangea 

!•  +  2*  +  3»  + ....  +  »•  =  (1  +  9+  3  +  ....  +  fi)«. 
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l«+««-|.3*+.,..+ii* 

= [i  1  l+2+3+...+(n-l)+(«-l)ml+2^*^«.^-lll].aH2H3*-^•...^^ 

enthält,  woraus  man  sieht,  wie  eifriii  sich  dio  Araber  mit  der 
Suinmirunsc  der  Poten/.cn  der  TUitürlichen  Zahlen  beschäftigten 
und  wie  sehr  dieselbe  unter  iboen  verbreitet  war. 

ZornScblms  bemerkeB  wir  Doch,  dass  Herr  AcUtlde  Marre 
in  der  sehr  gelehrten  Vorrede  seiner  Uebereetioog  dee  TalkbY« 
p.  VII— p.  Xtl  Ober  das  fibereetote  Mannscript  und  die  weitere 
betreffende  Literatur  Alles  das  aneammengeatellt  hat,  was  an 
wiesen  n5tbig  and  interessant  ist,  so  weit  irgend  die  vorhande- 
nen Quellen  und  Httlfsmittel  reiehten. 

IVIöge  die  JSchrift  in  die  IJande  aller  Derer  übergehe«,  weiclic 
der  (leschichte  der  Mathematik  sorgfältige  Studien  widmen;  alle 
\\ erden  dem  Herrn  Bahlassarre  Boncompa^ni  wärmsteo  und 
uulrichtigsten  Dank  zollen,  dass  durch  seinen  Eifer  -und  seine 
Vermittelung  dieselbe  ihnen  zugänglich  gemacht  worden  ist. 

Bistoire  de  la  Perspectiye  ancienne  et  moderne 
contenant  Tanalyse  d'un  trös-grand  nombre  d*oavra- 
ges  Sur  la  Perspective  et  la  dcscription  des  proeddds 
divers  qu*on  y  troave.  Par  M.  Poudra,  Officier  sup«^* 
rieur  d'^tat-major  en  retraite.  Faisant  sülte  au  Cours 
de  Perspective  professe  a  TJ^cole  d '^tat-major.  Avec 
12  Plaocbea.  Paris.       Corr^ard,  j^diteur.  J804.  8^ 

Herr  Poudra,  der  sich  bekanntlich  nenerlleh  dorch  die  Her« 
ausgäbe  der  Schriften  von  Desarguea  so  sehr  verdient  gemacht 
bat  (Literar.  Ber.  CLXIV.  S.  9.),  erwirbt  eich  Jatat  ein  neues  an- 
erlcenoungswertbea  Verdienst  dnreh  die  Ueransgabe  des  vorlie- 
genden Werkes.  Was  dasselbe  leisten  will,  glebt  der  Titel  dentileb 
und  bestimmt  an.  Man  kann  swar  nicht  sagen,  dass  ee  eine  ganz 
volMilndtge  Geschichte  der  Perspective  von  den  filtesten  bis 'auf 
die  nettesten  Zelten  in  rordaufender  entwickelnder  historischer 
Darstellung  enthfilt ;  aber  es  liefert  mit  sehr  grosser  Sachkennt- 
niss  und  offenbar  als  Frucht  sehr  eifriger  und  umfangreieher 
Studien  eine  Analyse  einer  sehr  grossen  Ansaht  ilterer  and 
neuerer  Werke  ffber  die  Perspective,  nach  der  Mtfolge  geord- 
net, und  führt  nns  Gberall  in  sehr  lehrreicher  Weise  In  die  ver- 
schiedenen,' von  den  Verfassern  dieser  Werke  erfundenen  und  in 
denselben  entwickelten  Methoden  perspectiTiscber  Darstellungen 
und  2ieichnuDgen  ein,  so  dass  man  auf  diese  Weise  allerdinsts 
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auch  zu  eiaer  deutlichen  Kennlub«  der  l^egc  gelangt,  auf  denen 
die  Perepective  in  immer  besserer  ond  volUtändigerer  Ausbildung 
«nd  Eotwiekelung  vorgesebritfen  ist.  Wir  kCnnen  dsher  diese« 
Werk  einem  Jeden,  der  sieb  für  dieses  Gegenstand  Sntercssirt, 
als  eine  sehr  interessante  und  lehrreicbe  Lectflre  aus  Ueberzeu* 
gong  eropfeblen,  and  balten  es  desbalb  fl!r  unsere  Pflieht,  um  zu- 
gleich den  Umfang  des  Werkes  und  der  Ton  dem  Herrn  Veifaefter  ge- 
machten Studien  deutlicher  hervorzuheben,  hier  noch  die  Verfasser 
der  analysirten  Werke  sämmtlieh  zu  nennen»  indem  wir  absichtlich  die 
fransSslsche  Sehreibart  der  Namen  derselben  beibehalten:  Intro- 
ductlon.  Premiere  ^poque,  dann  laquelle  optique ,  perspective, 
apparence  ont  la  m4me  si^nificatien.  Eueltde,  Eliodore  de  Larisse» 
Ptoldmde,  Vitellion,  Roger  Baeon,  P.  Rarous  und  F.  Risner, 
Reisch  und  Orooce  Ftn^e,  Hamelius  und  J.  Pisanos,  Joaunis 
(Peccam),  Aguilon,  Deehales,  Lacaille  (1760).  Observations.  — 
Denzi^medpoque,  dans  laqoelle  la  Perspective  va  recevoirune 
•ignification  diÄrente  de  celle  que  neue  lol  avens  doonde  dans  la  pro» 
mi^re.  Introduction.  Du  dessiq  et  de  la  peinture  ches  ies  ancienti. 
Vitruve*  Avertissement.  Pletro  della  Francesea  dal  Borgo  sau 
Sepoicro.  Bramante  de  Milan.  Baldassare  de  Sienne.  Ldonard 
de  Vtncy.  Poroponius  Ganricns.  Ldon-Baptiste  Alberti«  i^'rater 
Lucas  Pacciolus.  Viator«  Perspective  positive.  Albert  Durer. 
Reisch  et  O.  Finde.  Serlio  (Sebastien).  Federic  Commandin. 
Hans  Leacker.  Daniel  ßarbaro.  J.  Cousin«  Du  Cerceau.  \*ignolc 
et  Commentaires,  par  J.  Danti.  Sirigati.  Guido  Ubaldi.  Les  23 
metbedes  de  (s.  Ubaldi.  Stevin.  Salomen  de  Caus.  Aquilon.  Samuel 
Marotais.  J.  Uredeman  Frisius.  Sintagnia.  Accotti.  Desargue«. 
Du  Breoil.  Alleaiiiiic  et  Migon»  Vaviezard.  Battaz.  La  Ciira 
belle.  Bosse.  Rene  Uaufier.  (Mi.  Bourgoin.  Miceron.  (>.  Huret. 
Aodrö  Albert.  Milliet  Üecbales.  Seb.  Lcclcrc.  Guilo  Troily  ou 
Parados8e.  S.  Gravesandc.  Schiibfcr.  Hamilton.  Coi$ta.  Jeau' 
rat.  Ivaestoer.  Lacaille.  Gallun.  Taylor  par  F.  Jacquier.  Cl.  Koy. 
Petitot.  Lambert.  Taylor  et  iMurdocb.  Zanoti.  Le  cbevuiicr 
De  Curel.  Torelli.  Priestley.  Lespinasse.  Lavit.  Puluizeau. 
Taccani.  Tbibault.  Cloquet.  Dufour.  PaiUet  de  Mootaberl.  l'icU 
ding.   Adhdmar.  Poudra. 


Arithmetik. 

Mathenialiscbe  Aufuabeii  zum  Gebrau«  Fi  e  in  den 
obersten  kla.s^on  li<;licr(  r  L  ehranstalteti.  den  bei 

Abilurienten-i*r  üfu  n  c  II  an  p  r  eussi  scb  e  n  Cymnabien 
und  Realschulen  gesteil ten  Aufgaben  auKge^ahit  und 
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mit  Hinzu fdgoDg  d«r  Resultate  sn  einem  Uebeoge* 
tiaefae  vereint  von  H.  C.  fi.  Mertve»  Oberlehrer  an  der  - 
KOnigetfidtUeben  Realeebale  im  Berlin«  L  Aufgaben. 
Greifswaid  1865.  &  A.  Kocb*n  Verlagsbandlnng.  8^ 

Wie  dieaee  Aufgabenboeh  entstanden  ist«  giebt  sein  Titel 
vollständig  an.  Die  in  demselben  enthaltenen  1500  Aufgaben, 
simmtiicb  nur  für  die  obersten  Klassen  bestimmt,  sind  hm  Wsl« 
tcm  dem  grossten  Tbeile  nach  aus  den  bei  den  Abiturientea* 
Pröfangen  auf  den  prenssischen  G3riBBasieD  und  Reelschnlea 
gegebenen  mathematischeB  Aufgaben  zusaromengestellt ;  da  aber 
der  Herr  Verfasser  mit  sehr  richtigem  Takte  zugleich  ein  den 
ganzen  Cnrsus  von  Prima  und  Secunda  umlasscndes  Aufgaben« 
buch  liefern  wollte:  so  bat  er  einige  Partieen,  wo  sich  unter 
«Ion  Abiturienten  -  Aufgaben  zu  \roni[^  fjetroffünde  Aufgaben  vor- 
larHlri),  ans  eigenen  Mitteln  ergänzt,  was  wir  nur  vollknumien 
biiliLreii  koimeu.  üni  dem  Leser  einen  üeberbiick  über  de» 
reichen  lubalt  dieses  Buchs  zu  verschnffen ,  "glauben  wir  denselben 
uacbfolgend  wenigstens  seinen  Uaupttbeiien  nach  angeben  zu 
müssen:  Thell  I.  Geomclrir.  A.  Planimetrie.  I.  Lehrsätze. 
11.  fonstructiuns-Aufgaben.  (l.  \  oni  Dreiecke.  2.  Vom  Vierecke 
3.  \'om  Kreise.).  III.  Aufgaben  aus  der  algebraischen  Geometrie. 
(1.  ForuieleDtwickeiuiig  durch  CoDstructiun.  2.  Numerische  Be- 
rechnungen.) B.  Trigouometrie.  I.  Goniometrie  und  tri^^miü 
metrische  Gleichungen.  IL  Ebene  Trigonometrie.  (1.  Das  recht- 
winklige Dreieck.  '2.  Das  schiefwinklige  Dreieck,  o.  Dcis  Viereck. 
4  Das  Polygon.  5.  Der  Kreis,  ö.  An\\  erKlmig  tier  1  rigononietrie 
aufLängcnbestlmmungeu.).  IH.  Spjiärisclie  1 1  igonouietrie.  (I.  Reine 
Mathematik.  2.  Anwendungen.).  C.  Stereometrie.  (1.  Puamide. 
2.  Prisma.  3.  Kegel.  4.  Cylinder.  5.  Kugel.  6.  Die  regelmäs- 
sigen Körper.  7.  lUaximaandMhiima.).  D.  Coordinateo-Gco- 
metrle.  (1.  GeradeLinle.  8. Kreis.  X  Parabel.  4.  Ellipse.  5.  Hy- 
perliel.  ^  Alle  drei  Kegelscbnitte.  7.  Curvea  bOberer  Grade.)  — 
Thetl  Ii«  Atithmeiik.  A.  Algebra.  I.  Glticbongen  vom 
ersten  nnd  aireitea  Giade  und  selebe  Gl^ungen  bBberer  Grade, 
die  sich  anf  diese  anrOelcAIbren  lassen.  (1«  Glelebungen,  in  Zel* 
eben  gegeben.  3.  Glelebongen»  In  Worten  gegeben.  3.  Glelabna- 
gen«  ans  Recbenaii%aben  sn  bilden.  4.  Glelcbungen,  in  geeme- 
.  trischer  Einkleidong.)«  II,  DiepbantisebeGleiebungen.  IILKnbiscbe 
Gleichungen.  IV.  Höhere  Algebra.  (1.  HCbere  algebraisehe  Glei- 
drangen.  2.  Traosceifdente  Gleicbnngen.).  Niedere  Ana- 
lysls.  I.  Pregressionen.  (I.  Aritbmetisebe  Progressionen  ecntet 
Ordnung.  2.  Aritbmetisebe  Progressionen  bSberer  Ordnung.  3.  Gee- 
metriscbe  Progressionen  erster  Ordnung.  4.  Znsamnengesetste 


Digrtized  by  Google 


Uitrmritcher  Bericht  CUX. 


7 


Keiben   unJ   geometrische   Progressionen   höherer  Ordnungen.). 

II.  Zins  aul  Zins.    (I.  Zinseszinsrechnuni».    2.  Rentenrechnung.). 

III.  ketteulirüche  (mit  Einscfikiss  der  Anwendung  derselben  zur 
Auflösung  iinbestinimter  Auij^aben).  IV.  Combinationslehre  (auch 
WabrscbeinlicbkciUrcchnun?).  V'.  An^ve^dunI'en  des  liinoniischen 
Lehrsatzes.  VI.  Die  unendlichen  Kethcn.  fa  Ueber  Converuenz. 
b.  Die  Methode  der  nnbestimmten  CoeOicienteii.  c.  Die  lieihcu 
für  Sinus  und  Ctisiiius.)  —  Theil  III.  Auf(jabcn  aus  der 
Physik.  1.  Mechanik.  (1.  Der  Hebel.  2.  Vom  Schwerpunkte. 
3.  Der  freie  Fall  der  Körper.  4.  Die  Gravitation.  5.  Der  senk- 
rechte Wurf.  6.  Die  sdiicie  Ebene.  7.  Die  parabolische  Wurf- 
bewe^ung.  8.  Die  Schwungkraft.  9.  Das  Pendel.  10.  Vom 
s(iecirischen  Gewicht.  11.  Vom  Luftdruck).  II.  Wärmelehre. 
(1.  StrabloDg.  2.  Ausdehnung.  3.  WarmecapacitSt  4.  Dampf- 
niaschioen.).  lü.  Optik.  (1.  Katoptrik.  2.  Dioptrik  mit  Einschluss 
der  Tbeorie  des  Regeobogeos.)« 

Die  Leser  werden  hieran«  den  grossen  Reichthom  dieser 
Sammioog  erkennen,  und,  wie  wir  ihnen  versichern  i(9nnen»  durch 
die  Nenheit  der  AuQ^ahen  —  die  auch  Iceineswegs  an  den  leich* 
teaten  geh&ren  and  die  geistige  Kraft  und  das  Combinations- 
vermögen  des  SchOlers,  wie  ihre  Bestlmmiing  Ist,  in  Anspruch 
IQ  nehmen  dnrchgfingig  geeignet  sind  —  Tieifach  freudig  fiber- 
raseht  werden. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sich  seiner  im  hSchsten  Grade  dan- 
kenswerthen  Arbeit  aogenscheinlich  mit  dem  grvssten  Fleisse, 
wahrer  Hingebung  und  besonderer  Umsicht  gewidmet.  Zu  dem 
meisten  Danke  trerden  ihm  natürlich'  die  preussischen  Lehrer  der 
Mathematik  und  Physik  sich  verpflichtet  halten»  aber  auch  ans« 
serhalb  Preussens  wird  man  mit  aufrichtiger  Anerkennung  nlhere 
und  genauere  Kenntniss  nehmen  von  den  Leistungen  preussischer 
huherer  Lehranstalten  in  der  Mathematik  und  Physik,  natürlich 
innerhalb  der  GrSnzen  des  von  der  höchsten  Unterrichts« Bebürde 
mit  weiser  Farsorge  ffir  die  allseitige  gehitige  Ausbildung  der 
vaterlfindlschen  Jugend  den  höheren  Lehranstalten  zur  Bearbeitung 
angewiesenen  %visscnscha(llichen  Feldes»  über  welche  nach  unse- 
rer vollkommensten  Uebcrzcugung  nur  mit  Gefährdung  wirklichen 
Erfolges  des  mathematischen  Unterrichts  hinausgegangen  werden 
dürfte,  weshalb  wir  uns  bekanntlich  auch  früher  schon  oft  genug 
gegen  jede  gans  unberufene  und  unberechtigte  Einmischung  der 
Differentialrechnung  u.  s.  w.  in  den  mathematischen  Schulunter- 
richt, wie  sie  hin  und  wieder  beliebt  worden  ii>t,  in  der  be- 
stimmtesten Weise  erklärt  haben  und  wiederholt  erklären; 
wer  eine  solche  Einmischung  für  sweckmissig  und  erspriesslich 
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hiilt,  hat  von  den  Anforderungen,  welche  namentlich  di(^  ntMit-re 
Zeit  an  die  strenge  ßegrÜQclung  der  f^eniinnteii  höheren  1  heile 
der  Wissengt hnft  stellt,  keinen  Begriff!  Diese  Dinge  lieLicn 
ausserhalb  der  geistigen  Sphäre  des  Schülers  <  ines  (»ymnasiurns 
oder  einer  Heaischule  und  sind  spSteren  Studi«  ti  \  oi /nlu  fiallen. 
Desliall»  hat  auch  die  vorliegende  Auliicilieiüsaninilur)!,^  >li  Ii  ii.in?. 
in  den  allein  voIIIl'  richtigen  t^ränzen  gehalten«  die  noch  Heiter 
hinaus  nie  gesteckt  werden  dürfen. 

In  der  Vorrede  des  in  jeder  Beziehung  zu  emplehlenden 
Bnch*^  sAGjt  (Irr  Herr  Nerfasser:  ,.I):is  Hnrh  enthalt  t!ewi*iüer- 
massen  ein  iStütkehen  (lesehiehtc  des  preuis-^isehen  S(  hnUvesens; 
es  wird  den  Standpunkt  erkennen  lassen,  aul  weUliria  sich  der 
inatheniatische  l'nterri*  hl  an  den  preussisehen  Gyntnasien  und 
Kealschnlen  um  die  IVlittc  des  lOteu  Jahrhunderts  befand".  Wir 
stimmen  hieniit  vollkoinnien  liherein,  und  sagen  tieni  Herrn  Ver- 
fasser freudigst  F)ank  uiid  \Minsrhen  ihm  aufrichtig  tilnt  k,  dass 
er  die  mit  patriotischem  Eifer  nud  Interesse  liir  das  vaterländische 
Stiintuesen  unternommene,  in  vielen  Beziehungen  schHlerigc  und 
mühevolle  Arbeit  in  so  anerkennangsvierther,  nach  unserer  Mei- 
nung nichts  zu  wünschen  id^rig  lassender  Weise  in  ihrer  ersten 
Abtbeiinng  glücklich  zu  Ende  gelührl  hat.  Möge  iltiu  Zt:tl  und 
Kraft  zu  Theil  werden,  die  zweite  Abtiieilung,  welche  die 
mit  der  grossten  Mühe  von  ihm  ausgerechneten  Resultate  ent- 
halten wird,  in  der  nächsten  Zeit  erscheinen  zu  lassen,  tvozu, 
wie  wir  sn  Tersicheru  Im  Stande  sind,  die  bestimmteste  Aussicht 
▼oriianden  ittl 

Fünfstellige  Ijo^irari  t  hme  n  tafel  n  der  Zahlen  und  der 
trigonometrischen  l  urM  (innen  nehst  den  Gaussischen 
Additions-  u  n  d  8u  b  t  racti  t<  n  « I  o  ga  ri  t  h  m  en  und  verschie- 
dene HüllstafcIn.  Von  Dr.  (i.  J.  Hoüel,  Professor  der 
r e i n e n  1\I a t h e ni  a t  i k  an  d e r  F a c u I tä t  d  e r  W  i s s  e n  s c h a f  t  e  n 
in  Bnrtleaux.  Zweite  durchgesehene  und  vern«  ehrte 
Alts  gäbe.  Paris,  Druck  und  Verlag  von  Ii  aut  hier- Vil- 
lars.   Berlin,  Verlag  von  A.  Asher  &  Co.    1864.  8<>. 

Table«  de  Legarithmee  a  cinq  Döcimalea  poar  lea 
nombres  et  lea  ügnes  trigonem^triqnea»  «aivie«  des 
logaritbmea  d'additlon  et  de  aeuatraction  ea  togaritb* 
mes  de  Gauss,  et  de  diverses  tables  uanelles.  Par 
J.  Hoflel,  .\ncien  Eleve  de  l*^eole  Normale,  Pro- 
feaseur  de  Mathämatiques  pures  ä  la  Facultö  dea 
Sciences  de  Bordeaux.  L'iolroduction  de  cet  ouvrage 
dana  lea  £coles  publlquea  eal  aaterlada  par  döclaioii 
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du  Ministre  de  rinstmetion  publique  et  des  Cultea. 
Seconde  ddition^ revue et  augment^e.  Pari«.  Gauthier- 
Villare.  18(M.  8«. 

In  der  Versammlung  deutscher  Lehrer  der  Mathematik,  welche 
im  vorigen  Jahre  in  Hannover  zusammengetreten  war,  ist  auch 
die  Frage  lebhaft  discutirt  worden :  „wie  viel  stelligo  Logarithmen- 
tafele  fOr  den  Gebrauch  auf  Scbuleo  am  meiaten  au  empfeblen 
eeieo*'.  Zu  unserer  Freude  haben  sieb  aebr  gewiebtige  Stimmen 
für  den  Gebraueb  fflnfetelliger  Tafeln  erhoben,  imd  es  dQrfte 
wobl  fiberhaopt  die  Mehrheit  der  Veraamrolur\g  derselben  Ansicht 
ge^vesen  sein,  eine  Ansieht»  die  auch  wir  im  Archiv  schon  mehr- 
mals sur  Geltung  zu  bringen  gesucht  haben «  und  von  der  wir  im 
Interesse  des  mathematischen  Unterrichts  auf  Schulen  lebhaft 
wflnscben,  dass  sie  sich  recht  bald  gans  allgemein  Bahn  brechen 
mtige. 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CL.  S.  1. — ^S. 6.  haben  wir  die  in  allen 
B eai eh n n ge n  nach  unserer  vollkommensten  Ceberseugung  ausge- 
aeicbneten  ffinf stelligen  Tafeln  von  Ho  fiel  angezeigt,  die  in 
Frankreich  und  auch  in  Italien*)  wegen  ihrer  TreÜicblceit 
bereits  grosse  Verbreitung  gefunden  haben.  Wie  sieb  erwarten 
Hess,  ist  von  diesem  ausgezeichneten,  In  allen  Besiehungen  so 
sehr  sn  empfehlenden  Buche  schon  jetzt  eine  zwdite,  durch  das 
kaiserl.  franz&siscbe  Unterrichts*  und  Cultus- Ministerium  ßlr  den  . 
Gebrauch  in  den  Schulen  besonders  autorisirte  und  empfohlene 
vermehrte  Ausgabe  erschienen,  und  zu  unserer  grOssten  Freude 
haben  der  Berr  Verfasser  und  der  Herr  Verleger  sich  veranlasst 
Ksseben^  auch  eine  Ausgabe  mit  deutscher  Einleitung  zum 
Gebrauche  auf  deutschen  Schulen  zu  veranstalten,  welche  uns  Jetzt 
vorliegt,  und  von  der  Verlagsbochbandinng  des  Herrn  A.  Asher 
&  Co.  In  Berlin  auf  dem  kfirzesten  und  bequemsten  Wege  zu 
beziehen  ist. 

Die  Einrichtung  dieser  trefflichen  Tafeln  ist  im  Wesentlichen 
und  In  der  Hauptsache  in  dieser  zweiten  Ausgabe  unverändert 
geblieben.  Dieselbe  ist  in  unserer  frfiheren  Anzeige  a.  a.  O.  von 
uns  schon  so  aosffihrlich  cbaraliterisirt  worden,  dass  es,  um  nicht 
frflber  Gesagtes  zu  wiederholen,  hier  genflgen  muss,  in  dieser 
Beziehung  auf  jene  frühere  Anzeige  zu  venveisen.  Wir  haben 
seit  jener  Anzeige  diese  Tafeln  selbst  sehr  oft  and  vielfach  ge* 
brsucht,  und  können  nur  das  wiederholen,  was  wir  schon  dort 
engten:  dass  diese  Tafeln,  bei  dem  Jetzigen  Stande  der  Sache, 
in  der  ihnen  durch  die  beibehaltene  Anzahl  von  Deci* 


*)  8.  Eleinenti  di  Algebra,  per  R.  Bu bini,  •ecopda  edi- 
zione.    Kapoli,  1864.    p.  279. 
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das  aon  plas  ultra  erreichbarar  Bequemlichkeit  and  GaaaidgkaU 
leisten.  Auf  Einzelnes  kllnnen  und  dürfen  wir  aaa  dam  obaa 
angegebenea  Grunde  bler  swar  nicbt  weiter  eingeben»  wellen 
doch  nicht  unterlassen,  ganz  besondere  darauf  hinzawelasn,  dass 
u.  A.  ein  hauptaSchliches  Förderungsinittel  der  Bequemlichkeit 
und  Geoauigkclt  in  der  in  allen  Beziehungen  trefllicben  Einrich- 
tung der  die  Differenzen  und  Proportionaltheile  enthaltenden  Spal- 
ten  an  Sachen  ist,  welche  in  anderen  bekannten  Tafeln  meistens 
Vieles  zu  «vünschen  übrig  und  den  Rechner  oft  in  Zweifel  und  Ua*- 
sicherheit  bei  der  Emführung  dieser  Zahlen  in  die  Rechnung  lasaea. 
Dass  auch  auf  die  letzte  bei behalteae  Stelle  von  dem  Herrn  Verfasser 
die  grüsste  Sorgfalt  verwandt  worden  ist,  versteht  sich  ganz  von 
selbst,  und  wie  ungenau  viele  andere  Tafeln  in  dieser  för  die  zu 
erreichende  Genauigkeit  sn  nn [rem ein  wichtigen  Reziehun^j  sind, 
wird  den  Lesern  gewiss  noch  aus  unserer  Anzeige  der  verdienst- 
lichen Arbeit  von  Gt;rnertfi  im  Ijiterar.  Ber.  Nr.  CLXI.  S.  3. 
erifiTierlicli  .sein.  Aurli  den  von  einander  getrennten  AtKÜfions- 
iind  iSubtractions- Logarithmen  ist  eine  sehr  bequeme  t^inrichtuug 
gegeben  worden.  ' 

In  Rdcksicbt  auf  die,  ausser  den  eigentlicben  Legarltlraieu- 
tafeli^  beigegebenen  Tafelo  zeichnet  sich  die  neue  Ausgabe  Ter 
der  frfiheren  vielfach  aus  und  bat  in  dieser  Beziehung  mehrere 
aebr  weaentliche  Bereichcrangen  erhalten.  Gans  beeenders  wol- 
len wir  nur  in  der  Kurze  die  aebr  erweiterte,  ungemein  viel 
Lehrreiches  über  den  eichern  und  genaaen  Gebiaach  der  Tafeln 
enthaltende  Einleitung  und  die  Sammlung  von  Formeln  nad  Con- 
stauten  hervorheben,  welche  letztere  man  in  den  meisten  anderen 
Tafeln  schwerlich  in  derselben  Vollständigkeit  und  Bequemlich- 
keit antreffen  durfte,  wobei  aber  der  Herr  Verfasser  das  für  die 
iScbTicIlliikcit  nn<!  Bequemlichkeit  des  Aufscblagens  so  wichtige 
Piiririp;  den  Umfang  der  Tafeln  mü^fichst  zu  brscliränkcn,  stet« 
festgclial ten  und  nie  aus  den  Augen  verloren  li  it.  wofu  r  e.«  kommt, 
dass  dieses  so  ungemein  vieles  Nützliche  enthaltende  Hucb  dnrb 
nur  den  geringen  Raiim  von  XLVl  (EiniettaDg)  und  118  (Tatelu) 
Seiten  einnimmt. 

Die  berühmte  Verlagshandlung:  Gau tbier- Vlllara,  Suc- 
ceaaear  de  Mallet'Bachelier,  hat  in  der  neaen  Ausgabe  für 
sehr  schönes  weisses  und  festes  Papier  gesergt»  nnd  die  Deut- 
lichkeit ttsd  Schürfe  der  ZUEeje  laaaen  niebta  sa  waaaeben  fibrig. 

Das  kleinere  Format  mehrerer  früheren  fünfstcHigen  Tafeln 
baltea  wir  durcbaus  aicbt  für  einen  Vorzug;  denn  je  weniger 
Seltea  man  bat,  dsale  weniger  braucht  man  zn  blittern,  und  Lo* 
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gtritliiiMtaMi  werdw  olebt  te  d«r  Ta«ch0»  «ondefn  auf  dem 
Tlidie  gdiraiieht«  nwMh  wir  «lidb  das  diaaea  Tafala  im  Var- 
giaicii  n  daa  SHarn  Lalanda'adiaB  Tafala  abaicbtlleb  gagaliaaa 
gHfiitare  Farmat  aar  valittindig  bilHgaa  kSaaaa. 

Man  IwdlaDa  aieh  diaser  Tafeln»  wie  wir,  elae  ilagara  Zelt 
aalbat»  was  In  aokban  Dingen  Unmar  alna  Bauptsaeba  Ist»  aad 
wir  gfanben  alelit  febl  sa  gebea,  wenn  wir  boffea»  dana  mm  oaa 
fai  allem  Obigen  belatlroman  wird»  Üna  aiod  diese  irenidien  Ta- 
feln acbon  aalt  mebreren  Jabren  ein  ateter  Begleiter. 

Bei  eiaam  naeb  nnaarer  Melattag  so  aabr  ampMIeaawartben 
Bache  gaiiemt  es  eleb»  bler  wea^gateaa  den  HaaptlabaH  aaebafa- 
band  antngebens 

Inhalt:  Vorrede.  Einleitang.  I.  Tafel  der  fanfstelligen  Lo- 
garithmen der  Zahlen.  II.  Tafel  der  Logaritbrneo  der  trigonome- 
trischen Functionen.  III.  Tafel  der  Addttieoa-  oad  Subtractiona- 
logarfthmen.  IV.  Tafel  der  acblatelllgaa  Logaritbmea  der  Zahlen. 

Abgeltfliate  Tafel  aar  BereciuMing  der  Logarithmen  oder  Lo- 
garttiuaandea  mit  vielen  Daebnabtellen.  VL  Vier*  and  Draistel- 
lige  Tafeln  der  Lagarltbman  nnd  Antttogarltbmen.  VII.  Tafel  der 
Uelaaten  Dlvlaoran  der  aoaammeageaetiten  2ablen.  VIIL  Zeba* 
atellige  Tafel  der  aatflrlicban  trl^oometrlacban  Fnnctlonea  nnd 
dar  Ungaa  der  Bogen  fai  Tbeilen  den  Radios.  Die  TaU  der 
Formeln  nad  Conatantaa  mit  Ibren  Logsritbmen  findet  aicb 
B.  XXXV— S.XLV1  nnd  beatabt  aaa  folgenden  HaapttbeHea : 
Allgemeine  Relatioaea  awiacben  den  drcalirea  Fanetlonen.  Dm* 
gekehrte  Formeln  (nimllcb  arc  ainv»  ara  eosdp»  a.  a.  w.).  Raibea. 
AaflQaang  der  («leichun<,'et)  des  zweiten  und  drittea  Grades.  Dil» 
ferenxea*  und  Differential  •  Formeln.  Formeln  von  Maakeiyaa. 
riiene  und  spbfiriscbe  Trigonometrie  (bOebat  ▼ollatiadig»  aneb 
Difforenxialformela  der  DreiedLo»  Sati  von  Legeodre,  aabr  viele 
unendliche  Reiben  n.a.w.  u. s.  w.).  Zahlen»  von  denen  hSufig 
Gebrauch  gemacht  wird,  nebst  ihren  Logarithroeti  (aneb  üimaa- 
aionen  der  Erde  u.  s.  \\\).  Veigielcbong  ver.schi edener  Maasse 
aad  Gewichte  mit  dem  Meter  n.  s.  w.  (gleichfalls  sehr  vollständig 
ohne  zu  weit  u  gebea.)  Spedfiscbe  Gewichte  featar  aad  tropf« 
barer  K5rper. 

Wir  wiederholen  schliesslich  —  und  zwar  nach  viclfaebam 
eigOBea  GeiM«ecb  ond  mit  besonderer  Rflckalcbt  aof  die  neaa 
Aesgaba  mit  noch  mehr  Zuversicht  wie  frtber  —  unser  frfiber 
ansgesprochenes  Urtheil»  dass  diesen  Tafeln  vor  allen  bisher  ai^ 
scbienenen  fünfstelligen  Tafeln  unbedingt  der  Vorsag  gebfibrt^  and 
empfehlen  dieselben  namentlich  und  ganz  besonders  aach  aam 
neliraucb  und  inr  EinlÜbnuig  aof  aileo  höheren  Lebraaatal- 
iea  drisgeod. 
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Geometrie. 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  die  oberen  Klassen 
der  Mittelschulen  Ton  Dr.  Rudolf  8 o n ndorfcr.  Erster 
Theil.  Die  Geometrie  der  Ebene.  Mit  190  in  den  Text 
eingedruckten  Uolzschni lleo.  Wien.  18()5.  Wilhelai 
BranmfiUer. 

Dieses  Lehrbuch  der  Geometrie»  mit  Elnscfalase  der  Trigooo- 
metrie,  ist  anf  zwei  Thelle  berechnet,  von  denen  der  erste  hier 
vorliegt;  derselbe  entbSlt  die  ebene  Geometrie,  die  ebene  Trigo* 
nometrie  und  die  analytische  Geometrie  in  der  Ebene  mit  Einscbloss 
der  Kegelschnitte;  der  aweite  Tbeil  wird  die  Stereometrie,  die 
spbSrIsche  Trigonometrie  und  die  analytische  Geometrie  des  Rau- 
mes enthalten. 

ZunSchstist  dieses  für  die  oberen  Klassen  (Jcr  österreichischen 
IVlittelschulcn  bestimmte  Buch  für  am  dc^halh  von  Iriteresf^c  ge- 
wesen, weil  «ich,  wie  es  uns  geschienen  Ii  it ,  aus  «lemselhen,  mehr 
als  aus  anderen  uns  sonst  zu  Gesicht  liekoniiiimcn  derarlio^en  Büchern, 
lult  lu'sdiiderer  Deutlichkeit  entnehmen  l.i>sf,  \vie  util  und  in 
ivolt  lHiiu  Umfange  der  ^coiuclrische  Theil  der  elementaren  Mathe- 
matik auf  den  genannten  Unterrichtsanstalten  gelehrt  wird.  Nach 
dem  vorliegenden  ersten  Tbeile  ist  dieser  Umfang  nicht  bloss 
ein  völlig  genflgender,  sondern  darf  selbst  schwerlich  noch  mehr 
erweitert  werden,  wenn  die  GrSnze  des  fSf  die  Schule  swecfc- 
missigen  Lehrstofs  nicht  überschritten  werden  soll;  im  Gänsen 
entspricht  derselbe  vollkommen  den  auch  Ahr  die  prenssischen 
Realschulen  erster  Ordnung  geltenden  gesetzlichen  BesÜmmun» 
gen,  die  sich  bei  uns  nis  durchaus  zweckm&ssig  bewfthrt  haben» 
Vftr  freuen  uns  sn  sehen,  dass  dieselben  GrundsXtse  im  Allge- 
meinen auch  in  Oesterreich  festgehalten  werden  •  und  finden  In 
dem  Inhalte  des  vorliegenden  Buchs  den  Beweis  ffir  den  guten 
Zustand  des  mathematischen  Unterrichts  auf  den  dortigen  hDhe- 
ren  Lehranstalten  und  die  weise  Ffirsorge  der  vorgesetzten  kai- 
serlichen UnterrichtsbehVrden  (Or  diesen  so  wichtigen  Zweig  des 
Schulunterrichts. 

Dass  in  einem  Lehrbuche  uie  das  vorlies;ende  absolut  Aeue.«< 
nicht  viel  gegeben  werden  kann,  liegt  ganz  in  der  Natur  der  Sache; 
die  Lebren  der  Elemeotar-Mathematik  sind  längst  («emelngul  ge- 
worden, und  es  kommt  nur  darauf  an,  ob  der  Verfasser  sich  einer 
strengen,  deutlichen  und  einfachen  Darstellung  und  einer  guten 
Anordnung  des  Lehrstoffs  beflelssigt  hat,  bei  verstSndiger  Be- 
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nufxiing  des  vor  ihm  Gelei«teteii.  Wir  kSnnen  in  iceiner  dieser 
BesieiiaDgoii  dem  Verfasser  unsere  Anertcebnnng  versageo,  da 
es  hier  auf  Divergens  der  Ansichten  in  einigen  einzelnen  Punkten 
gar  nicht  ankommeo  kann.  Was  suvSrderst  die  Darstellung  im 
Allgemeinen  betrifft,  so  bat  ile^  Herr  Verfasser  sich  nicht  der 
Methode  des  Eudides«  und  der  griechischen  Geometer  Überhaupt» 
durch  Zerspaltiing  des  ali  zu  bändelnden  Stoffs  in  einselne  Erklft- 
rnngen,  Grundsätze,  Forderungen,  Lehrsüfse,  Aufgaben,  Zu- 
sätze II.  s.  w.  bedient,  sondern  hat  einer  mehr  genetischen  £ot- 
Wicklung  der  geometrischen  Wahrheiten  aus  einander,  in  einfacher 
Aneinanderreihung  derselben,  den  Vorzug  gegeben,  reiner  Me- 
thode, die  bekanntlich  in  Deutschland  zuerst  von  Thibaut  zur 
Geltung  zu  bringen  versucht  norden  ist.  Welche  von  beiden 
Methoden  die  beste  ist,  darüber  lässt  sich  im  eigentlichen  Sinne 
nicht  rechten»  denn  es  rühren  hier  mehrere  Wege  in  erspriess*  • 
lieber  Weise  zum  Ziele.  Sehr  viel  kommt  hiebei,  wie  im  Lehr- 
fache  überhaupt,  auf  die  Individualität  des  Lehrers  an»  irelche 
Methode  ihm  am  meisten  zusagt  und  welcher  er  sich  am  meisten 
gewachsen  fühlt;  dieser  soll  man  ihn  folgen  lassen,  er  wird  dsain 
auch  da9  Vorzüglichste  leisten;  und  den  Lehrern,  welchen  die 
letztere  der  beiden  genannten  Lehrmethoden  am  meisten  zusagt, 
glauben  wir  das  vorliegende  Buch  sehr  «vohl  empfehlen  zu  dflr- 
fen ;  auch  findet  ja  gegenwärtig  diese  letztere  Methode,  «vie  es 
ficheiDt,  den  meisten  Beifall. 

Um  nun  Einiges  im  Einseinen  zu  berühren,  so  m5chten  wir 
etwa  rdcksichtlich  der  Lehre  von  den  Parallelen  bemerken,  daas 
uns  hier  die  Sitere  Euklidische  Methode  doch  gewisse  Vorzflge 
SU  haben  seheint.  Oer  Unterzeichnete  hat  in  seinem,  ganz 
nach  Euklidischer  Methode  verfassten,  vor  mehr  als  dreissig  Jah- 
ren zum  ersten  Male  herausgegebenen  „Lehrbuche  der  ebe- 
nen Geometrie 'S  wovon  kGrsKeh  die  fOnfte  Ausgabe  (Bran- 
denburg iBS2)  erschienen  ist  *),  auf  Seite  49  deutlich  darzulegen 
gesucht,  worin  ihm  die  bekannte  Schwierigkeit  bei  der  Darstel* 
hing  der  Lehre  von  den  Parallelen  eigentlich  zu  liegen  scheint, 
und  zogleich  hervorgehoben,  dsss  ohne  einen  dieser  Lehre  eigen - 
thfl milchen  OrnndSAtB  **)  gar  nicht  auszukommen  ist.  In 
dem  genannten  Buche  ist  in  {.  94.  der  Satz:  Zwei  gerade 
Linien,  deren  jede  einer  gewissen  dritten  parallel  ist» 


*)  Anmerkung  des  Sctzcra:  ci^^cntiicli  die  nnunt«,  da  von 
je4er  Ausgabe,  tob  dsr  sireilea  an«  doppell  to  %iel  Exenii>lare  wie  tob 
iler  erstes  gedruckt  werdes  sind. 

**)  Bei  Rnlllid  dat  berfihiiite  II.  Asioni  des  Utrn  Burbn. 
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sind  ««IbBt  parallel»  nm  Grande  gelegt  vnd  damf  die  ganee 
Lehre  r«(e  den  Paralleleii  gegriledet  werden«  Be  lat  daher  dem 
Uttteraelehnetea  erfrenitch  geireeen»  daaa  ren  dieeem  Sitae  aneb  enaer 
Herr  Verfasser  aosg^ngen  ist,  nnr  bStten  wir  Ar  hesser  gehalten^ 
dass  dieser  Sata  auch  hier  ohne  Weiteres  als  ein  Azlem,  also  ab 
ein  ^nes  eigeatfleheD  Beweises  gar  nicht  mehr  fftklireir 
Sats  hingestellt  worden  wire*  In  der  Lehre  von  den  Pteallelea 
seheint  ferner  anch  noeh  deshaih  die  Euklidische  Metfaodf  den 
Vonng  so  verdienen»  weil  bei  Anweadnag  derselben  der  Schtfler 
sieh  am  Denttielisten  and  Bestimmtsaten  hewnsst  wird,  dass  es 
hier  ganx  besonders  anf  swel  SMtie»  Ten  denen  der  eine  die 
Urokehrong  des  anderen 'ist,  ankomnrt,  nnd  dass  die  Schwie- 
rigkeit in  der  Lehre  von  den  Paralleteo  lediglloh  oder  wenigstens 
bauptsichlich  in  dem  Beweise  des  Satzes  liegt,  welcher  die  Um- 
kehrnng  des  aaderen  ist  Vielleicht  findet  es  der  Herr  Verfas» 
aer  ft!r  angemessen,  bei  einer  aeaen  Auflage  diesen  Bemerkun* 
gen  einige  Berücksichtigung  an  sehenkea. 

Auf  die  sogenaante  nenera  Geometrie  lat  gebührende  Rück- 
sieht  geoemmen.  In  einer  sweehmissigen  Anadehnang.  die  naeb 
nnserer  Meinung  hel'm  Scbalaaterriebte  anch  hier  dnrehans  nicht 
gbetscbrittea  werden  darfle;  eben  ao  bat  der  Herr  Verlasser  auch 
die  Anwendung  der  allgemeinen  Arithmetik  bei  der  LOsnng  Ter* 
sehledener  Anfgahea»  namentlicb  bei  der  Bereehaaag  des  Flichen- 
Iniialts  gezeigt.  Historische  Bemerkungen  sind  mehrfiieh  beigeAl^ 

Die  el»rr;c  Tri2;onoinetrie ,  in  welcher  der  Herr  Verfasser  nach 
der  jet/t  ^  ieifach  gebräuchlichen  Methode  die  Erklärung  der  ßonio- 
metrischen  Functionen  unmittelbar  an  das  rechtwinklige  Dreieck 
angeschlossen  hat,  scheint  mit  besonderer  Vorliebe,  ebentaUs 
mit  vrdlig  ausreichender  Aiisführlichkeit  dargestellt  zu  sein.  Die 
An^vcndutig  der  goniometrischen  Functionen  zur  Auflösung  der 
Gleicliutigon  ist  an  einer  ziemlich  grossen  Anzahl  zweckmässig 
geuählter  Fälle  gezeii^t  und  auch  die  Anwendung  der  Trigono- 
metrie in  der  Praxis  ist  mit  Recht  nicht  unberGcksichtigt  geblie- 
ben. Alle  Aufgaben  sind  durch  numerische  Beispiele  erläutert 
worden.  Vielfach  ist  uns  die  Klage  zu  Obren  gekommen,  dass 
bei  dem  iiiathem<itischen  Unterrichte  auf  ISchulen  die  durch  ilcn- 
selben  erlangte  Fertigkeit  und  Sicherheit  im  numerischen  Caicul 
Manches  zu  wünschen  übrig  lasse.  Uns  scheint  diese  Klage 
alebt  unbegründet»  nad  wenigsteos  zum  Tbell  suchen  wir  dte 
Grund  dieser  mehr&eb  oieht  ganz  genügenden  FertIglMit  nnd 
■SIeherheit  im  nnmerlsehea  Calcnl  darin,  dass  nicht  Immer  bei'fli 
Uoterricbte  anf  elae  Kdrse  und  Sicherheit  der  nameriaeben  Reeb* 
nnngen  Teri»0^geade  Anordnung  oder  Form  denselban  die  ga> 


Digrtized  by  Google 


Ulerarischer  Bericht  CLXX. 


'  15 


hörige  Sorgfalt  verwendet  wird.  In  dieser  RScksIcht,  glauben 
wir,  hat  der  Herr  VerfaMer  in  diesem  Bncbe  Vorzügliches  gelei- 
stet, und  dasselbe  verdient  eeeh  ans  dleeen  Geelditspunkte  xnr 
Beachtang  empfohlen  ni  werdee,  denn  die  von  Ilm  gegebenen 
oameiisdien  Beispiele  ktonen  In  der  Ihneo  gegebenen  Pom  und 
Anordnung  io  Wahrheit  ale  Meeter  dienen.  Mancher  mehr  Ge- 
Oh(e  wird  etiae  Reehmingen  vielleicht  noch  wdter  ahinhflraen  die 
Flhigfcelt  hedtiett ;  Ar  Schüler  dürfte  aber  io  dlceem  Bnche  daa 
richtfge  Maaae  getroffen  aehi.  Vielleicht  entachlieaat  eich  der 
Herr  Verraaaer  künftig  noch  inr  Anwendung  nnr  flbilatelliger 
Tafeln  atatt  der  elehenatelllgea. 

Auch  die  eigentlicbe  analjrtkwhe  oder  Coordlnaten-GeoMtrIe» 
mit  Elnschlnea  der  Coordlnaten-Vertrandlnog,  Ist  mit  einer  der 
Beetinunong  den  Bnche  entepreehenden  Anachaolichfcelt  nnd  In 
dneni  anch  hier  vollkommen  hhifelchettden  Umfange,  der  In  kei- 
ner Welae  hltte  überechrltten  werden  dürfen,  hehandelt  worden, 
nnter  Ulninfi^nng  einer  nicht  geringen  Aniahl  analytiach  geiOeter 
Anfgabea  (namentlich  nach  über  die  BerÜhmngeD  der  Krelee), 
hin  einachlieaalich  an  der  Lehre  von  den  Kegelechnitten,  aneb 
der  Qnadratur  der  Parallel  nnd  Ellipse ;  wenn  die  Schüler  der 
üeterrelchiechen  Mlttelachnlen  daa  ihnen  in  dieaem  Thelle  dee 
mathematiaeben  Scbulonterrichts  hier  Ciebotene  sich  vttlHg  an  eigen 
machen,  so  Ist  für  ihre  künftige  Bestironiiing  fan  Leben  nnd  na- 
mentlich ßir  ihre  fernere  mathematische  Ausbildung,  wean  ale  in 
der  Mathematik  welter  zu  gehen  beabsichtigen,  vollkomninn  ge- 
aorgt.  Die  ineaete  Anaatattang  des  Bnchee  iat  vortrefflich  nnd 
anf  'e  Beete. 

Grnnert 


AsiroBonie. 

Repertoriam  der  Coroeten  •  Astronomie  von  Dr.  Ph. 
Carl>  Privatdocent  an  der  Universität  München.  Mün- 
chen» Rieger'ache  ünivereitAte-Bnchhandlnng.  1864.  ^. 

In  seinen  grossen  Werket  Cemdtograpble  oo  Trait^ 
bistoriqoe  et  thderiqne  dee  Comfttee.  Tome  Premier. 
Paria  im  Tome  Seeond«  Parle  1784.  4<».  lieferte  PIngrd 
alcht  nnr  eine  sehr  voHntlndige  Geachichle  der  bis  an  der  Zeit 
der  Beramgahe  diesss  Inuner  noch  wlehtigea  Werkes  hsohnchte» 
tcn  und  berechneten  Gometen»  sendem  gab  anch  zugleich  im  swel- 
ten  Theihi  eine  Deretelinng  der  veiachiedeMn  bei  der  Berechnang 
der  Cemetsnhahaen  aageviandlen  Metheden»  die. anch  gegenwür« 
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(ig  noch,  irenn  raan  aocb  jetzt  bekanntlich  im  Besitze  w^t  Toll- 
komneiwrer  Metboden  ist,  die  Pingr«^  noeb  nicht  kannte,  von 
grossem  Interesse  und  historisch  wichtig  ist.   In  seioer  classi- 
scben  Abhandlung:   Ueber  die  leichteste  und  bequemste 
Methode«  die  Bahn  eines  Conieten  aus  einigen  Beob- 
achtungen  zu  berechnen.   Weimar  1797.   8^.    lieferte  hier- 
auf O Ibers  S.  36.— S.  66.  eine  sehr  werthTolle  Cometentafel ,  die 
in  den  neueren  Ausii^aben  dieser  Ahhandiung  von  Galle  in  sehr 
verdienstlicher  Weise  vervoüknmnuiet  und  weiter  fortgeführt  wor- 
den ist.    Diese  Arbeiten  hat  mm  \n  der  vorliegenden  Schrift  Herr 
Dr  Carl  in  München  wieder  aufgenommen,    aber,   was  ganz 
besonders  hervorzuheben  ist,  in  der  Weise,  dass  er  nicht  nur  ein 
solches  C'fiiiit  (enverzcichniss,    wie  die  vorher  zuletzt  »ennüiiten, 
sondero    \lflnirlir    eine  C  o  m  e  1 0  c  r  a  p  h  i  e  nach    iluem  jetziL:en 
Standpunkte,         Pin^re  sie  lür  seine  Zeit  iielerte,  zu  liefern 
versucht  hat,  welches  letztere  Werk  er  sich  daher  für  seine  Ar- 
beit zum  iMustpr  nahm,  ohne  sich  jedoch,  was  wir  nur  vollkom- 
men billigen  künnen,  wenigstens  lür  jetzt,  wie  Pingre  that,  auch 
auf  die  Theorie  der  Berechnung  der  Cometenhahnen  einzulassen, 
indem  er  sich  also  vorläufig  auf  das   Historische  beschrankte. 
Wir  haben  iitit  sehr  grossem  Interesse  von  dieser  Arbeil  K^  rml- 
niss  genommen  und  können  dem  ungemein  grossen  Fleisse  und 
der  rühmlichen  Sorgfalt,  womit  der  Herr  Verfasser  auch  einen 
ungemein  grossen  Schatz  von  Literatur  in  diesem  Werke  aufge- 
speichert aod  dem  Leser  vor  die  Augen  geführt  hat,  nur  unseren 
voUkonvefisteD  Beifall  sollen.  Der  folgende  Hauptinhalt  wird  dem 
Leser  letgen,  wie  eifrig  der  Herr  Verfasser  sein  vorgestecktes 
Ziel  angestrebt  hat:  L  Die  Cometen  l»is  sem  Ende  des  XVh 
Jabrbanderts.  IL  Die  Cometeo  des  XVIL  Jsbriianderts.  HL  Die 
Cometen  des  XVIIL  Jahrbnnderts.  IV.  Die  Gometeii  des  XIX. 
Jahrhanderts.  V.  Die  periodischen  Cometen.  L  Die  Cometen  mit 
kiiner  Umianfsxeit.  a)  Der  Encfce'scfae  Gemet  b)  Der  Bieia*scfae 
Gomet.  e)  Der  Faye-MOIIerscbe  Comet  d)  De  Vieo'e  Cemet 
e)  Brorsen*s  Comet.  f)  D*Arrest*s  Comet  g)  Wionecke's  Cemet. 
h)  Cometen  mit  kmver  UmUofsaelt.  welehe  nnr  bei  einer  Sonnen- 
nähe  beobachtet  wurden.   %  Cometen  mit  einsr  Dmlanfsseit  von 
circa  70  Jahren,   a)  Der  Halley'sehe  Comet  i^  Cometen  mit  einer 
Umlaofsseit  von  circa  70  Jabrev,  welche  bloss  bei  einer  einsigen 
Sonnennähe  boöbachtet  werden.    ^  Cometen  mit  sehr  grosser 
Umlanisseit 

Wie  wichtig  eine  solche  vollslittdige  Cometograpbie  o*  A.  schon 
deshalb  Ist,  nro  mit  möglichster  Leichtigkeit  erkennen  an  kgnnen, 
ob  ein  erschienener  Comet  schon  frflher  einmal  beobaehtet  wor- 
den ist«  was  natürlich  hanplsichlich  nnr  an  der  Uebereinstlmmnng 
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der  Elemente  erkannt  werden  kann,  brauchen  wir  hier  natürlich 
nicht  weiter  zu  entwickeln,  und  schtiesHeii  daher  mit  dem  Wunsche, 
das8  das  verdienstliche  uriil  llei«'8ige  Werk  sich  recht  bald  io  den 
Händen  aller  Astronomen  befinden  möge! 

Der  ▼on  dem  Herro  Terlisser  io  AuBsiclit  gesteUfen  Fort- 
Mtxang»  worin  or  vrahischeinlleh  radi  das  Tbeoretiscbe  beson* 
ders  iierttckoiditigen  «rird,  aeben  wir  mit  Verlangen  entgegen. 

Kalender  j"ür  alle  Stande.  lHf>5.  Heran  s  gegcl>en  von 
Karl  V.  Littrovv,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien. 
Mit  einer  Sternkarte.   Wien.   Carl  Gerold  s  Sobn.  8» 

Wir  bal»en  diesen  Kalender  nun  scbon  so  oft  als  eine  sehr 
braocbbare  kleine  Ephemeride  allen  Liebhabern  der  Astronomie 
empfohlen,  dass  wir  diese  Empfeblong,  welehe  das  Bflchlein  ge* 
wies  sehr  verdient,  hier  nlebt  sa  wiederholen  braaehen,  da  seine 
ftfr  den  genannten  Zweek  kam»  Etwas  sn  wflnseben  fibrig 
lassende  Einriehtnng  Im  Gänsen  vOllig  noverindert  geblieben  ist. 
Ausser  der  eigentlichen  Ephemeride  ist  aber  auch  der  flbrige  in* 
halt  stets  ein  inter^santer  und  lehrreicher,  so  wie  denn  der  vor- 
liegende Jahrgang  auf  8.77.~S.  114.  die  Portsetseog  der  im  vo- 
rigen Jahrgange  angelangenen  Abhandlang  MÜber  die  Sonne" 
enthält,  welche  wir,  vo  wie  aueh  diesmal  die  sehr  vollstftodige 
Darstellnng  des  Planetensystems  nach  den  neuesten  Beobachtun- 
gen und  Rechnungen,  recht  sehr  aar  Beachtung  empfehlen.  Wir 
bedauern,  dass  diese  Anzeige  durch  sufUlige  Umstinde  etwas 
veni^ert  worden  ist 


Vermischie  Schrifteii. 

Giornalc  di  Matcnnatiche  ad  nso  flcj^li  studenti 
delle  iintversila  italiane,  ji  ii  Ij  b  I  i  c  a  t  o  per  cura  dei  Pro- 
fessor! G.  üat  taglini,  V.  Janni  e  JN.  Trudi&c.  Napoli. 
(S.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXVIU.  5.  Ii.) 

Anno  II.  Luglio  1804.  Snlle  forme binarie de* primI qnattro 
gradi;  per  6.  Battaglini.  p.  193.  Noove  ricerche  di  Geo> 
metria  pura  sulle  eubiche  goblie  od  ispecie  sulla  parabota  gobba; 
per  L.  Creme  na.  p*  203.  —  Teorica  de*  covariaati  e  degli  in* 
variantl;  per  G.  Janni.  p.  211.  —  Dimostraaione  della  qoistione 
ti.  36;  per  M.  Ferrari,  p.  224*  ^  P* 

2«* 
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Anno  II.  Agosto  lh<>4  Sulla  decomposiztone  delle  fanzioni 
fratte  razionali ;  per  N.  Trudi.  p.  225.  —  Salle  forme  binar're 
de*  prtmi  qiiaffrn  gr;uli  ;  \)cr  G.  fJattn?l?n!.  p.  243.  —  Sulla 
notaziüne  abijreviata  applicata  al  teorema  di  Brianchon:  per 
V.  Jaiioi.  p.  253.  —  äoiuzionc  delia  quisüooe  O.30;  pei  U.  Bat- 
tagiioi.    p.  255.      QuisHone.    p.  256. 

Anno  II.  Seltem^re  1864.  Sulla  decomposUioii»  d«U« 
famioDi  fraüe  rasiooali;  per  N.  Trudi.  p.  257.  —  Sopra  una 
proposizlone  elementare  di  calcolo  integrala;  per  E.  Fergola. 
p.  264.  —  Ricerche  di  analisi  applicata  alla  geometna;  per  E.  Bel- 
trami.  p.  267.  —  Snir  equszione  dilTerenziale  delle  superfieic 
appKcabili  au  di  ana  superficle  data;  per  U.  Dini.  p.  282. 

AaaaU*  Ottabre  1864.  Sopra  gli  asst  permaneoti  di  rata- 
xioae  dl  an  corpo;  per  A»  MagoL  p.  280.  Intoroo  ad  aiia 
memoria  del  Sig.  D.  Turazza;  per  Q.  Battaglini.  p.  296.  — 
Riearche  di  analiai  applicata  alla  gcometria;  per  \L  Bettrattl» 
p.  2d7.  —  Snc^r  invarianti  ed  i  covarianfi  delle  foffiae  buiarie ;  per 
G.  Novi.  p.  306.  —  Soluzione  della  quiatioiie  39;  per  L.  Raiola 
e  G.  TorallL  p.  315.  —  Soluzione  delle  quistioni  40,  41»  42;  per 
E.  d'0?idio.  p.  317.  —  äoloiiona  daUa  ^aLitiaai  40,  41,  4^1; 
per  N.  SaUalore  Olno.  p.  319. 


A  Ulla  Ii  di  Ma  t  c  tu  at  i  ca  pura  e  d  applicata  pubblicatf 
da  Barnaba  Tortolini  e  conipilati  da  E.  Uetti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia  *),  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.   (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXVII.  S.  6.). 

Tain.  VI.  N^.  2.  Equilibrio  di  un  solide  incastrato  in  un*  estre- 
mita  appogiato  neir  altra  e  carricato  di  n  pesl  Memoria  dell' 
logegnere  Domenico  Cipolettl  p.  49.  —  Theorie  des  coor- 
donn^es  curvilignes  quelconques  par  M**.  L'Abb^  Aouat.  p.  63. 
—  Biviata  blblioiri^aflca.  Equazioni  finite  ed  equazioni  dif* 
ferenziali  di  aicune  curvp  derivate.  Articolo  del  Prof.  B.  Tor- 
tolini. p.  b8.  —  INlaiiit  re  fle  compter  des  Anciens  avec  lee  doigts 
des  mains  et  autrcs  parties  da  Corps.  (Extrait  du  Tratado 
de  M  atlicinaticas,  por  Juan  Perez  de  Moya»  Alcala  de 
Uenares  anno  157:^).  Par  A.  Marre.  p.  93.  —  Qaaeertionea 
quas  Academiae  Ixegiae  Scientianmj  Borussicae  Claaais  physica 
et  roathematica  certaroini  litterario  proponit.  p.  95.  —  Pubbiiea- . 
zioni  recenti.   p.  96. 

Tom.  VI.  N».  a  Inlorao  alla  rettifieaiione  e  alle  pfopriett 
0  Jetzt  In  Mailand. 
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ddle  omllelid  Mcootfarie.  Stodio  M  Prof.  A.  fvebocebi. 
^  MMolre  mir  Im  firogrmtons  d«8  dWm  ordre»  par  I0  P4re 
J.  I#.  A«  L«  Cointe  d«  la  Gompagoie  do  Jdaua.  p^  194  — 
■Mato  Mli^tniftc»«  Praprtotft  di  akna  cmtm  aigiMeh». 
Arttolo  dal  Pirar.  B.  Torfollal.  p.  IMl  *-*  PabMieaiioal  ra- 
eeiitL  p.  1S3. 

Sitiongs  b  e  r  i  c  h  t  e    der    königl.   Bayerischer»  Akadc 
mie  der  Wisseiisc hafteo  in  Mfiachen.   (VcrgL  Literar. 
Bar.  X<ir.  CULV.  14). 

1864.  L  Baft  III.  Nacrolog  anf  Fardioand  t,  Sehm«- 
gaf.  S.  196. 

1864.  i.   HeftiV.  UeftV.   1864.11.  Heftl.  Dies«  Hefte 
eoUialtao  to  den  Kreis  dea  Archivs  geliuraDde  AofsStse  nklit 

1864.  IL  Haft  II.  Lamont:  I)  Uabar  den  Eioflaaa  das 
Hondaa  anf  dia  Magnatnadat  (mit  drei  Itthagiapb.  Tafeln).  S)  Caber 
die  jlbrilcba  Periode  daa  Baromatera.  3)  Ueber  die  aebnjibriga 
Parioda  dar  magaatiacben  Variationen  und  der  Sonnenfleekeo.  — 
So  wie  alle  Arbeiten  Herrn  Lamont'a  anf  diesen  Gebieten  haben 
wir  noch  die  roriiegenden  AofaStie  mit  groasen  Intereaae  geleaen 
nnd  empfehlen  aie  unseren  Lesern  reeht  aebr  aar  Beachtung,  in* 
dem  wir  gern  besonders  berrorfaebon«  daaa  wir  namentlich  daa 
am  finde  dea  dritten  Aursatzes  ausgesprochene  Urtheil  6ber  den 
«»Standpunkt,  welchen  jatat  die  Unterauchnng  derSoo- 
Denflacken  einnimmt"  gans  au  dem  unsrigen  machen  und 
demaelben  ia  allen  Beziehungen  beistimmen.  Dasselbe  lautet  fol- 
gen dcrroassen :   ,,Ninimt  man  dio  Tabellen  des  Herrn  Schwabe 
soff  Hand,  so  drOcktsich  darin  uberall  das  Regelmässigperiodische 
aus.   Ganz  anders  verhält  sich  die  Saebe»  wenn  man  die  j&br- 
lieben  Resultate  der  Beobachtungen  von   Stau  dacher,  Zuc- 
coni,  Flangergues  hetracbtet;  denn  hier  treten  auch  in  den 
I  Jahren,  wo  die  Beobachtungen  zahlreich  waren,  so  auffallende 
I  Sprunge  hervor,  dass  man  versucht  sein  konnte,  eine  gttoilifibe 
Aenderung  in  den  Verhältnissen  der  Sonnenatmosphfire  voraua- 
zusetzen,  wenn  man  nicht  beachten  wflrde,   dass  die  genannten 
,  Beobachter  wetler  eine  bestimmte  Methode  im  Auge  hatten,  noch 
I  eines  hestininiten  Zweckes  sirh  be^vusst  Ovaren,   noch  hinrei- 
^  chende  optische  Hilf-s  mittel  l)esassen.     trst  wenn  die  nach- 
I  steo  zwei  Deeennien  die  vorliantlenc?!  Grundlagen  befestiget  und 
r  erweitert  haben  werden,  wenn  über  die  niüL^liche  Grösse  der 
I  Aenderuugen  auf  der  uns  zugewendeten  und  abgewendeten  Seife 
C  der  Sonne  Näheres  constatirt  ist,  und  Anhaltspunkte  für  eine 
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Kritik  der  älteren  Beobachtungen  geuoitnett  bind,  mag 
eine  umsichtige  Benützung  derselben  für  die  Theorie  von  einigem 
Vortheil  sich  erweisen,  wogegen  die  unmittelbare  ¥^erelnl« 
flTUfii^  den  Alten  und  neuen  materlalM  ohne  alle  Hiitllc 
nur  zu  ttnltloMcn  ZahlenbeNtimmuni^en  fGliren  kann." 
—  Wer  sicfi  jetzt  solchen  Heobachtungen  widmet,  sollte  auch 
nach  untrerer  Meinung  awU  immer  vorhalten,  dass  er  zunächst 
nur  nSr  die  Folgezeit,  vielleicht  für  eine  sehr  späte,  arbeitet,  uial 
dass  er  eben  deshalb  sich  auch  nur  der  sUrksten  und  kräftigsten 
Beobachtungsmittel,  wie  sie  4ie  gegenwirUg«  Zeit  nur  irgend  zu 
liefero  im  Stande  ist,  bedienen  dflrfe.  Aber  freUicb  raOebte  jetzt 
Jeder  tainer  gern  giefcb  eb  Newton  werden  mid  bedenkt  niebt, 
dies  Newton  einen  Kepler  sum  Vorgfoger  batte! 

1864.  II.  Heft  III.  i>chSnleia:  Weitere  fteitrig«  aar 
Kenntniea  des  Sanerstois.  S.  249. 
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Literarisciier  Bericht 

CLXXI. 


Geschichtre  md  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

AlmanaGh  der  kaii^erlichen  Akademie  der  Wissen^ 
Schäften  in  Wien.   Vierzehnter  Jahrgang.  1864. 

Der  (Irei^elutte  Jafirgany;  di«  ses  immer  vieles  Irttercssarite  ent- 
haitenüen  Almauachs  einer  titi  eri>ten  Akadcuiiueri  der  Wissen- 
schaften, den  wir  schon  ui'ler*.  al^  einen  uiclitigcn  Beitrag  zur 
Literatur  der  Mathematik  und  Phvsik  bezeichnet  haben,  tut  ha 
Literar.  Ber.  Nr.  CLXVII.  S.  2.  angezeigt  worden.  Der  vorlie- 
geode  vierzehnte  Jahrgang  enthStt  zuvorderst  im  Anhange  S.  7. 
—  S.  30.  die  Rede  des  hochverdienten  Präsidenten  der  Akademie, 
des  flerro  Freiherrn  v.  Baumgartner,  Qber  j,Die  mechanische 
Theorie  der  WSrme*',  welche  wir,  ihres  sehr  grossen  lote* 
ressea  und  ihrer  gerade  hei  diesem  Gegenstande  so  wichtigen  un- 
gemeinen Deutlichlreit»  Kbrheit  nnd  Bestimmtheit  wegen ,  unseren 
Leaern  schon  im  Archiv.  ThI.  XLlt.  Nr.  XXlf.  S.21I.  vollatSndig 
mitgetheilt  hahen,  so  dass  wir  fiher  dieseihe  jetst  nichts  welter 
SB  sagen  hiauchen.  Ausserdem  enth&lt  derselbe  im  Anhange 
S.  I63b"-S.  170.  eine  Lehens^kisse  des  verdienten  Astronomen 
Max  Weisse  in  Krakau,  dessen  Tod  schon  Im  Literar«  Berichte 
Nr.  €LXU.  S.  1.  Torläudg  angezeigt  worden  Ist ;  wir  werden  diese 
iroD  dem  Verstorbenen  seihst  verlasste  Lehensskisse  voltstSndig 
mittheilen,  sobald  uns  der  uns  Jetst  fehlende  Raum  dasu  au 
Gebote  steht,  und  bemerken  daher  tät  jetst  nur,  dass  Weisse 
am  10.  October  1798  In  Laden dorf  In  Oesterreich  geboren  war 
Qiul  am  10.  October  1883*)  in  Krakau  in  Folge  einer  langwierigen 

*)  Im  Literar.  Her.  Nr,  1.   inl  nac  Ii  der  iiiis   :lt«iiial«  zii''< 

koiiifnenen  Nachricht,  wahrscheiniicli  irrthümlich .  der  12.  October  iHüa 
Todestag  angegeben. 

rkl.XUll.Ufu3.  3 
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Entartung  der  Unterleibsorgaiie  stofb;  ein  md'MBstllcbes  voUstiD- 
diges  VerwichiilM  seiner  Scbrfften  ist  Seite  170.— Seite  172. 
Diitgethettt.  Ausserdem  entliilt  der  vorliegende  Jftbrgsiig  noch 
Lebensskiszen  von  F.  X.  M.  Zippe,  J.  Russegger,  E.  Mit* 
scberlich  ond  Helnricb  Rose,  die  beiden  ersten  Mineraiogeo, 
die  beiden  letsteti  Cbemiirer.  Die  Lebenssliizze  von  Russegger 
ist  sebr  ansfÜbriieb  (S.  10ft.-*S.  163.)  und  bietet  des  Interessanten 
Tieles  der,  naraentilcb  auch  über  die  vielen  Reisen  des  au8ge- 
seicbneten  Mannes.  Der  ßericbt  des  General -Secretärs  und  Se- 
cretirs  der  matbematiscb-natarwissenschaniichen  Klasse,  des 
Herrn  Professor  A.  Schriitter,  Ober  die  Arbeiten  der  Akade- 
mie, liefert  wieder  ein  höchst  anziehendes  und  errreuliches  Bild 
Ton  der  so  ausgebreiteten  und  verdienstlicbeo  WiricsamiLeit  die« 
ser  berdhnten  KOrperscbaft 

Rivistn  ftaliana  di  scieoze,  lettere  ed  arti  cell« 
effenieriili  cleila  pubblica  istroetlone.  Anno  seste. 
N.  237.  10  aprile  1866.   N.m  17  aprile  1865.  4». 

In  den  beiden  vorber  genannten  Nummern  der  för  da«  ge- 
■ammte  ünterrichtswesen  des  Königreichs  Italien,  namentlifli  au(  h 
in  amtlicher  Rücksicht,  wichtigen  und  für  Jeden,  dt  r  an  dor  I  nt- 
wickelaog  des  neuen  Italiens  lebhaften  Antheil  niinnjt.  sehr  in- 
teressanten „Rivista  Italiana"  findet  sieh  riii  sehr  It  son«\verther 
längerer  Anfsatz  des  Herrn  Professor  (  rcniona  in  Bologna 
unter  der  reberschrift:    Sulla  storin  dolla  prospettiva  an- 
tica  e  moderna.    Wir  müssen  einen  Jeden,   der  sich  fffr  die 
Geschichte  der  l'erspoctivo  interessirt,  auf  diesen  au*sfnhrlicheii 
und  eingehenden  Aufsatz  um  so  mehr  dringend  aufmerksam  maclicn, 
weil  die  Zeitschrift,  in  wolcher  derselbe  abgedruckt  ist,  wohl 
namentlich  in  Deutschland  wcnif;  bekannt  sein  dürfte,  und  deshalb 
die  genannte  sefir  verdienstliche  Arbeit  sich  leicht  der  sehr 
verdienten  IJeachtung  entziehen  könnte.    Wenn  auch  dieser  Auf- 
satz bich  zunächst  an  das  auch  von  uns  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXX. 
^eitii  4.  bereits  angezeigte  verdienstliche  Werk  des  Herrn  Pon* 
dra  (Histoire  de  la  Perspective  etc.)  anscfalieeett  80  ist 
er  doch  als  eine  dorcbaus  selbststindige  Arbelt  sn  betraebten 
and  liefefi  In  der  Tbat  dne  knne  wirfclicbe  Gescbiebte  der  Perspe- 
ctive, wogegen  das  Werk  des  Herrn  Pond? a  ^  wie  anch  von  ans 
a.  a.  O.  hervorsobeben  nicbt  snteriaesen  worden  Ist     nehr  eine, 
nattfrlicb  in  ibrer  Weise  bliebst  ?erdiensliiche  nnd  anetkennnngs- 
wertbe,  sebr  eingebende  Cbarakterislrung  einer  grossen  Aanlil 
yon  snm  Tbeil  weniger  bekannten  und  scbwer  angingliebea  Wer- 
ken Aber  die  PetspeetlYe  liefert  Dieses  Tetdlenstliebe  Werk  eo^ 
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hält  daher  durch  di«  Arbeit  des  Uerri>  Cremona  eine  sehr 
weaentUche  VenrollstiUidigang ,  so  das»  wir  unsere  Leser  Ja 
s«lbst  aocb  alle  Kfiaatler  -~  aar  wiadorholt  auf  dieselbe  reclit 
sehr  aafmcrkaain.  tu  maebeo  Ar  anaere  Pfliehl  halten. 


Ariihmetik. 

M  n  t  Ii  u  ina  t  i  sc  h  e  Aufi^nben  zum  Gehrauche  in  den 
oh  ersten  Klassen  höherer  L  eh  r  a  n  s  t  I  f  o  r>.  Aus  den  Iiei 
A  b  i  turie  n  t  e  n  -  P  r  u  fu  n  e  Ti  p  r  e  u  i  sc  he  r  Gymnasieti  und 
Realschulen  gestellten  Aufgaben  ausge wühlt  und  mit 
Hinztifiigang  der  Resultate  zu  einem  l' e hun ^slm <  fi  (» 
vereint  von  H.  C.  E.  ISlartus,  Oberlehrer  an  der  Kuni^- 
s  tadti  8  chen  Realsriiii  le  in  Berlin.  II.  Hesnitate  (ireifs- 
walii  C.  A.  Koch  s  Veriags-Biichhandiung.  Ö*'. 

Als  wir  in  der  vorigen  Nummer  nnaerer  Literarischen  Berichte 
api  Schiusa  der  Anzeige  dea  ersten,  die  Aufgaben  enthaltenden 
dieser  treflichen  Aufgaben -Sammlung  die  Hoffnung  aus- 
sprachen, daas  der  zweite»  die  Resultate  enthaltende  Theil  lo 
der  nSchatea  Zeit  erscheinen  wflrde,  konnten  wir  doch  kaum 
glauben,  dass  wir  schon  in  dieser  Nummer  das  grosse  Vergnügen 
l|i)ben  würden ,  <Ia8  wirkliche  Erscheinen  dieses  «weiten  Theils 
z^r  Anzeige  zu  bringen.  So  liegt  denn  nun  aber  dieses  ausge- 
seichnete ,  gewiss  dem  mathenatiscben  Unterrichte  grossen  Nutzen 
bringende  Buch  vollst&ndig  vor  uns.  Dass  durch  die  vollständige 
Beiliigung  der  Resultate  dem  Lehrer  und  dem  selbst  arbeitenden 
Schuler  nur  erst  der  volle  Nutzen  gebracht  werden  könne,  i.<it  uns 
nl*  /wcifelhnft  a;owcscn,  und  wir  glauben,  dasJS  dem  Herrn  Ver- 
fasser der  pn'tssto  Dank  gebührt,  sich  der  ijrossen  !\!fi}ie  der  voll- 
ständigen Ausarbeitung  der  Resultate  untcrzoi^eii  zu  hahen,  wozu 
wahrlich  grosse  Ausdauer  und  der  anhaltendste  Fteiss  gehürte. 
Zugleich  hat  er  aber  auch,  wie  der  vorliegcncic  zweite  Theil  deut- 
lich zeigt,  diese  schwierige  und  mnhevolle  Arlir-it  mit  sehr  gros- 
sem Geschick  und  solir  grosser  Sorgfalt,  namentlich  aucli  ruck- 
siclitlicli  der  numerischen  Rechnungen,  die  Immer  bis  zu  einer 
mehr  als  ausreichenden  Anzahl  von  Decimalen  fortgelührt  sind, 
74^  8lan(ic  gebracht;  dahei  sind  auch  hin  und  wieder,  wo  es  sich 
ajs  iiutliwendig  herausstellte,  in  beigefügten  Anmerkungen  Fin- 
gfifi^eigo  zur  richtigen  oder  \  eränderten  Auffassung  u.  s.  w.  der 
hejtreffenden  Aufgaben  gegeben,  so  dass  hiernach,  wie  jede  Seite 
zeigt,  der  Herr  Verfasser  sich  seiner  Arbeit  mit  der  grössten 
Liebe  und  —  wie  man  rücksichtlich  der  Entstehung  dieses  Büchs 
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mit  lleefat  sagoo  kaoo  mit«  die  wärmste  Anerkeonnng  verdie- 
nendem, wahrhaft  |»atrioti8cfaem  Eifer  gewidmet  hat  Da  %vir  scIh» 
bei  der  Aoieige  des  erstan  Theile  den  Inhalt  in  aiemlicher  Voll* 
stSndigIceit  angegeben  haben  und  dieser  sweite  sich  jenem  natfir- 
lieh  genau  anschliesstt  so  brauchen  wir  hier,  auf  unsere  frühere 
Anzeige  verweisend,  fiber  den  Inhalt  niehts  weiter  sn  sagen. 

So  liegt  denn  nnn  hier  ein,  namentlich  auch  wegen  der  Neu- 
heit seiner  Aufgaben  gewiss  sehr  nStsliches  und  «ehr  zu  empfeh- 
lendes Buch  vor  uns,  welches  sogleich  —  wie  wir  schon  frfiher 
sagten  —  ein  gutes  Theil  Geschichte  des  mathematischen  Unter- 
richts auf  den  preusslsehen  höheren  Lehranstalten  liefert,  und 
den  fSr  einen  Jeden,  der  an  diesem  Unterrichte  lebhaften  ThcÜ 
nimmt,  im  höchsten  Grade  erfreulichen  Beweis  liefert  von  der 
grossen  Aufmerksamkeit  und  Sorgfalt,  welche  von  den  hohen  und 
höheren  preusslsehen  Unterrichtsbehorden  dem  Gedeihen  dieses 
wichtigen  Unterrichts  von  jeher  gewidmet  werden  ist,  auch  jetit 
fortwährend  gewidmet  wird  und  immer  gewidmet  werden  wird, 
wie  §uch  die  Zeitverhiltnisse  sich  noch  gestalten  mSgen;  aber 
auch  dem  Eifer,  dem  Geschick  und  der  Umsicht,  mit  welchem 
die  preusslsehen  mathematischen  Lehrer  sich  dem  vertrauensvoll 
in  ihre  Hände  gelegten  Unterrichte  gewidmet  haben,  wird  Nie« 
mand  seine  wärmste  Anerkennung  versagen,  der  das  vnrliegeodt 
aosgeseichnete  Buch  mit  unbefangenem  Bliclc  in  die  Band  nimmt 
und  mit  wahrer  Kenntniss  dessen,  was  durch  den  mathematischcii 
Schulunterricht  —  der  gewisse,  sehr  bestimmt  liezeichnete,  auch 
in  diesem  Buche  sehr  richtig  festgehaitene  Grünzen  nach  unserer 
schon  oft  ausgesprochenen  Ansicht  nie  übcrfschreiten  darf  —  er- 
strebt und  erreicht  werden  soll,  einer  sorgfilltigen  Prüfung  unterwirft« 

Zum  Schluss  dieeer  Anseige  machten  wir  noch  den  Wonach 
aussprechen,  das«  man  auch  in  anderen  Ländern,  wo  regekaäs- 
sig^  Abiturienten -PrOfungen  schon  seit  längerer  Zelt  eingetÜhrt 
sind ,  mit  ähnlichen  Sammlungen  wie  die  vorliegende  hervoitieleo 
m5chte,  deren  Nutzen  von  jetst  an,  wo  mit  der  vorliegenden  em 
so  guter  Anfang  gemacht  worden  ist,  gewiss  von  keiner  Seite  la 
Abrede 'gestellt  werden  wird. 


Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und 
Algebra.  Zum  Gebrauche  in  Ober  -  Realschulen  und 
Gymnasien  überhaupt  und  für  jeden  Mathematik-ße* 
flissenen  insbesondere.  Bearbeitet  von  Dr.  Johann 
Rogner,  Professor  der  Mathematik  in  Graz.  Zweite, 
durchaus  umgearbeitete  und  bedeutend  vermehrte  Auf- 
lage. Wien.  Gerold.  18GÜ.  8". 
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Diese  in  zweiter  AuliaLuc  uns  vorIie!»ende  AufgaUen-Sammlung, 
welche  schon  in  iliier  ersten  Aullage  von  dem  k.  k.  ünterrichts- 
Mioiaterium  (tir  den  Gebrauch  auf  den  kaiserl.  osterreichiKchen 
liSliaren  Lehranstalten  approbirt  worden  ist,  enthält  einen  sehr 
reicfaen  Schats  ron  Aofgabeo,  sowohl  fOr  die  allgemeine  Arith- 
metik und  Algebra«  als  auch  filr  die  besondere  oder  sogenannte 
geroeine  Arithmetik,  so  wie  sich  denn  der  Herr  Verfasser  bekannt- 
lich fiberhaapt  durch  Herausgahe  mehrerer  Aufgaben*Sammtuogen 
filr  die  versdiledenen  Theile  der  Mathematik,  auch  fllr  die  höhere 
Analysis,  bereits  mehrfach  sehr  verdient  gemacht  hat.   Die  vor. 
liegende  Sanimlong  besteht  aus  drei  Haupt- Abtheilungen.  Die 
erste  Ahtheiinng:  Allgemeine  Arithmetil^,  Algehra,  enthält 
3143  Aufgaben;  die  aweite  Abtheilung:  besondere  Arithme- 
tik, reine  and  angewandte,  606  Aufgaben;  die  dritte  Abthei- 
lung liefert  die  Resnltate,  die  aber  in  zweckmSssiger  Weise  bei 
den  leichteren  Aufgaben  aum  Theil  ganz  weggelassen  worden 
sind,  wogegen  wiederum  hei  schwierigeren  Anfgaben^der  Herr  Ver- 
fasser besondere  Andeutungen  au  den  LCf*ongen  au  geben  nicht 
unterlassen  hat.  Es  ist  hier  dem  Lehrer  jedenfalls  ein  sehr  reicher 
Schate  der  verschiedenartigsten  Aufgaben  geboten,  welche  alle 
Theile  der  sogenannten  niederen  Arithmetik  umfassen»  und  auch 
schwierigere  Theile,  die  sonst  gewöhnlich  unfoerticksichtigt  biet* 
ben,  wie  z.B.  die  Determinanten,  der  polynomische  Lehrsatz 
neben,  dem  binomischen,  vieles  auch  entfernter  Liegendes  über 
die  Kettenbrüche  u«  s.  w.  sind  in  den  Kreis  der  niitgetheilten 
Aufgaben  gesogen  worden,  so  wie  denn  auch  in  der  T.ehre  von 
den  Gleichungen  bis  zw  den  Gleichungen  des  vierten  Grades  ge« 
gangen  «rorden  und  die  I^r*.<;iiri£!^  höherer  numerischer  und  Iran- 
scendenter  Gleichungen  nicht  unberiickRtchtigt  gcbliebt  n  ist.  Be- 
sonders reich  bedacht  scheint  uns  die  allgemeine  Arithmetik  zu 
sein,  wo,  was  wir  nicht  nur  vollkommen  billigen,  sondern  anrli 
ganz  besonders  anerkennen,  der  Transformation  analytischer  Aus> 
drucke,  auch  complicirtcrer,  ganz  besondere  AufinerkKanikeit  ge- 
widmet worden  ist;  diese  zu  transformirenden  Ausdrücke  hat  der 
Herr  Verfasser  theiUveisc  mit  sehr  grosser  Sachkcnntniss  und  dem 
grfissten  Fleisse  aus  den  Schriften  nenrrer  Mathematiker  über 
die   verschiedenartigsten   <^eijenstände  ejjt lehnt,    wodurch  allen 
Lehrern,    und  dem  mjitlieinatischen  Unterrichfe  liKiTliaMjtt ,  ein 
selir  LT  !ss(;r  Dienst  geleistet  wird,  weil  uir  gerade  solche  Trans- 
forniati  '[101!  tür  eins  der  geeignetsten,   wirksamsten   und  besten 
Mittel  halten,  dem  Schüler  die  so  nothwendi'^e  Ucbiujg  im  alge- 
braischen Caicul  zu  verschaffen.     Viele  AufL^aben,  namenilich 
unter  den  ali^ebraischen ,  haben  auch  eine,  mit  Riicksiolit  auf  den 
Unterricht  in  der  i^bysik.  lehrreiche  physikaliscbe  Einkleidung 
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erhftlfeD«  aDdere  sind  ao  hlstoiisebe  Fada  angeschloaaap  wordea, 
Q.  s.  w.,  was  Allea  das  lalaresss  de«  Scholen  aa  dam  oft  trocke* 
nan  Gegenstände  se  erhoben  and  su  belehea  geeignet  iat  diua 
allen  diesen  GrOadea  glauben  wir,  da«8  das  Torliegeade  Bneb  ffOr 
alle  Lehrer  der  Mathematik  die  IjeBte  EmpfeMaag  recht  sehr 
▼erdient  nnd  dass  demaelbea  die  ailgeraeinste  und  sorgfältigste 
Beaebtang  bei'm  matliematisclien  Unterrichte  in  jeder  Beziebmig 
sehr  zu  wfinschen  ist.  Oer  uns  hier  Gebote  stehende  Raum 
gestattet  bei  dem  sehr  grossen  Heiclitliam  dea  Inhalte  eine  vn!|. 
atäadlge  Angabe  rlcs^clben  leider  nicht,  weshalb  \vir  uns  begnü- 
gen müssen,  noch  etwas  aosfObrlicberj  als  acbon  oben  geschehen, 
diejenigen  Partieen  hervorzuheben,  welche  nicht  zu  den  eleinen- 
tarstcn  gehören  und  hier  eine  sehr  eingehende  Bcrflctcsicbtigung 
gefunden  hal)en  Wir  rechnen  dahin  die  folgenden  :  Kettenhröche. 
Eigenschaften  der  Kr'ttouhruche  und  Verwandlung  gewöhnlicher 
Brüche  in  Ktitlcnbrüc  tio  und  umgekehrt.  S.  84. — S.  68.  —  Imagi- 
näre VVur/.(  li^rösseo  (laterale  Zahlen).  S.  114.— S.  117.  —  üeber 
das  Ausziehen  von  hnheren  als  dritten  Wurzeln.  S.  I'i3.— 8,  124. 
—  Sehr  viele,  Iseineswegs  leichte,  vermischte  Aufgaben  liber  VVur- 
zelgrussen.  S.  124.— S.  130.  —  Berechnung  der  Logarithmen  u.s.  n*. 
S.  133.— S.  137.  —  Gaus» "sehe  Logarithmen.  S.  137.  —  Deter- 
minanten. S.  160. — S.  161.  <— •  Binomischer  Lehrsatz,  auch  vieles, 
selbst  tiefer  und  entfernter  Liegendes  aus  der  allgemeinen  Theo- 
rie der  Binoiiii.il  <'oeflficieoten.  8.  1G2, — S.  lf>ß.  —  l'ülynomischcr 
Lehrsatz.  S.  IGG. — 8.  107.  —  Diophantische  Gleichungen  des  ersten 
Grades.  S.  209. — ^8.273.  — ,  Diophantische  Gleichungen  des  «wei- 
ten Grades.    S.  274.— S.  276.  —  Ouhische  Gleichungen.    S.  276. 

S.  281.  Biquadratische  Gleichungen.  S.  281. -<S.  284,  — 
Regnia  fM  mi  transeendente  Gieichongen.  S.  284.-S.  285.  — 
Hebere  arithaietlsehe  Reihen.  S.  304.»S,  906.  —  Wahrschein- 
liehkelts-Recbnang.  (Vorbegrife»  Einfache  Wabracbeialichkeit. 
Relative  Wahrscheinlichkeit  Zasammengesetate  Wahrscbelalieh* 
keit  Mathenatlsche  Erwartaag  und  Regeln  bei*»  Splelea  nod 
Wetten.  Aach  Vieles  aber  Sterblichkeit  and  was  dahia  gehürt.) 
S.  307.— S.  316.  —  Gees  eben  se  reichlich,  wie  *  hiernach  die 
allgenelne  Arithmetik  aad  Algebra,  ist  die  sogenaaate  gemeine 
Arithmetik  in  ihren  rehien  and  angewandten  Theilen  bsdaaht. 
Dieae  höheren  Orte  iür  dea  Gebraach  aaf  dea  höheren  Saterrei- 
chischen  Lehranstalten  besonders  apprehirte  Samminng  liefert 
sngleicli  von  Neuem  den  erfrealicbsten  Bewein  Ten  dem  Umfaage 
nnd  der  Grundlichkeit*  womit  auf  dieaen  Lehranatalten  der  mathe- 
matSsche  and  verwandte  Unterricht  ertheilt  wird. 
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A.usziig  aus  einem  Schreibeo  d^s  Herrn  Professor 

Hoüel  an  den  Herausgeber. 

Bordeaux  29  avrit  lbü5. 

„Voti8  apprendrez  «ans  doute  avec  plaisir  que  MM.  Vieweg 
ont  entepris  de  faire  paraitre  une  edition  frangaise  des  heiles 
tables  de  Schron,  et  par  l'interm^diaire  d'un  de  nies  amis, 
M.  V erdet,  professeur  a  la  Facult^  de  Paris,  j'ai  ete  charge  de 
pröparor  cette  edition.  J  ai  du  y  faire  une  Infroduction,  pour  rem- 
placer  ('('lle  de  Tautcur,  qoe  le  public  franyais  n'aurait  guere  la 
patieucc  <le  lire.  —  Je  doute  <jiie  la  patience  allemande  aille  elle- 
menie  fusque  la.  —  La  redaction  du  cctte  Introduction ,  ou  j'ai 
du  expliquer  avec  quelques  developpements  ce  que  les  TabJes 
de  SchrOii  ont  de  |iarticiilier  sous  le  rapport  de  la  precision 
qij'elies  fouriiissent,  cette  redacliau  m'a  coüte  assez  de  travail. 
Je  ne  sais  si  j'aurais  reussi  ä  etre  clair  sans  ^tre  trop  long. 

J'ai  prolite  de  roccasion  pour  obtenir  de  MM.  Vieweg  deux 
petites  ameiiorations,  qui  aii^mcnteront  beaucoup,  je  crois,  la 
coiumodite  de  ces  tables.  l>aiis  la  Table  I,  on  rt*petcra  au  bas 
de  ehaque  ensemble  de  deux  pages  eu  regard  les  valeur«  dea  oombrea 

log«»   ß"sS06S04''31.  logl^'. 

Daus  la  Table  II,  on  inscrira  en  baut  et  eu  bas  de  chaque  page 
le«  nombres  de  degres  (sans  minutes)  en  caracteres  tres-appa- 
rents.  Voila  ce  que  J  ai  oljteiiii  en  faveur  de  la  Frauce;  j'espere 
que  1  Allentagne  en  prolitera  aussi  a  sou  tour. 

Mon  autie  i^raiuie  tai  fie  e^t  rimpreä&iou  de  nies  Tables  coni- 
pleuieiitaii is  a  quatre  decimales,  dont  je  vous  ai  döja  parle  plu- 
sieurs  lois,  et  qui  me  coüteront  bcancoup  de  travail;  car  il  y  a 
beaacou[)  de  parties  pour  lesquelles  je  n'ai  pas  de  modele  a  suivre." 

Ich  Italji^  über  vorstehende  Nncbriclif,  dass  von  den  Schrün- 
scben  Taifln  eine  französische  Ausgabe  erscheinen  soll,  mich  sehr 
gefreut,  und  uunsche  sehr,  dass  von  den  zu  erwartenden  vier- 
stelligen Tafeln  des  Herrn  Profe.ssor  Hoüel,  sobald  sie  erschie- 
nen, eine  deutsche  Ausgabe  veranstaltet  werden  möge,  so  tvie 
dies  mit  den  füufsteliii<;en  Tafeln  desselben  Herrn  Verfassers,  die 
weaen  der  von  ihnen  gewährten  Leichtigkeit  und  sehr  grossen 
Genauiukrlt  der  Rechnungen  nicht  oft  genug  dringend  empfohlen 
werden  künnen,  bereits  geschehen  ist.  Grunert. 

Die  Lehre  van  den  elliptiseben  lotegrsleo  und  den 
Theta-FonetioDen.    Von  K.  H.  Sehellbaeb,  Professor 
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der  Mathematik  am  K9tiigU  FrUdrich-WlIhelna-Gym- 
iiasiam  iiad  an  der  KQnigl.  Kriegs- Akademie  an  Ber* 
liti.   Bertin.  Reimer.  1864.  8^. 

Der  Herr  Verfasser  hat  in  diesem  NN  erke  ein  Lehrbuch  (}»*r 
Theorie  der  flüptischen  Integrale  gelielert,  welches  wir  einem 
.Icflen,  (l(."r  sich  mit  dieser  Hieftticren  Lehre  nach  ihren»  neueren 
Zustande  mifl  Hireni  wcsentlicfien  Itihalte  hekannl  mn*  lipn  w  ill, 
aus  vollkommener  UeberzeumniL'  iti  j*  iler  Beziehung  enipielilen 
können,  n.'!<"h(1em  wir  uns  selU^it  mit  lernselben  durch  eini:ehen- 
des  Studium  vollkumnH'n  bekacmt  uemacht  zu  haben  [glauben  *). 
Denn  maji  wird  hier  eine  überall  sehr  deulliche,  sseorcinete  und 
prücisr  D  irstellung  Huden,  die  mit  sjrosser  Umsiclil  den  Lehrling 
stets  Uli  (la8  hinweiset,  ivoraut  es  vorzüglioh  ankommt,  und  ihn 
zu  eiLM'nen  Anw  onduni^en  der  H-ichtigen  Theorie  zu  heföhtgen  suciif. 
Ausserdem  enthalt  das  Werk  auch  manches  Neue,  was  theils 
dem  Herrn  Verfasser  eigcnfiin  ilich  ist,  theils  von  anderen  Mathe- 
matikern herrührt,  wie  z.  1>.  liio  neue  Methode,  ein  eilii»tisches 
Differential  auf  die  kanonische  Form  /u  bringen  im  13ten  Ab 
achtlitt  der  ersten  Abtheilung,  welche  der  Herr  Verfasser  gani& 
Herrn  Professor  Weierstrass  in  Berlin  verdankt.  Unsere  lite- 
raflaelien  Bericiite  könoeo,  irie  schon  oft  bemerkt  worden  ist,  in 
ihrer  groaaen  Kflrae  aieh  auf  yieie  Einzelnbeiten  nicht  einlassen, 
aondern  mflaaea  aieh  nothwendig  anf  ailgemeine  Angaben  be- 
schränken. Sollten  wir  noa  hervorheben»  welehea  nadi  «aaerer 
Meinung  die  EigeotfaiimlicfakeiteD  aind»  dqrch  welche  dieaea  Jeden* 
falls  aehr  aoageaeichaete  und  an  empreblende  Bach  aieh  tod  an- 
deren Werken  anteracbeldet,  so  mOehten  wir  besondere  hervor« 
hebea :  eratena  die  aehr  eingehende  Daratetinng  der  Theorie  und 
Entatehnng  der  Theta-Ponctionen,  natttrileh  mit  heaonderer  Rück* 
aicht  anf  die  Verbindaag,  in  weleher  dieaelben  mit  der  Entwiche* 
lang  der  Prodocte  von  der  Form 

(l— «)  {V—xT)  (l  —  ar*)  ....  (1  — «r»-») 

stehen,  und  auf  ihren  vielfachen  Gebraoeh  in  der  Theorie  etlipti* 
scher  Integrale;  ao  wie  sweitena  im  sweiten  Abschnitte  die 
siemllch  aasgedehnten  sehr  lehrreiefaen  Anwendungen,  an  denen 
die  im  ersten  Abaehnitte  entwickelte  allgemehie  Theorie  Oelegeii'- 
heit  geben  kann.  Nach  diesen  allgemeinen  Vorbemerkungen  wird 
der  Leaer  durch  die  naehfolgende  voUatlbidige  Inhaltsangabe  des 
Werkea  am  besten  einen  deutlichen  Begriff  von  der  Anlage»  Ein- 
richtung und  dem  Umfange  des  ganaen  Werkes  erhalten: 


*)  Wodureh  auch  diese  Anieige  flwat  ?er«pAI«t  worden 
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JBnIe  JLMlielliui«,  Die  Theorie.  I.  Begriff  der  eili- 
ptischeo  Integrale.  Ihre  Rednction  auf  die  Normairomi  (wobei  wir 
bemericeii»  dass  unter  der  Nonnalfi^rm  (S.  14.)  in  der  ailgemelD 
belauinten  Darsteilnngsweiae  von  Legendre  die.  drei  Integrale 


▼eratanden  werden,  woran«  dann  auch  von  selbst  die  bekannten 
drei  Arten  oder  Gattungen  der  elKptiscIieii  Integrale  hervorgehen). 

—  n.  Die  Bildungeweiae  der  Theta- Functionen.  —  III.  Bildung 
doppelt  periodiseher  Fnnctionen  ata  den  Tbeta«  FanietioDen.  — 

IV.  Ueber  die  Berechnungaweiae  dea  numeriacfaen  Wertbea  elnea 
elliptiacben  Integrals  erster  Gattung.  —  V.  Zweite  Entwickelungs- 
oiethode  der  Grundformeln  der  Theta>Fanctionen.  —  VI.  Reiben^ 
Entwicbeinngen.  —  VII.  Daratelhing  von  cr-|-6i  dnreb  die  Functionen 
/,  (jy  h*),  —  VIII.  Ueber  die Haupteigenscbaften  der  elliptischen 
Integrale  der  drei  verschiedenen  Gattungen.  Die  Additionafbeo- 
reme.  —  IX.  Von  den  elliptischen  Integralen  zweiter  Gattung.  — 
X.  Von  den  elliptischen  Integralen  dritter  Gattung.  —  XI.  Re- 
dnctlon  einiger  speciellen  Integrale  auf  elliptiacbe*  —  XII.  ZuHIcIk- 
filbrong  einiger  Integrale  von  scheinbar  allgenieineren  Formen  auf 
elliptische.  —  XIIL  Neue  Metbode  >  ein  elliptisches  Differential 
auf  die  kanoniscbe  Form  au  bringen.  —  XIV.  Die  Stirling'scbe 
iDterpolationsreibe. 

»weite  Abthellnns.    U  ie  An  w  enduncen.    I.  Die  Ober 
fläche  des  Eilipsotdä.  —  U.  Die  Oberfläche  dec*  schieleti  kegcLs. 

—  III.  Die  fijeodfitfscbe  Linie.  —  IV    Das  .sphärische  i^endei.  — 

V.  Ufbcr  die  Drehung  eines  festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt. 

Jedenfalls  hat  sieb  der  Herr  Verfasser  dieses  ausgezeichneten 
Werkes  ein  sehr  anerkennuugswertbes  Verdienst  um  den  höheren 
mathematischen  Unterricht,  namentlich  uro  den  in  der  Integral- 
recbnnng,  erworben,  und  wir  wünschen  daher  sehr,  dasselbe  in 
den  Händen  recht  vieler  Leser»  namentlich  auch  jüngerer  Stn- 
dirender»  zu  sehen. 


*3  WelcheM  die  vuii  Jucobi  init 


-^'ain^* 


beivicbneten  Punetioneo  «ind. 
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Geodäsie  und  Aslioiioinie. 

Beitrage  zur  Theorie  der  R  ü h  r  e  n  -  L i  I) e 1 1 e.  Von 
Dr.  IM a r i a u  k o  1 1  c r ,  k.  k.  M i ni s t e r i a  1  r a t h e  etc.  etc.  i n  W l e n. 
(8e]»aratabdriick  aus  Jen  Verhandlungen  des  naturfor* 
sehenden  Vereins  in  Brunn.    III.  Bd.  1864.) 

Di«  Libelle  \mX  in  der  GeodÜsie  und  Astronomie  gegenwftrtig 
«I  einem  aasserordentlich  feinen  winkel messenden  Instrumente 
geworden,  wird  aber  diesen  Zweck  nie  erfüllen,  wenn  sie  nicht 
▼er  ihren  Gebrauche  mit  der  grussten  Sorgfalt  und  Genauigkeit 
Tollkomnien  rectificirt  worden  ist.  Dazu  Ist  es  natürlich  nothig« 
alle  muglichen  Fehler  derselben  genau  zu  kennen,  was  nur  mit- 
telst einer  sorgfältigen  Theorie  des  ganzen  Instruments  möglich 
gemacht  ^vird,  \velchc»  letztere  danti  mwh  die  praktischen  Ilüifs» 
mittel  zur  Wegschaffurirr  diciser  Fehler  an  liie  Hand  gt'f)eii,  und, 
diese  \  ornüscresetzt,  dann  auch  von  selbst  zu  den  besten  und  ge- 
nauesten Methoden  fuhren  nird,  die  Libelle  alt$  iimtrument  zur 
iMes>LittL'  sehr  kleiner  Neigungswinkel  gegebener  Geraden  gegen 
den  llnrixont  zu  benulzen.  Je  weniger  Sorgfalt  der  En  ickelurig 
einer  solchen  Theorie  in  vielen  Lelirbiieiietn  gcu iJuict  v\ird,  desto 
verdieueiiicher  ist  die  vorliegende  Schrift,  in  weleher  eine  Theo- 
rie der  Libelle  in  grusster  Allgemeinheit  geliefert  worden  ist,  hier 
sehr  zweckmSssig  auf  die  von  der  analytischen  oder  Cooniitiateno 
Geometrie  und  insbesondere  auch  der  Lehre  von  der  Coordinaten- 
Vcrr^uidlung  dargebotenen  kräftigen  Hilfsmittel  gegründet,  wo- 
bei jedoch  der  Herr  Verfasser  nicht  uriterlassen  hat,  zu  den  auf  . 
diesem  Wege  erhaltenen  Hcsultaten  in  §.  5.  auch  mittelst  der 
sphSrischen  Trigonometrie  zu  gelangen.  Wie  aligcmein  derselbe 
seine  Aufgabe  gefasst  hat,  geht,  um,  hei  der  uns  hier  dringend 
gebotenen  Kttrse,  nur  einen  Piinkt  specleller  so  berühren,  u.  A. 
daraiw  bervor,  dase  er  W9m  Öfters  gar  nicbt  geecbieht  —  eoeli 
die  Febler  einer  sorgfiiltigeo  analytiscben  Betraebfong  nntenogen 
bat,  urelelie  daraus  entspringen,  wenn  die  Libellenaxe  mit  der 
Geraden,  anf  irelehe  sie  sur  Bestimmung  des  Neigungswinkels 
dieser  letsteren  gestellt  worden  ist,  nicbt  in  derselben  Ver- 
tikaleben e  liegt,  wobei  ans  der  entwickelten  Tbeotie  sogleieb 
anf  S.  9.  in  lehrreiebcr  Webe  einfaebe  praktische  Regeln  sor  Be- 
seitigung des  genannten  Feblere,  welche  Jederseit  notbwendlg  ist, 
wenn  der  fernere  Gebmncb  des  Instrnmtnts  anr  Bestimmong  der 
Neigungen  und  zur  Horisonlalstellung  ein  mdglicbst  leichter  und 
sicherer  sein  soll,  abgeleitet  worden  sind.  Diese  Rietboden  und 
Regeio  Bur  Bestimmung  der  Neigungswinkel  und  aur  Uorisental* 
Stellung  (nacb  sorgOltiger  Beseitigung  des  vorbef  berrergeho* 
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btaeo  Fehlers)  «hid  aller  aaf  S.  10.— S«  1&  nit  so  groi$«er  Sorg« 
falt  «ad  Davtfleiikeit  goiehrt  nod  orSrlert  wrorden»  wie  dio«  knoii 
aodonrlrt»  flcbon  ge«db«lMo  «ein  dttrfto*  Wir  botraditan  dkte 
Schrift  daber  ala  ein  hdcbat  lebrreicbea  Muater«  wie  die  Tbectie 
eiaea  ae  feioen  laatroaieata,  wie  die  Libelle  iat,  bebaadelt  trad 
eatwiekelt  werden  mnaat  and  I^Onnen  dleaelbe  daber  allen  Aatre* 
'  nemen  nnd  Geedftten  nur  dringend  aar  aorgflltigaten  Beacbtaag 
enpfeblen. 

Ucbcr  Uas  Passage-Instruiuent.  Von  Ür.  Marian 
Koller,  k.  k.  MiDlsterialrathe  etc.  etc.  in  Wien.  (Sepa* 
ratabdrack  ans  dem  laten  Jabreabefte  dea  natorfor<* 
aebeadea  Vereine  In  BrOnn.)  Brf an.  1803. 

In  der  praktificben  Astrosoinie  findet  das  Passage-Instrument 
hauptsficblicb  in  zwei  Lagen,  nämlich  im  Meridian  und  im  ersten 
Vertikale,  seine  Anwendunsf,  und  in  beiden  Lagen  bandelt  es 
sich  vnrzng^neisc  um  die  Ausmitteluni;  der  Relation  zwischen 
dem  beoharhtftrn  Stiinden\vinkel  eines  Sterns  am  Mittelfaden  und 
dsro  iStunUciiwilikel  desselben  äteroä  in  der  optisciien  A\e  des 
Fernrohrs,  ivctiti  mrin  sirh  dn«  ffi*itrnniehf  als  voHIconiimii  recti- 
ticirt  und  teblcrirei  aul{;es9teiit  denkt.  In  der  voi  jicf-eiule«  Ncbrift 
bat  nun  der  Herr  Verfasser  diese  Auigabe  ganz  allgemein  f»€- 
faftst,  indem  er  da«  Insfrumenl  in  jedem  beliebigen  Azimuth  aul- 
gCätelU  anntnnnt  und  seine  Fehler  in  einer  sehr  e^rOiuiltcht^u  und 
eingehenden  Weise  nur  mit  Mulle  der  sphärischen  Trif»onometrie, 
und  n  itiirlich  der  Differenliahecbnunp,  wie  dies  bei  solchen  Feh- 
|»tI>l stiiumuogcn  ohne  grosse  \Veitlau(ij;keit  tiie  anders  t^escbehen 
kann,  in  der  in  Uede  stehenden  Allgemeinheit  untersucht.  An 
die  Resultate  der  allgemeinen  Theorie  uerdcn  dann  die  beiden 
oben  erw&bnlen  beeonderen  Fille  angeecblosseo,  und  die  die»c 
betreffenden  Fonnete  naa  Jenen  allgeaieiBerea  Poraielo  mit  Leich- 
tigkeit abgeleitet,  wobei  der  Herr  Verfaaaer  dareb  Aawendung 
geeigaeler  Niberungen  zugleieb  Oberall  die  Bedarfaiaee  der  Praxia 
In  iweekmiaalgolert  voo  grosser  Keoatniaa  dieser  BeddrAibMe 
aengender  Welae  berdckalebHgt  bat;  aoeb  sind  bei  aHea  An%a. 
bea  alle  Fllle,  die  laSgNeber  Weise  eintreten  kCnnen,  aorgOiltig 
^MaHrt»  waa  ee  oft  feraaebUaelgt,  von  «na  aber,  aaeb  aaaeren 
behaaaten  Anelebtea  tber  Dlage  dieeer  Art,  Immer  ala  ein  be- 
eoflderer  Vonnig  aeleber  Uateraacbaagen  betraeblel  «ad  daber  bler 
aoeb  bcaoadeva  berrergeboben  wird.  DU  gaaae  Uamtelleng  Ist 
mit  der  grOeatea  Dentttebkeit  and  Klerhelt  gebniten.  OberaU  an 
aebr  aeigfUlig  geselebnete  Figuren  In  aDacbaallebater  W^f  an- 
geeebbiaaen,  aad  dae  dem  Herrn  Yeifaafcr  ae  elgeatbtfmilcbe. 
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das«  wir  einen  Jeden,  der  eich  fllr  dieee  Dinge  inteieeeirt«  anf 
diese  in  alten  Besieiittngen  eebr  iehrreidie  Schrift  anfmerltnain 
machen  mtoen,  wobei  sngleleb  dem  natnrfeniehendea  Vereine  In 
Brfinn  der  iffirmste  Dank  für  die  VerBffentllcbitng  so  instractlver 
Arbeiten  wie  diese  nnd  die  vorher  angeselgte*)  avsgeepiecben 
werden  nniss. 

Ijc  S<"0[>erte  spettroscopiche  in  online  alla  ricerca 
dellu  natura  de  corpi  celesti.  üi^corno  Ictto  alla  l*oii- 
tificia  Accaüeiuia  Tiberiita  il  di  6.  Marxu  lbG5.  l>al  i*. 
A.  Seccbi  d.  C.  d.  G.  Koma  lim.  8^. 

Der  berdbiate.  Vetbsser  dieser  In  der  uPontiiScia  Acoademia 
Tiberina"  in  Rom  gehaltenen  Vorlesung»  welcher  bekanntlich  na- 
mentlich in  allen  optisch -astronomischen  Dingen  als  eine  der 
ersten  Antorltftten  zu  betrachten  ist,  hat  In  derselben  die  herrli- 
chen Aussichten,  welche  durch  die  Spektroscopie  namentlich  aueb 
der  Astronomie  erSffnet  werden,  in  einer  so  eingehenden  und  lehr- 
reichen Weise,  zugleich  aber  auch  in  einer  so  herrlichen  und 
blühenden  Sprache  besprochen  und  erörtert,  dass  ein  Jeder,  der 
sich  für  diese  Dinge  intercssirt,  en  uns  gcui^s  Dank  wissen  ^ird, 
hier  auf  diese  iScbrift  aufmerl^aai  gemacht  und  hingewiesen  au 
haben. 


Maut  i  k« 

Ahnanach  der  österroichischeri  Kriegs- !M  ar  ine  für 
da»  Jahr  1H()5.     Her  ausgegeben   von   der   hy  drograp  bi- 
sch eu    An:^lalt    der   k.  k.   Marine.     Vierter  Jahrgang 
Wien.    Gerold.  8*^. 

Der  dritte  Jahrgang  diesrs  von  dem  ümfange  und  der  Ent- 
wickeloog  der  Osterrelcbiscbeo  Kriegs  Marine  stets  und  immer 
von  Neuem  ein  sehr  interessantes  Bild  liefernden  Almanaebs  ist 
im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXIII.  S.  14.  angeaelgt  worden.  Ausser 
dem  gewöhnlichen  Inhalte  (Kalender  und  nautische  Ephemerido 
1865,  höchst  vollständige  Genealogie  des  regierenden  Kaiserhauses, 
k.  k.  Marine  •  Ministerium,  Personalsfand  der  k.  k.  Kriegs-Marine) 
enthält  wie  seine  Vorg&nger  auch  dieser  Jahrgang  wieder  meh- 


So  wio  andb  dwaadiber  aiiter  Phjtifc  angesolglon  Sehrlfl  iher 
den  AogD«l'flch«B  HoHostaKefi. 
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rere  sohr  zu  beachtende  wisflenschaftÜche  nautische  AufsäUe. 
Zuertil  machen  wir  aufmerksam  aiii  den  AuCsatz  des  schon  so 
vielfach  verdienten  Directors  der  hydrographischen  Anstalt  io 
Triest,  de«  Herrn  Prof«Mor  Dr.  Schaub:  (Jeher  dl« 
dernngeo  der  OeviaÜoii  des  Coiupasses,  «reiche  derek 
eine  Aenderaog  der  geogrepbiscbea  Position  anddoreh 
eioe  Seitenneigung  dee  Schiffen  Forurencht  werden 
kSnnen,  wobei  wir  bei  dieser  Gelegenheit  nicht  anterinssen  wet» 
len,  eile  Nnntiker  no  das  schOne,  im  Liternr.  Der.  Nr.  CLXVIII. 
nageseigte  ansfttbriiche  Werk  desselben  Herr  VerfiMsers  ,>üeber 
die  Doviatlonen  des  Gompnaass*'  sa  erinnern  nnd  wiederholt 
anf  dasselbe  aafnarkaam  sa  maehen.  Voa  grossem  latereaaa  elnd 
ferner  im  Almnaach  8.97— 8.  (ML  und  8.80—8.981  die  beidon 
AnfaJUse:  MSebIffscapitain  M.  J.  Bonrgola':  Rdfntatloa 
da  ayat^mo  des  reoto  de  M.  Manry.  Von  Emü  Stahl- 
bet ger*' und  „Gra|>hiscbe  Losungen  einiger  Aufgaben 
aaa  der  Küstenschiff fahrt.  Von  l>r.  Paugger/*  Was  den 
ersten  dieser  beiden  AeMtae  botrtft»  so  sah  skb  der  franxösische 
8chÜMnpltia  Boargois,  der  namentlich  nährend  der  chinosi- 
sehen  Campagne  sehr  hfiuüg  Gelegenlieit  hatte,  sich  von  der 
ISichtabereinstimmaag  Windverhältnisse  mit  der  Maury^schen 
Hypothese  su  flberzeagen,  und  der  z.  B.  12  Mal  jene  Zone,  in 
welche  Maury  permanente  Calmen  «lelegt,  pa^tsirte,  daselbst  aber 
nicht  selten  Winde  antraf,  die  seinem  Sc  hiffe  eine  Geschwindig- 
keit von  10 — II  Knoten  zw  verleihen  im  Stande  waren,  dadurch 
veranlasst,  das  !Manry'sche  \Viruisyste:n  einor  einf*rhendcn  Ver- 
gleichiina:  n>it  drn  »!ufch  die  Maury  sehen  Knrtrn  t'ehoteiien 
Kacteu  zu  ur^terzii  lii  ii.  Auf  diese  Weis©  liefetto  er  w'u-ht  nur 
den  cnt«eheiden«lf  11  !5( v  *  d.iss  die  in  den  iManrv  ^then  Kar- 
ten nieder<if»l<^  M t  a  i  hiil-athtii  >t<  h  unmöglich  mit  lieii  thforetl- 
sclien  Ai -^K  !it'  n  (!e>»sell>eri  Autors»  vprpjfjharen  Ins.sftt.  in  einer 
voilkoiiiiiit  II  i»etriedigenden  \Ve5«o .  sorKleri»  i^elani^le  hei  seinen 
üntersuehungen  auch  zu  einer  h'\c\\  den  Thalsaclien  viel  natür- 
licher und  besser  anschmieL'cndcn  Theorie  der  Luflcirculation. 
Herr  E.  Stahlberi;e r  giebt  uua  m  einem  vorliegenden  verdienst* 
liehen  Aufsatze  einen  zwar  m!*!rängten,  aber  doch  sehr  vollstnn- 
di[;en  Au^^^:u^  utis  der  in  jeder  Beziehung  beacbtcn.s\\  crthcn  Ar« 
beit  von  Bourgois  (Revue  maritime  et  coloniale,  mai, 
juin  et  juillct  1S63),  welche  von  Neuem  deutlich  zeigt,  wie 
grosse  Vorsicht  in  allen  meteorologischen  Dingen  ansnvieoden 
Ist,  nnd  wie  weU  wir  darin  noch  von  einer  «vabrea  »»Winsen - 
aehaft^  eatferat  aind.  —  Endlleh  enthalt  diseer  Jahrgang  oan 
aeeb  daa  im  vorlgea  Jahrgange  tersprochene  Verselehalaa 
der  Leaehtfeaer  Ibi  geaamniten  Mlttelmeere.  Naeh  den 
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amtlichen  Veroffentlichangen  der  kftlserl.  franz.  und 
kSnigl.  grossbrit.  Marine-BebOrden  zusamment^osteUt 
von  Robert  Müller  ( Abgeschlossen  im  August  1^64),  saC 
welebes  alle  Maatiker  aafmerksaro  gemacht  werden  mflssep.  - 

Möge  uns  die  k.  k.  hydrographische  Anstalt  auch  im  folgen- 
den Jahre  wieder  mit  einem  so  vieles  Interressante  und  Wichtige 
enthaltenden  Jahrgänge  dieses  fGr  die  praktische  nod  wisseo- 
scbaftliche  Forderung  der  Naotik  wichtigen  Almanachs  erfreuen! 


Physik.« 

Zur  Tfieoric  iles  August'sclien  H  rl  ?  o  s  t  at  e  n.  \  on 
Dr.  Marian  Koller,  k.  k.  M  i  n  i  s  t  erial  r  a  t  Ii ,  E  hren  niitgied 
des  na  t  urlüt  s  c  1»  e  n  d  e  n  VeieiriH  in  Brünn.  ( S  o  f » a  r  a  t  n  h  - 
druck  aus  de  tu  II.  Hanfle  der  V  e  ra  n  d  lu  n  f»e  n  des  nalnr- 
torsühenden  V  et  eins  in  Br&on).  Uerausgegebeu  vom 
Vereine.    Brünn.    1864.  S^. 

Der  Aagnst'ache  Hellostaf  seichnet  sich  bekaontlkli  dordt 
seine  Einfaebheit  vor  anderen  lostnmienten  dieser  Art  vertheilhaft 

ans  und  rerdlent  immer  allgemeiner  in  Gebranch  su  kommen. 
Deshalb  rerdient  auch  der  Herr  Verfasser  dieser  Schrift  beson- 
deren Dank»  dass  er  in  derselben,  nach  einer  knrsen  Besehreibnng 
des  Instruments,  eine  eingehende,  durch  Eleganz  ausgeseichnete 
Thorle  demselben  mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  sowohl, 
als  auch  mittelst  der  sphärischen  Trigonometrie  entwickelt  hat, 
aus  welcher  sich  überall  ziemlich  einfache  nnd  auch  zur  logaritb* 
mischen  Rechnung  sehr  bequeme  Formeln  ergeben  haben.  Dass 
aus  diesen  Formeln  Alles,  was  zur  richtigen  Aufstellung  und  zum 
richtiiren  Gebrauche  des  Instruments  n«"thifj  ist,  in  der  snri:- 
tältigsten  Weise  abgeleitet  worden  ist.  kann  man  in  einer  ihreui 
Gegenstände  mit  solcher  Umsicht  und  Liebe  sich  widmenden 
Schrift  nicht  anders  erwarten;  auch  sind  ein  Paar,  den  Gebrauch 
der  Forru'ln  erieichtenidü  iiüifstafeln  beigegeben  worden,  sfv  dass 
jedenfalls  der  Physiker  in  dieser  Schrift  Alles  mit  grösster  Deut- 
lichkeit und  Genauigkeit  abgehandelt  findet,  was  ihm  bei  dem 
Gebrauche  des  August 'sehen  Helrostaten  zu  wissen  nütbig  ist, 
weshalb  auf  dieselbe  hier  recht  sehr  zu  sorgfältigster  Beachtung 
aufmerksam  gemacRt  werden  muss. 
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Vermischic  Schriften. 

Annali  lii  Mateniatica  pnrn  ed  ap  plicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  c  coiiipilati   ila  E.  l$etti  a  Pisa, 

F.  lirioscbi  a  Pavia,  \.  Gcnorrfii  a  Torino,  B.  Tortolioi 
a  Roma.  (Vergl  Literar.  Her.  Nr.  CLXX.  S.  18.) 

Tom.  VI.  No.4.  Sopra  aleone  qaeationi  naUa  Caorla.  clalle 
ciirfa  piaaa  del  Prof.  Creaiona.  p.  153.  —  Soll*  eiptailona  dalla 
corva  piaaa,  loogo  geooietrieo  di  an  paoto  dal  qaale  condolta  doe 
fangeati  a  doe  eireoli  di  egval  raggio,  il  loro  prodotto  aia  ao- 
staate.  Nota  dei  Prot  B.  Tortolini.  p.  m  BiTlate  hU 
MtogvaflM»  Sulla  tooria  dello  conieho.  Articolo  del  Prof.  L. 
Crem  ODO.  p.  179.  —  Formoto  relative  ad  uo  pentagona  iocritto 
al  eircolo.  Articolo  dal  Prof.  B.  Tortolini.  p.l91.  —  Sali'  el- 
lisse  della  piü  piccola  aoperteie  eircoscritta  ad  an  triaogolo  dato. 
Articolo  del  Prof.  Tortolini.  p.  196.      Pnbblleaaioni  recenti. 

p.m 

Tom.  VI.  INü.  5.  De  curvatura  superticierum  quaestiones. 
Aactore  F.  M  i  n  d  i  n  g.  p.  201.  — Rlvist«  bibllografic».  Pas- 
sages  relatifs  a  des  soiuniatioos  de  seriea  de  cubes.  Par  M.  F. 
Woepcke.   p.  225. 

Giornale  di  Matematicbe  ad  nao  degll  studenti  delle 

aniversitä  italiane,  pubblicato  per  cura  dei  Profesoori 

G.  Battagllrii,  V.  Janni  e  N.  Tradi.  Napoli.  (S.  LIterar. 
Ber.  Nr.  CLXX.  S.17.) 

Anno  11.  Novcmbre  1804.  SügV  invariaoti  ed  i  covarianti 
delle  forme  binaric;  p^r  G.  Novi.    p.3*21.  —  Quistionc.    p.  330. 

Ricerche  di  analisi  applicata  alla  gtoiuelria;  per  E.  Reltrami. 
p.  331.  —  Sülle  Torme  binaric  dei  primi  quattro  gradi;  per  G.  Bat- 
taglioi.   p.  340.  —  Progranima  di  concorso.   p.  352. 

Anno  II.  Dicembre  il864,  Nota  sul  cangianiento  della  va- 
riablte  indopendente;  per  Eligio  Martini,  p.363.  —  Propietä 
d!  un  determinanto;  per  Ciro  Sardi.  p.376.  —  Aannoiio  bi- 
bliografico.  p.380. 

"Wir  freuen  uns  sehr,  hiermit  den  Scblaas  den  siveiten  Jahr- 
gangs dieses  trefflichen,  in  aeiaem  fMee  ee  Auegeieiebnetea 
leiateiidefl  Jooraale  anieigen  an  kSanen,  und  wUneehen  den  ver- 
dienten Berten  Heranagebem  aufrichtigst  GUick  an  diesem  nage- 
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hiDilerteii  Fortgänge  ihres  Uotemeluiiens,  durdi  welches  die  Wie- 
sensehafl  und  der  Unterricht  in  derselben  In  Italien,  so  wie  aneh 
fliierhanpt,  wesentlich  gefördert  wird. 

N  o  V  a  Ä  c  t  a  k  e  g  I  a  e  S  o  c i  c  ta t i »  c  i  e  n  t  i  a r  u  ni  l '  f»  s  n  I  i  e u  - 
818.   iSeriei  tertiae  Vol.  V.    Fa«c.  I.    Upsaliae.   i^X.  4^ 

Der  IV.  Band  Fase.  II.  dieser  wichtigen  Schriften  ist  im  Li- 

terar.  Ber.  Nr.  CLXV.  8. 13.  angezeigt  worden.  Der  vorliegende 
neno  Band  enibfilt  auf  S.  I—S.  145.  und  S.  I  —  8.  XCII.  eine 
grosse  Abhandlung  über  die  atmoopliSrische  Polarisation  des  Licbts 
anter  dem  Titel:  „Rlönoire  sur  la  Polarisation  de  ia  lu- 
raier©  atmosphdrlque  par  Dr.  R.  Rubenson",  wplrhr  je 
denfalls  die  grosste  und  wichtigste  Arbeit  ist,  welche  bii»  jctat 
fliier  den  fraglichen,  in  so  vielen  Beziebungen  interessanten  Ge- 
genstand erschienen  i^t,  and  die  wir  daher  zu  der  sorgfältigsten 
nod  allseitigsten  Beachtung  dringend  empfehlen  müssen.  Dieselbe 
nimmt  auf  alle  fri'iboren  Arhciten  Riicksirlit  tind  bespricht  dieselben 
eingehend,  entlitU  <!ann  n?»pr  hauptsächlich  die  €i<»ener!  (heo- 
retisrhen  Ansichtor»  de^  Herrn  Verfasserg ,  ^ei^ründet  nul  eine 
gross©  iieihe,  in  Horn  uiul  Segni  ancosff  IIi-t  li  ichet  sorgif^lti- 
ger  und  genauer  Beobachtungen,  von  denen  aul  8,  I — S.  \til 
ein  vollständiges  Tableau  mitcetheilt  vvird.  Der  Hauptinhalt  ist, 
ausser  diesem  Tableau  der  iiuübacbtniim'u .  loi^iMnln  :  I.  flisio- 
riquc  et  Litterature.  —  II.  8ur  la  cause  de  la  [loiarisation  de  iu 
iumiere  atmosph^rique.  — ■  III.  I*)an  j^eriöral  des  etudes  a  faire 
sur  la  Polarisation  de  la  Iumiere  atniospberique.  —  IV.  D^scri]>tion 
du  Pnlarimetre.  —  V.  Remarques  sur  le  Polarinietr e.  —  VI.  L'In- 
stallation  de  i  inhlrunient.  —  VII.  M^thoflo  <1  olKservation.  —  VIII. 
Position  du  point  maximuni.  —  IX.  \  arlafion  diurne  de  ia  pula*' 
risation  du  point  nKiximum.  —  X.  Uiscus^ion  des  observ ations.  — 
XI.  Sur  les  pcrturlj.itions.  —  XII.  Phenomeues  problematiques. — 
Aus  dieser  kurzen  .\n<;abe  des  Inhalts  wird  mau  den  Plan  volU 
ständig  erkennen,  den  der  Herr  Verfasser  bei  seiner  ganzen,  auf 
genaue  Boohachtongen  gegründeten  Untersuchung  befolgt  hat,  und 
wfar  aussen  gestehen»  dass  wir  diese  schöne  Arbelt  fär  ein  wah- 
res Muster  fttr  alle  derartige  Unteranchungen  halfen,  für  deren 
VerSffentlichnng  die  KSoigl.  Socieilt  der  Wissenschaften  In  D|i8aln 
Jedenfalls  den  grussten  nnd  wirnsten  Dank  verdient.  So  wie 
wir  die  Schrift  mit  dem  grSssten  Interesse  nnd  der  vielfiuhsten 
Belehrung  geleaen  haben «  wird  dieselbe  ftlr  Jeden,  der  eich  mit 
solchen  Unterauehnngen  beschlftlgt,  jedenfalls  ein  gisich  grosss« 
Interesse  darbieten  nnd  hei  dergieiehen  Untemnehnngen  tsu  Kei- 
nem entbehrt  werden  kümien. 
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Ausser  dieser  lirossj'u  und  \v  u  fitiLM  n  Abhandlung  enthält 
der  vorliegende  Band  noch  vvie  gewuIulKh:  „Resultats  dog 
observations  met  eorologiqucs  faites  au  nouvel  obser- 
vatoire  d'Upsal  pendant  l'annee  1861.  Observateur  et 
Red  acteur:  IVI,  Wackerbar  th.'  Die  Beobachtiinf^en  sind  wie 
immer  auch  für  diesen  Jahrgang  vollständig  mitgetheiit  und  sehr 
sorgßiltig  redigirt»  so  dass  auch  diese  üeo!»aibtungs- Journale 
jedenfalls  zu  den  wichtigsten  gehören,  die  wir  überhaupt  besitzen- 

Sitzungsbericht«  der  kaiseri.  Akademie  der  Wie* 
sensehaften  in  Wien.  (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.CLXVlL 

Band  XLVIII:  Heft  V.  Schreiben  des  wirklicheii  Milgiie- 
dea  Herrn  Dir.  Santini  an  den  GeneraJ  -  Sekretftr  der  Akademie 
(Aber  den  fanlten  Gometeo  ron  1863).  S.  890.  ^  Lorenz;  Brack- 
waaaer- Studien  in  der  Elbmandong.  8,602.  —  ScbrStter: 
Deher  das  Vorkommen  dec  Thailiuma  im  Lepidolitb  ans  MShren 
nnd  im  Glimmer  aaa  Zinnwaid.  S.734. 

BandXLlX.  Uefti.  HaiJinger:  Sternschnuppen,  Feuer- 
kugeln und  Meteoritenschw'ärmc  im  Zusammenhange  [)t'tra«  htot. 
S.6L  —  Julias  Schmidt:  Zweiter  Bericht  über  das  zu  Athen 
am  18.  October  1863  beohaehtete  Feuermeteor.  S.  17.  —  Hai- 
dinger:  Der  Meteorstein  von  Toarinoes-Ia- Grosse  bei  Tirlemont. 

Band  XLIX.  Heft  il.  Haidingcr:  Der  Meteoritenfall  von 
Tourinnes-!a- Grosse  Nr.  2.  S.  158.  —  Uii ferdiuger:  Aufstel- 
lung einer  neuen  Pendelforniel  und  Darlegung  einer  Metbode,  aus 
der  Länge  des  iSecundeupendels  in  verschicilenen  lireiteo  die 
Fliehkraft  und  die  Form  und  Cirüsse  der  Krdc  zu  bestimmen. 
S.  2\0.  —  Derselbe:  Vergleichung  der  i*endelformel  mit  den 
Beobachtungen.  S.  2*20.  —  v.  Wal  tenlnilen:  Beobachtungen 
über  die  Polarisation  consfanter  Ketten  und  deren  Einfluss  bei 
Spaonnugsbestimmungen  nach  der  Compensafionsuiethode.  S.  229. 
—  Knochenhauer:  Ueber  den  Zusaminenhang  des  i\Jagnetis- 
mus  mit  den  Osciilationen  des  Batteriestroms.    8. 249. 

Band  XLIX.   Heft  Iii.  Oppolzer:  fintwiekelung  von  Dif- 
ferential formelii  svr  Verbesserung  einer  Planeten  •  und  Kometen- . 
bahn  nach  geoeentrisciien  Orten.  S.  271.  —  Derselbe:  Ueber 

die  Bahn  des  Planeten  (^).  S.289.  —  Derselbe:  Babnbestim- 

mung  des  Kometen  I.  1861.  IS.  303. —  Dit.sr  h  einer:  Die  Bre- 
chuDgsquotieuteu  einer  Lösung  des  salpetei6uureu  VVismuthuxydes. 

8*» 
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S.  326.  —  Jelinek:  Au.«zi![»  aiw  Lincni  S(  lireilieu  lies  [feirn  Prof. 
Cohn  in  Breslau  über  einen  merkwürdigen  Schnee-  und  Staub- 
fall. S.  330.  —  €.  Dcschmanii:  üeber  einen  merkwürdigen 
Schneefali  bei  Heifniz  am  21.  Februar  d.  J.  S.  337.  — v.  Lit- 
trow:  Pby-sische  Zusaninu  rikuiilte  der  Asteroiden  im  Jahre  1864. 
S.339.  —  Frischauf:  Bahnbetttimniung  des  Kumeten  lö6o.  II. 
S.  345. 

Band  XLIX.    Heft  IV.  und  V.    Mosfiammer:  Centiml- 
projection  der  Linien  sweiier  Ordnuni^.    S. 372.  —  Maidingvr: 
t  Ein  Meteorfall  bei  Trapenmt  am  la  Oeceinber  1^.  S.468. 

Atti  deir  Aceademia  Pontlfiela  de'  naov}  Itlneei» 
compilati  dal  Segretario.  Anno  XVIM. 

Wir  freuen  uns  sehr,  durch  die  benilmite  Accademia  P. 
de'  n  iw)  \  i  Liiicei  in  Rom  in  den  St;in(i  qesetzt  zu  sein,  von 
ihren  wichtigen  „Atti"  von  jetJit  an  «len  in  den  Kreis  des  Archivs 
gehurenden  Inhalt  unseren  Lesern  rejyelmSssitj  anzei<;en  /n  können, 
und  sprechen  ilafür  der  Akademie  überhaujit,  so  uie  namentlich 
dem  hochverdienten  Sekretär  und  Bibliothekar  derselben,  dem 
Herrn  Paolo  Volpicelli  und  dem  Herrn  Principe  1).  Bal- 
dassarre  Boncompagni  hier  unseren  vvärfnsten  und  aufrichtig- 
aten  Dank  aus. 

Aniio  XVHI.  Se«;sione  K  del  4.  Oieembre  1664.  Rl- 
cerche  analiticbe  aul  hitilare  tanto  magnetonetro,  quanto  elettro- 
mefro;  sulla  cnrra  bißlare;  e  sulla  misora  del  magnetiaolo  ter- 
restre.  Memoria  del  prof.  P.  Volpicelli  (Continuazione  v.  XVIl. 
p.331  —  p.  356.).  p.  1  —  16,  —  Observations  et  tb<»oried  des  Anciens 
Sur  Ie8  attractions  et  los  repulsions  magndtiques ,  et  sur  le« 
aftrartions  electricpies  par  Th.  Henri  Martin,  dnven  de  la  fa» 
cultü  des  letfres  rJe  l?onnes.  P*  Partie  (Continuera).  p.  17— 3*2.  — 
Sur  ie  mouvement  des  ondes;  lettre  de  M''.  le  marqnis  Anatole 
Hne  l>o  Caligny  a  Mr.  Ie  Commandeur  Tialdr.  p.  33— 35.  — 
Note  Mir  !e  mouvement  des  ondes,  produite.s  dans  un  canal  par 
Je  bal JIM  t  nuMit  d*un  hateau ;  par  le  niemc  (preseoted*  par  Mr.  le 
Conini;unl(>iir  (ialili.).  p.  36-— 39.  —  Suilo  spettro  terrestre  atmo- 
sferico  e  8ulia  relazione  dei  fenoment  raagnetici  cui  uieteorolo- 
gici.  Nota  del  R.  P.  A.  Secchi. 40.  —  Terza  lettera  astrono- 
mica  del  Cav.  (riiiseppe  Bianchi  (La  «ipecola  privata  del  sig, 
marcbese  II.  IVI  o  n  t  ccu  c  c  i»  Ii  in  Mo  de  na.  Parte  I.).  p.  41 — 54. 
—  Cinqtie  lueniorie  dei  S\ii.  (  liasle.s;  presentate  dal  prof.  Vol- 
picelli, relative  alle  sezioni  coniche.  (E»  iiiud  dies  die  bekann- 
ten, io  den  Comptes  reodus  erschienenen  Abhandlungen  über 
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die  KegeUehnitle,  von  denen  Herr  Volpi ce Iii  bier  eine  Analyse 
liefert.),    p.  —  Sulla  elettro»(atka  indusione.  Deeima 

conimnnicazione,  del  prof.  P.  Volpicelli.   p.  59— 03. 

Anno  XVIII.  Sef*sione  11^  del  8.  (iennaro  1865.  II  pe- 
riodo  glaciale  e  raiitichila  delT  uomo.  ültitiio  braiio  di  storia  ter- 
restre  del  prof.  Giuseppe  Panzi.  p.  73 — 96.  —  Observations 
et  Theorics  des  Aiiciens  sur  !es  attractious  et  les  r^pulslons  ma- 
giietiiiues  et  Sur  les  atlractionji  elccli  i(jui>s ;  parTh.  Henri  Mar- 
tin, Doyen  de  la  lacuile  des  letfres  ;i  Ivennes.  (Continuaxione  e 
fine.  \  edi  p.  32).  p.  97— 123.  —  Primo  sa^gio  di  Osservazioni 
Aleteorotogiche  coniparative  fra  Roma  e  il  Monte  Cave;  istituUe 
e  discusse  da  Giuseppe  Dr.  Serra  Carpi.  p.  127  — 129.  — 
Sulla  uieinuria  del  sig.  Cav.  Michele  Stefano  de  Ro^si,  iott- 
tolata:  Analisi  geologica  cd  architettonica  delle  cataconibe  ro- 
inane.  Coniunlcaztoue  del  prof.  P.  Volpicelli.  p.  130 — 132*).  — 
Intorno  alia  j)ii|tilla  umana  suboi  tilnatjniente  alla  «-nnlrattilita  dell' 
lri(!c.  Osscrva/.iufii  del  jiroi,  U  u  cavaliere  Tigii,  preaeulute 
dai  prüf,  ^»ocrate  Cadet.    p.  IGÜ — 162. 

Wir  werden  uns  eine  regelmieeige  und  schleunige  Anzeige 
dieser  wichtigen  Pnbücationen  nebr  angelegen  nein  lassen. 

ßulIetiiiH  de  rAcadeniie  Royale  des  htm' ii  ces ,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  (Vergi.  Lite- 
rar.  Ber.  Nr.CLU.  S.7.) 

3i"«  Anntfe,  ^^Sdr.  T.Xili.  Note  sur  les  tremblements 
de  terre  en  1859«  par  M.  Alexis  Perrey.  Rapport  de  M.  Dn- 
prez.  p.5.  Rapport  de  M.  A.  Qnetelet.  p.A.  ^  Notiee  bi- 
etortqoe  Sur  la  vitesse  et  sur  Taberration  de  la  luniidre;  par  M. 
le  major  Liagre.  p.  10.  —  Sur  Torigine  de  rdlectricitd  daos  les 
piles;  par  M.  Martens.  p.3G.  —  Recbercbes  snr  la  lialsoo  entre 
les  pbdnom^nes  de  capillarild  et  d'endosmoss;  par  M.  B^de* 
'  p.  III.  —  Sur  Torigine  des  dtoiles  filantes;  par  M.  A.  Qoeteiet. 
p.  122.  —  Sur  les  dtoiles  Olantes  de  novembre  et  dtfccmbre  1861. 
Lettre  i  M.  A.  Quetelet  par  M.  E.  C.  Her  rieb  de  New-Ha?en 
(Connecticut),  p.  137.  ^  Observations  de  la  lune  et  des  etoiles 
de  cnlminatien  lunaire  faites  k  rebsetvatoire  de  Brozeiles  en  1860 


•)  Hei  80  wicluigeu  unil  in  Dentitlilaiid  «o  wcni^'  ht-kfinnten  Schrif- 
tco  wie  diese  ,,Alti"  sind,  halten  wir  es  nicliL  iur  uniw ecknnusig,  auch 
dann  und  wnnn  eine  interetsante ,  wenn  nuih  nicht  unbedingt  io  dco 
Kreit  des  Archiv«  gehörende  Abhandlung  zu  berncfciichtigen. 
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et  1861;  pr^sentees  par  M.  A.  Quetelet.  p.  134.  —  Sur  le  lua*;' 
n^tisme  et  aar  l'älectricitö  statiqae  et  dyo&mique  pendaot  lea 
orages;  par  MM.  A*8ecchi  4  Rome  et  H.  A.  Quetelflt  ^Bra« 
sellefl.  p.  196.  —  Sur  lee  paretonneme,  netice  par  fil  F.  Do- 
prez.  p.227.  Oe  la  Tariation  annneUe  de  rinclinaisoa  et  dt» 
la  d^littalaoo  raagn^tiqoe  Ii  rObaervatoire  R.  de  Brnzelle»,  depaU 
1827  jusqu'A  ce  jour;  par  M.  A.  Qaetelel.  p.228.  —  Hdthode 
peur  meaurer  la  parallaxe  horiaontale  dea  aatrea;  par  M.  J.  C. 
Home  au.  p.232.  —  Sar  nn  mode  particitller  de  prodaetion  dea 
boUea  de  aavoa;  par  M.  F.Plateau.  p.26(l.  — »  Sur  lea  ndbo* 
leoaes.  Sur  rbygronidtrie.  GommunicatioDe  de  H.  A.  Quetelet 
p.  445.  —  Sur  lea  varlatioDa  pdriodiquea  de  ratmeapbAre»  d'aprte 
lea  obaervationa  faitea  en  Antriebe  et  lea  paya  eaviroBoaeta« 
Lettre  4  M.  A.  Quetelet  par  M'.  Krell,  p.448. 

Sl"«*  Annec,  2"^  %6x.  T.  XIV.  Note  sur  l  electricite;  par 
M.  E.  Biiltinck.     Rapport  de  M.  Poei  üia  u ».    p.  3.  —  iNote 

Ics  treinblcmetits  de  terre  en  1860;  par  !M,  A.  Perrcv.  Rap* 
|M>rt  de  Rl.  F.  Diiprez.  p.  73.  —  L*Age  et  Ic  but  des  }>}  raiKules, 
lus  daiis  Sirius,  par  AI  a  Ii  iii  o  ii  d  -  I{  e  y,  astronome  de  ä.  A.  ie 
vice-roi  d  Ki;yple.  Kapport  de  M.  Ll;i  i;re.  p.  107.  Rapport  de 
M.  Quetelet.  p.  169.  (Die  sehr  iiitercssaute  Abhandlung  de« 
Herrn  Mahrooud-Key  selbst  findet  sich  p.  171 — 187).  —  »Sur 
ane  nouveile  dispoaiUon  de  baromötre ;  par  M.  A rm e Iii n i.  p.  272. 
—  Sur  lea  dtoilea  filantea  da  lO  aeAt  1862.  Lettre  de  M"».  Scar  • 
pellini  ä  M.  A.  Quetelet  p.273.  —  Sur  lea  eragea  dea  meia 
d'aoüt  et  de  aeptembre  1862;  par  M.  A  Quetelet  p.S77.  — 
Sor  la  direction  da  eouraot  dlectrlque  daoa  le  eorpa  dea  aolntaio^ 
peodaat  la  vie  et  aprto  la  mort  Lettre  de  M.  Zantedeacbi  k 
M.  A.  Quetelet  p.278.  —  Sur  la  lel  de  rotation  dea  veuta»* 
par  H.  Wolfers  k  Berlin,  p.282.  —  Sur  deuz  nonveaux  md- 
motrea  de  M.  B^de  faiaant  auite  k  aea  Recberebea  aur  la  ea- 
pillarild.  Rapport  de  M.  Plateau,  p.344.  -~  Note  aar  lea  pa« 
ratonnerrea  aana  raecordemeota;  par  M.  Jaapar.  Rapport  de  M. 
Duprea.  p.349.  —  Note  aar  le«  paratonnerrea  aana  raocorde> 
meuta;  par  M.  Jaapar.  p.381.  —  De  rdtabllaaemeot  dea  para- 
toonertea  aor  les  ddi6cea  ou  le  fer  eatre  eoinnie  dldmeot  eaaeo- 
tiel  daaa  la  eonatruction.  Rapport  de  M.  F.  Daprea.  p.  443.  «— 
Ezpoad  gdoiB^trique  du  calcul  diff^rentiel  et  intdgral;  par  M.  La* 
aaarle.  Rapporte  dea  MM.  Sc b aar  et  Braaaenr.  p.  453.  — 
Difference  des  tempa  eotre  Brusellea  et  Vienne,  pour  lea  dpoquea 
critiquea  dea  plaotea  et  dea  animaux;  par  M.  A.  Quetelet. 
p.  456.  (FortaetaoBg  im  nScbatee  Hefte.) 
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Sitzungsberichte  der  küaigl.  bühmiscben  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  in  Prag.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXV.  S.  14.) 

Jahrgang  1864.  Januar  —  Jani.  S.62  —  S.  55.  Bemer* 
kungen  xu  Gauss'  Kennzeichen  der  CooTergenz  uoendlicNer  Reihen. 
Von  Herrn  C.  Hornstein  (Ein  Beweis  des  von  Raabe  in  der 
folgeoden  Woise  aoogesprocbeneo  Satses :  „Wenn  in  einer  Reibe 

"3  ••••  «">  Un\\  der  Quotient     —  bei  m  uiicmlliclitiu  Wach- 

sen  von  n  die  Einheit  cur  GrSoze  hat,  so  bilde  man  »(I  —  ^^^). 

Ist  die  GrSnze,  welcher  8ich  dieser  Ausdruck  hei  m  Wachsen 
von  n  nähert,  positiv  und  grösser  als  1,  so  convert^irt  die 
iveihe."  —  S.  114— S.  133.  Herr  A.Nowak:  Üeber  die  Sch^van- 
ktinr;en  des  Quellenergasses  oder  der  Quellenausflussmenge.  — 
fe.  147  —  S.  157.  Herr  Lippicfi  hielt  einen  Vortrag  über  Dar- 
stellung und  Anwendung  der  Schivingungscurven. 

Jahrgang  1864.  Juli  — December.  S.  69— S.73.  Herr 
Pierre  machte  einige  kleinere  pbyeikaiiecbe  Mittheilungen,  und 
swar:  I.  Ueber  Ur.  Wolf»  Wfirrelmodelfe,  mittelst  welcher  man 
zeigen  bann,  dass  durch  Zerlegung  des  WürfeU  und  geeignete 
droppirang  der  erhaltenen  Tbeilstilcke  mannigfache  andere  Kür- 
performen erhalten  werden  können.  Herr  Pierre  verspricht  sich 
von  diesen  Modellen,  die  in  rein  geometrischer  Beziehung  inter- 
essant sind,  für  die  Krystallographie  keinen  wesentlichen  Nutzen* 
macht  aber  verschiedene  interessante  Beroerkunc^en,  wie  der  Grund- 
gedanke in  zweckmässiger  Krweiterung  doch  (Vir  die  genannte 
Wissenschaft  nutzbar  gemacht  werden  kann.  *i.  t^eher  eine  He- 
roerkung  von  J.Möller  in  der  neuesten  Auftage  seiner  Physik, 
gewisse  elektrische  V^ersuche  hotrcffend  —  S.73  — S.  78.  Herr  F. 
Lipp  ich  hielt  einen  Vortrag  über  die  I  resnel'sche  Intcrprefation 
der  imaginären  (irr,s^en,  —  8.112  —  M.  115.  Herr  Dure^e  er- 
l:ititrrtc  ein  Verfahren  zur  Herstelhintr  von  Modellen  für  dir  Art 
von  Flächen,  welche  Riemann  hei  seinen  Untersuchungen  über 
die  Functionen  einer  coniplexen  Variablen  eingeführt  hat,  unter 
Vorlegung  einiger  danach  angefertigten  Modelle.  —  S.  115  —  S.  121. 
Herr  Matzka  machte  mehrere  kleinere  Mittbeilungen,  und  zwar: 
1.  Einfache  Umwandlung  goniometrischer  imaginflrer  Binome  in 
imaginäre  Exponentiellen.  II.  Betrachtung  einiger  L;ebroehciieQ 
Linien  mit  Paaren  gleichlanger  paralleler  Seiten ,  deren  alge- 
braische i'aiallel  -  Projectionen  auf  Achst  ri  .suiuinirt  sich  aufbeben. 
III.  Einfache  Bestinimungsv% eisen  der  Richtcosinus  der  von  ebenen 
oder  krummen  Flächen  jreflectirteo  oder  gebrochenen  Licbtstrah- 
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leD  mit  Benatmog  de«  so  eben  fin  II.)  besebrlebenen  Frojectioiis* 
ver fahren  unter  Verweisung  auf  Arcbiv  iler.Metiieni.  und  Pbye. 
(Tbl.  XXXIV.  S.316.)»  Indem  der  Herr  Verfaseer  jedoeb  mit  Recbt 
den  jetvt  bier  angewandten  Vorgang  ßr  den  eiofacbsten  bilt 

Wir  bedauern,  dass  wegeii  de^  vtirliegenden  überreicbeu  Ma- 
terials die  Anzeige  dieser  Sitzuugäbertchte  der  so  erfolgreicb 
wirkenden  königl.  bühin.  Gesellschart  der  Wisseascharteii,  uelche 
immer  Vieles  cathaiten,  was  der  baldigen  iMittheiluo!^  werth  ist, 
diesmal  etwas  verspätet  worden  ist,  was  —  wofür  wir  Sorge  tra- 
gen werden  —  küurtig  mügiichst  vermieden  werden  v\ird. 


Mittheilun gen  der  naturrorschenden  Gesellschaf l  in 
Bern.  (Bis  Nr.  552  im  Literar.  Beriebt  Nr.  CLXV.  S.15. 
aogeaeigt.) 

Aus  de n\  J n »i  r e  I ^04.  N r .'553  —  579.  —  Nr.  555—550.  H . 
Wild:  Ueber  ein  iieue^  Sacchariraeter.  —  fSV  557— 558  und  Nr.559 
— 500.  E-  Schinz:  Die  AufhSngang  der  ivirt  licn^loi  ken  (craoi 
matbeniatist'h  gehalten  und  niohrlacb  interessant).  —  Ar.  öüi — 563. 
E.  k^cliinz:  Ueber  den  EinÜusä  des  Windes  auf  die  Richtung 
der  Signalscheiben.  —  H.  U.  Den  zier:  Die  iMeeresiiühe  des 
Chasseral,  als  Grundlage  des  Schweizerischen  Hiihennetzes.  — 
G  Hasler:  Verbesserter  Telegraphenapparat  inil  I  arbschrift.  — 
Nr.  560 — 507.  E.  Schinz:  Ueber  dio  rsiveau- iJifferen/.  (Jes  mit- 
tellündischen  und  des  atianli^cheu  Meeres  längs  deii  Irauzüsi« 
sehen  Küsten.  —  Nr,  508 — 571.  und  Nr.  572— 575.  C.  v.  Fischer- 
Ooster:  Beitrag  zur  Kennfniss  der  Vertbcilung  der  Wärme  im 
Räume  (auch  für  liaronietrisches  Huhenmessen  interessant  und 
%Tlcbtig).  —  M.  2wieky:  Ueber  Ableitung  von  Krystallformen.  — 
II.  Wild:  Beriebt  der  meleorotogleeben  Ceotralstatioo  io  Bern 
vom  Jabre  1863  (aueb  cur  Kennfniae  eelbafregiatrirender  loatni- 
mente  wkbtig  und  Intereaaaat).  Die  meteorologiaehen  Beoliaeb- 
tungen  acbeioen  aueb  In  der  Sebweia  mit  groeaer  Sorgfalt  und 
unter  aebr  aweckmiaaiger  Oberleitung  angeatelU  su  werden.  ^ 
Nr. 577— 679.  H.  Wilds  CJnteranehungen  fiber  die  IdentHit  von 
Liebifttber  und  electriecbem  Fluidum.  —  H.  Wild:  Oeber  die 
Verlnderung  der  electromoloriaeben  Kritte  awtacbeo  Metellen 
und  FIffaaigkeiten  dureb  den  Drnek.  —  Perty:  Ueber  die  neue* 
steil  Mlkroabope  von  Herrn  Sigmund  Meri  In  Maoeben« 
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^  Preisaufgabe 

der 

Accadcmia  ddle  Scienze  ßsiche  c  matematiche  di  Napoli 

för  1866. 

L'Accadciiua  delle  Scienze  lUiche  e  matcmatiche  di  Napoli 
conferirä  un  prernio  di  8eicento  iire  a  titolo  ii*iocoraggianiento  alla 
niigliore  Memoria  sul  seguente  teroal 

,JSiporre  le  proprtetä  deUe  st^erßcie,  o  äeUe  ttnee 
tTardine  ^uahtnqw,  atwoggettaH  a  tante  amOMoni,  meno 
una,  gnanie  sono  neeuMorie  afjßneki  fueiU  ngßerßeie»  o 
fuette  Unee  §imo  dei  fuito  determlmu^. 

L'Accademia  considerando  l'importanza  grandissima  del  me- 
todo  del  Hig.  Chasles  [per  risolvere  futte  le  quistioni  sullc  linee 
di  2"  ordine  fondato  sulle  proprieta  dello  coniclic  assoggettate  a 
quattro  condizioni,  ha  determinato  proporre  il  suddetto  arc^omeuto 
per  incoraggiare  i  deometri  itaiiani  a  trattarlo  ampiamente,  in 
modo  da  poter  estendere  il  metodo  del  sig.  Chaöles  alla  risolu- 
zione  delle  quistioni  sulle  superficie  o  le  lioee  d'ordine  qualunque. 

• 

L'AccademU  vedrebbe  con  maggiore  modAUhz\on%  risolata 
la  questione  proposta  relativamente  alle  aoperficie.  La  Memoria 
dovrebbe  veraare  altera  aolle  proprielä  delle  aoperficie  d'ordlne 
qoalttoqae  asaoggettate  airindicato  numero  di  condizioni,  e  ebe  ai 
eaprimono  con  le  tre  caratteriatiche  dinetaati  riapettivamenle 
qoante  superOcie  d<*l  siatema  passino  per  ua  pnnfo  dato«  quante 
toccbino  un  piano  dato,  e  quante  tocchino  una  retta  data.  Si 
riehiede  che  si  tenga  conto  del  punti  e  delle  linee  singolari  delle 
aoperficie,  e  che  ai  trattino  le  quistiooi  relative  ai  coiitatti  multipli. 

iS©  poi  Dsi  preferisce  dl  rispondere  al  tcnia  proposto  per  la 
parte  meno  diflicile  che  riguarda  le  curve,  si  düvrä  trattare  nclla 
Memoria  delle  proprieta  delle  linee  d'ordine  qoalunque  assogcttatc 
ali'indicato  nurocro  di  condizioni,  e  che  si  esprimono  con  le  due 
caratteristiche  Indicanti  il  numero  delle  curve  del  sistema  che 
passano  per  un  puoto  dato,  e  qoello  delle  curve  che  toccano  ona 
retta  data:  riroanendo  ferma  i'avFerteoza  precedeote  eirca  i  punti 
aingolari  delle  curve,  ed  1  eontattl  naltipli« 
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Condiztoni. 

I.  Le  niemorie  do?raDno  essere  scritte  in  italiaoo,  latioo^  « 
franceBc,  e  dovranoo  inviarsi  al  Segretario  deir  Afieadenia  Don 
ptü  tardi  del  meae  di  marso  del  1866. 

"2.  Esse  non  dehbono  portare  il  nome  defl' Atifore,  e  debboac» 
essere  d'Lstinte  con  un  inotto,  il  quäle  dovra  esscrc  ripctuto  sopra 
una  ßchrda  8figgellata  che  conterrä  il  nome  dellAutore. 

3.  La  Memoria  premlata  sarä  pabUicata  negÜ  Atti  delfAeca* 
demia»  e  TAutore  avri  dritto  a  ceoto  copie  della  oedesima. 

4.  Tutte  le  Meniorie  inviate  pel  concorso  al  preraio  si  con- 
serveranno  nell'  Arcbivio  del)'  Accademia,  e  soUaoto  «i  permettera 
di  estrarne  copia  a  chi  le  avrä  pretfentate« 
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Aagast  Kunzek,  Edler  ?ob  Uohtoii, 

Düciur  der  Philosophie,  k.  k.  o.  ö.  Prolesior  der  Pliydk  «n  der  UnivemiUt  zu 
WieQt  RUter  des  grotsbersoglicfa  badisdien  Ordens  vom  Zftbringer  LOwcd, 
correspondirendca  Mitglied  der  kaleerl.  Akademie  der  WiMcnschaften,  Mitglied 
der  k.  k.  geographischen  GeaeUschaft  in  Wien,  der  k.k.  Landwirlhschafti-Qe- 
sellsebaften  in  Wien  md  Lemberg,  emeritierter  UmverBit&ts*Bector  und  Decan  etc. 

(i^  e  k  r  •  l  •  g.) 

Mag  (ier  Mensch  unter  tieni  Einfluss  echter  Bildung  noch  so 
vorurtbeilsfrei  geworden  sein,  nie  wird  er  »Ich  des  Glaubens  gans 
entschlagen  kitnnon,  dass  es  Momente  gibt«  in  «reichen  die 
menschliche  Brust  ?on  einem  dunklen  Ahnen  zukuoftiger  Ereig- 
nisse bewegt  wird.  Von  diesem  Glauben  %vard  wol  auch  der 
Mann,  welchem  diese  Zeilen  gewidmet  sind»  bescblichen,  als  er 
die  Vorrede  zu  der  dritten  Auflage  seines  Werkest  „Lehrbuch 
der  Physik  mit  mathematischer  Begrfindung"  schrieb; 
dieser  Glaube  fiusserte  sich  gans  deutlich  in  dem  letsteo  Gespriche 
xwischen  ihm  und  mir.  Es  war  um  die  Mitte  des  Februar,  als  ich  au  md- 
nem  Lehrer  kam,  uro  mich  vor  einer  längeren  Reise  bei  ihm  zu  Terab- 
schieden.  Kunsek  war  damals  ganz  wol  und  erfreute  sich  einer 
liir  sera  Alter  sehr  guten  Gesundheit.  Wir  sprachen  Ober  wissen- 
schaftliche Dinge,  Über  die  politischen  und  socialen  ZnstSnde  unseres 
Vaterlandes.  Er  sprach  mit  jener  an  Affect  grenzenden  Leben- 
digkeit, weiche  bei  ihm  jedesmal  hervortrat,  wenn  im  Freundes- 
kreise die  Rede  auf  ein  Thema  kam,  das  ihn  so  recht  interessierte. 
Plötzlich  sagte  er:  «,Ich  bin  gegenwärtig  mit  der  Bearbeitung  einer 
neuen  Auflage  meiner  Meteorologie  beschäftigt;  ich  wänsche  nur 
das  Eine,  dass  es  mir  gegönnt  sei,  diese  meine  Lieblingsarbeit 
noch  zu  Eude  zu  bringen.*'   Und  dem  letzten  Hfindedrucke  fügte 
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fr  die  Worte  bei:  „Sie  werden  micli  bei  der  Kticlikehr  kaum  ' 
wieder  finden.'*  —  Diese  Ahnung  sollte  früher,  ab  er  es  uoi 
selbst  erwartet,  bevor  er  noch  seine  ,,Liebnn£*«farheit"  betitelleri 
konnte,  in  traurige  Erfüllung  gehen.  JScbon  am  M.  Marz  uar 
Kunz. i  Iv  un(<r  <len  TotUen;  eine  Lungenentzündung  hatte  ihn  in 
wenigen  Tagen  (iahingerafft. 

August  iCunzek  ward  am  28.  Januar  1795  zu  Königsberg 
im  osterr.  Schlesien  f»eboren.    Den  ersten  Unterricht  erhielt  er 
in  der  Stad(«»i;liule  seines  (ieburtsortes.    Fm  die  höhere  Ausbil- 
dung des  Sohnes  besorgt,  schickte  ihn  der  ^utcr,  ein  schlicbtt'r 
Landwirth,  nach  Troppau  zum  Besuche  des  dortigen  Gymnasiums,  j 
Nach  vollendeteu  Gyronasialstudien  begab  Kunzek  sich  an  die 
UoivertitSt  Olmfits,  «n  die  swai  »»pbHosophischen  Jahreskurse'S  , 
welche  necli  der  damaligen  UnterHebtsorganisation  swischen  daa 
aechakliSöige  Gyamasiuiii  nad  die  Fachstudie«  der  Ünivers^ttt 
eingeschoben  waren,  lo  abaol?ieren.  Hier  schon  fing  seine  Vor* 
liehe  filr  matbamatischottaturwisaenscbaflliche  Stodlen  an  hervor- 
avtieteo »  denen  er  sieh  Insbesondere  wfthrend  seiner  Jnridiscben 
Stadien  an  der  Wiener  Universitit  mit  allem  £ifer  widmete.  Dm 
sich  seinen  Lieblingswissenschaften  gans  hingehen  tn  kennen, 
verliess  sr  die  Jarldische  Laufbahn  ginslich;  sein  Streben  war 
auch  von  solchem  l^rfolge  gehrfint,  dass  er  1822  snm  Adjunkten 
bei  den  Lehrfcanieln  der  Mathematik  nnd  Physik  an  der  Wiener 
UniversitSt»  wo  damals  Baumgartner  nnd  Ettingshaoaen 
wirkten«  bestellt  nnd  iwel  Jahre  spKter  sum  Professor  der  Physik 
und  angewandten  Mathematik  an  der  Lemberger  Universltit  er- 
oannt  wurde. 

In  Lemberg  war  Konsek  so  recht  in  die  Lage  versetst»  um 
die  edlea  Rigeoschaften  seines  Characters  sur  Geltung  bringen  aa 
können.  Niemand  wird  die  Schivierigkeiten  verkennen,  weMt 
8ich  den  Deutseben  in  Polen»  ioebseondere  einem  deutschen  Lehm, 
dem  nationaler  Vaeatismus  von  vorneherein  die  Absicht,  germani- 
sieren au  wollen,  untersobiebt,  entgegenstellen.  Seine  mit  echter 
Wissenscbaftitchkeit  gepaarte  UumanitAt  uberwand  jedoch  alk 
Hindernisse.  Durch  sein  umfassende«  und  grflndliches  Wimeen, 
welches  er  in  den  UnlversitätsTOclesongen  sowol,  ^vie  in  den  po- 
pulären Vorträgen,  die  er  über  Terschiedene  Zweige  der  mathe« 
matiscb- naturwissenschaftlichen  Disciplinen  hielt,  an  den  Tag 
legte,  zog  er  den  Verstand  seiner  Zuhörer  auf  seine  Seite  her- 
über: durch  die  fast  väterliche  Liebe,  mit  welcher  er  an  der  Stu- 
dentenschaft hing,  durch  die  von  reiner  Humanität  getragene  Ge- 
rechtifikeit.  niit  welcher  er  im  vfdisfen  Hewtisstgein  seiner  eigenen 
Natinniilit'tt  uin!  bei  lauterer  .Anhänglichkeit  an  das  Gesanimtreicb 
iiod  dessen  Kegicruog  die  Eigeotbfimlicbkeiten  und  bistorisdien 


Digitized  by  Gc) 


UlerarUcäer  BerictU  CLXÄiL 


3 


Griiioerungen  einer  fremd«;»»  Nation  bcurth^lte,  geuaiui  «t  sich 
<lie  Herzei)  tie'mer  neuen  IVlitbürgcr  in  einer  Weis'-,  «lass  man  ihm, 
dem  FreMiden,  in  den  verschiedensten  ^»»  hichlen  der  Gesellschaft  die 
Voll>tti  llochachtunc:  uiul  uuhL'(iij)ijtcs  Neifraweii  xollte,  und  dass 
er  auf  die  >»hidierende  Juü;eud  cini  n  l\,ii»tiuss  ausübte,  unter  M  eldiLaj 
die  ürduuni^  und  die  iii-'^ciplin  an  der  Universität  seU)st  in  den 
schH-ierigsten  Momenten  aufrecht  erhalten  worden  ist.    In  Lem- 
berg erOflfnete  Kunze k  auch  seine  schriftstellerische  Laufbahn 
und  ztrar  1836  mit  dem  fVr  die  damalige  Zeit  vorzüglichen  Werke: 
„Die  Lehre  vom  Liebte.**    War  dieeee  Werk  mehr  Ittr 
vriMeoeeliafUicfae  Kreise  beetimmt,  «o  lies«  er  1843:  „Lclcht- 
feeeliebe  Vortrigo  Ober  die  Astronomie"  twil  1847;  „Dte 
Meleerologie"  erscbelnen,  eoi  die  Ergebnisse  der  Wisseoscbaft 
Mcb  eiseai  grSsseren  Poblikotn  sngängiicb  so  macben;  ein  Ver- 
sacb,  der  damals  In  der  dentscben  Literator  neeb  so  den  lielteti« 
beüen  geh&rte.  In  dieser  letateren  Riebtoeg  wirkte  er  aacb  in 
der  k.  k.  Laadwirlhscbaftsgesellscbaft  In  Ilmberg»  weso  er  als 
Anasebusaniitglled  hlarelcbende  Gelegenbelt  fand,  fia  war  dies 
ebenfalls  eis  scbSoer  Zng  in  seiner  wlssenscbaftlleben  Tbitigkelt, 
dass  er  die  Beslebnngen  der  Wissenscbaft  tnm  praktlacben  Le- 
be«' nie  ans  den  Angen  rerlor,  vnd  nameatllcb  auf  Jenen  Stand» 
ans  dem  er  selbst  ber?orgegangeo  war,  belehrend  an  wirken 
snebte. 

in  die  Perlode  seiaer  Lebrertliitigkeit  an  Lemberg  fallen  auch 
aeine  Keinen,  welche  er  anf  eigene  Kosten  nach  Deutschland, 
Frankreich  und  England  vnternahm»  um  den  Krela  seiner  Erfah- 
rangen  zu  emeitern  und  sich  mit  dem  Unterricbtswesen»  spedell 
mit  der  Einrichtung  der  natur^vissenschafllichen  Institute,  Meseen 
und  Laboratorien  dieser  Länder  durch  Aato|isie  bekannt  tu  machen. 
Die  Frucht  dieser  Reisen  war  zaaieliet  die  Erhebung  des  phyai- 
kalischen  Cabinets  der  Lemherger  Universität  auf  einen  den 
wiasenecbaftlicben  Anforderungen  seiner  Zeit  entsprecheaden 
Stand  und  der  Organiaationsentwnrf  für  eine  in  Lemberg  in 
errichtende  technische  .^kadcmlOi  der  ancb  In  allen  weaentllcben 
Thailen  /nr  Ausfuhruui;  tiain. 

Als  Kun/ek  I.SIT  an  die  Wiener  Horhseliule  heiufen  wurde, 
ernffnete  ^ieh  für  ihn  ein  neues  (>el»iei  erwünschter  Thütiul^^it 
ürkadf'türh  Oiüt  die  Kcurüanisaf Ion  de*:  ;;?Hterr.  ('nferrirhf«we^f?ts 
in  «iiü  Zeit  v<Mi  ]848 — 1^5!).  |)i(««<c  i,  I\ef(»r«ibe^\ t'u'un^en  uerniete 
Kun/ek  seine  volle  .Auiitterk> juikeit  /n.  Die  vertraulichen  He- 
//lehun^et)  ,  in  welchen  er  schon  seit  i^ll  dem  <«rafen  Sta- 
<li<>n.  dem  U«imaligen  Minister,  stand,  maehten  en  liuu  ntich  müg- 
Ii«  Ii  .  mit  leiner  Einst >  Iii  und  Krfuhriitifr  anregend  und  ratl)end  zu 
wirken.    Leider  wur4iu  utcses  Verhaltniss   durch  ein  ^»chwerea 
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VftrbSngniet  8U  einer  Zeit  gelOst,  ito  n  bitte  reeht  fraelitbM' 
werden  können.  Fflr  Kunzek  war  Stadion'«  Tod  ein  harter 
Schlag;  denn  er  wusste  nar  su  ii'ol,  wie  gerecbtrertigt  jene  Hoff- 
nungen waren,  welcbe  dae  osterr.  Volle  an  dienen  Mann  knüpfte.  — 
KuDzek  war  von  der  Bedeutung  der  Natorwineencebafteo  fOr  dae 
moderne  Culturleben  und  fSr  die  niaterieHe  Wolfabrt  der  Staaten 
▼on  Je  ber  an  eebr  durchdrungen,  um  die  Notbwondtgkeit  nicht 
SU  erkennen,  dase  den  matbematiecb-natorwiaeenaehaftncben  Din- 
dplinen  in  den  Ssterr.  Schulen  die  gebabrende  Stellung  gesichert 
werde,  Int,"  aagt  er  in  der  Vorrede  zu  »einem  Lebrbocbe 
der  Pbyeik  mit  mathematischer  Begrflndnng,  „in  einem  Staate 
nicht  hinreichend,  daes  die  Maturwlneenecbaften  ?on  einigen  Mfin- 
nern  aorgeam  gepflegt  werden,  eendern  ele  mflesen  alle  Volke- 
klaseen  dorchd ringen;  und  die«  werden  ide,  wenn  vor  allen 
die  Hfioner,  irekhe  flir  den  Dienst  im  Staate  und  in  der  Kirche 
eich  aonbilden,  in  diesen  Wiaaensclianen  gründlich  unterrichtet 
worden  eiod/'  Ab  durch  die  neue  Stndienorganieation  seinen  An- 
sichten wenigstens  (heiiweiso  Rechnung  getragen  worden  >var, 
suchte  er  zur  Realisinini^  nach  Krafton  beizutragen.  Er  tvar  nicht 
nur  tbfttig  ffir  die  II<  :  inbildung  tüchtiger  Lehrer  der  Physik,  ins- 
besondere seit  er  J853  Mitglied  der  Prfirungseommission  für  Gym- 
nasial-l^ehramtscandidaten  ?evvorden,  sondern  zeichnete  durch 
seine  Lehrbücher  jene  Kichtung  vor,  welche  der  pbysikaliache 
Unterricht  an  Mittelschulen  einzuhalten  hat,  »cnn  der.selbe  den 
Anforderungen  der  Schule  in  Bezug  auf  allgeineine  Bildung  der 
J:5rhiiler  und  den  Hediirfnissen  des  praktischen  I^ebens  im  richti- 
gen Marisisü  fJeniiir«'  leisten  soll.  So  erschien  1849  das  „Lehr- 
buch der  E  X  p  e  r  i  m  e  n  f  a  I  p  f»  y  s  i  k  zum  Ci  c  b  r  a  u  c  h  e  in  Gym- 
nasien und  R.e  a  I  s  r  Ii  ij  leii"  und  lS5:i  das  „Lehrbuch  der 
P  h  y  K  i  l<  nii  t  m  a  t  h  r  in  a  1 1  s  r  b  e  r  B  e  l;  r  ü  n  d  uns;  z  u  m  (i  e  b  r  a  u  c  h  e 
i\n  b  übereil  «Schuien  und  /,  uni  S  p  !  b  s  ( ti  n  t  e  r  ri  c  b  te."  Üeide 
%Verkn  fanden  bei  der  ^e^aimiitetk  Kritik  die  L^iiüsligsto  Beurthet- 
iuriLi  und  in  den  Schulen  einen  so  zablreicliea  (jebraucb.  dass  von 
der  ICxperinientalphvöik  18r>4  l)f>[rits  die  siebente,  von  lUr  iMivslk 
mit  uiatbeniatischer  Bclm  lindiiiiL,'  ISii  '»  dip  3.  Auflage  uolbwendig 
wurde.  Das  letztere  Lebrlmcb  u  urde  sogar  in  luebreren  Schulen 
des  ausserSsterr.  Deutschlands  dem  physikalischen  Unterriciite  zu 
I  (»runde  c;elegt.  Mit  Rc'ick>l(  ht  auf  die  Bediirfni^Jse  der  Lehraints- 

kaiHlHiaten  lies»  er  IHöii  „Studien  au*;  der  huberen  P byöik'* 
erstbeiücu. 

Obgleich  Kunzek  durch  diese  Arbeiten,  so  nie  durch  sein© 
Lehrthätigkeit  an  der   Universität    sehr  in  Ans|iriM  Ii  genommen 
war,  fand  er  doch  an  Sonntagen  Zeit  zur  Ablialtnng  populärer 
I  Vorträge  und  gehörte   nebstdem  zu  den  tbätig^ten  Mitgliedern 

I 
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des  CentraJausscfiaase«  der  k.  k.  LandwirlbscbartgeaelUcbaft  in 
Wien.  Dieser  rastlosen  Thätigkeit  und  den  mit  ihr  verbundenen 
Erfolgen  kennte  die  verdiente  Anerkennung  niclit  entgehen.  I8Ö2 
wurde  Kunzck  zum  correspondiereoden  Mitgliede  der  kaiserlichen 
Akademie  in  Wien  erwSblt;  1858  wurde  ihm  durch  Verleihung 
de«  Ritterkreuies  des  grossherzogl.  badiscben  Ordens  vom  Zah- 
ringer  Lu>vcn  eine  besondere  Auszeichnung  su  Theil.  Endlich 
werde  Kunz,  ck  durch  kaiserliche  Entscbliessuug  vom  22.  No« 
vember  1802  in  tCrwägung  ,,seiner  langjährigen  um  die  Wissen« 
schallt  und  das  Öffentliche  Heste  erworbenen  hervorragen<len  Vor- 
dienste" in  den  Adelstand  des  «isterreischcn  Kaigerstaates  erhoben. 
Diese  Auszeichnungen  sind  um  so  ehrenvoller  fdr  ihn,  als  er  in 
fast  allzu  grosser  Besch eideoheit  nie  von  seinen  Verdiensten 
tiprach  und  nie  nach  Gunstbezeugungen  buhlte.  Ihm  «rar  es  beim 
Handeln  nur  um  die  Sache,  tvelcher  er  diente,  zu  tbun,  und  er 
tand  in  «leni  Bewusstsein  etwas  Rechtes,  etwas  dem  allgemeinen 
Wole  Nützliches  t^eschaffen  zu  haben,  so  uie  in  der  Anhänglich- 
keit und  in  den  Leistungen  seiner  Schuler,  den  schönsten  Lohn 
seiner  Beniöhungen.  Mit  welcher  Verehrung  die  Schüler  an  ihm 
hingen,  bewies  die  Leichenfeier,  welche  ihm  von  der  akademischen 
Jugend  in  Gegenwart  der  wissenschaftlichen  l'elebrifäten  Wiens 
veranstaltet  wurde;  ^eine  /.ahlreichen  St  hülor  v\  erden  ihn  auch 
stets  in  dankbarer  Erinnerung  behalten  nixi  in  seinem  Geiste  fort- 
zuwirken trachten.  Al)er  nicht  allein  dem  Lehrer,  dem  Manne 
der  Wissenschaft  wird  ein  treues  Andenken  gesichert  bleiben ; 
gar  viele  werden  sich  nocb  riacb  Jahren  jenes  Mannes  \W\{  dem 
ehrwürdigen  Schneeneissen  Uati[»te  erinnern,  welcher  stretl^e  \\ar 
gegen  sich,  mild  gegen  andere  und  geui«6enhaft  in  Erfüllung  der 
Püicht: 

.ilminer  slrcbi-  zum  Ganzen!  untl  kiinn.vt  Du  selber  krin  Ganzes 
Werden,  als  dienendes  Glied  sclilicss'  an  cid  Ganze»  Dich  an!" 

Dr.  Krtit. 


Alte  griechisclie  .iiatheiualiker. 

Heronis  Alexandrini  ge  o  ni  etr  i  c  o  r  u  m  et  stercome- 
tricorum  reliquiae;  a  ce  e  d  u  n  t  l>  i  d  y  m  i  A  1  e  x  a  n  d  r  i  ni  men- 
surae  marmoruni  et  anonym  i  v  ariac  colloctioncs  ex 
Herrnie,  Eurlide,  Gemino,  Proclo,  Anatolio  aliis(|uc. 
E  lihris  manu  scri^tis  edidit  Frideriens  Hnllsch.  He- 
rolini.    Apud  VV  eidmannos.    MIX  CC LXIV.  8^ 
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Wir  hatten  uns  über  diese  Ausgabe  der  djh  h-jolusscnen  8chrif- 
leo  de«  Hero  von  Alexandrien  n  s  w  >;ehi  ^(Ireuet,  und  sa- 
gen dem  Herrn  Verfasser  um  so  mehr  Dank  tin  (ilcsellie,  je  melir 
Schwieriglceiteii  !)ci  derselben  offenbar  zu  überwinden  viaren.  Be- 
^(»nders  machen  \\\t  auch  auf  di"  wegen  ilires  bi5.torischen  und 
iiterarisclien   Inhalts  sehr  inlerensante   und   lehrreiche  ,,Prae- 
fatiu'^'  aufinerksiim ,  so  wie  auch  namentlich  auf  den  Abschnitt 
„VIH.  Heronis  uMMisura  tiianeuli  excerpta  pliltro  nigt 
ötQTti  Qu^"%  de.>s.c-a  Uei .•»loliuu^  dem  Herrn  Heiau-uclii  j  luc^on- 
dere  Mülie  machte,  worüber  die  l*raefatio  p.  XVII.  nachzui*e- 
hen  ist.    Der   Beweis  dürlte  den»  v«iHig   ähnlich  sein,  »velcher 
z.  B.  in  dem  Aufsätze :  „Beweis  der  drei  B r ü d e  r  f ö r  d e u 
Ausdruck   des    L)  r  ei  ec  k  i  n  h  a  1 1  s  durch   die  drei  Seiten 
(Archiv.    Theil  XXXIX.    S.  186.)*'  von  Herrn  Kinkclin 
niit-otheilt  v\orden   i&t,  und  der  sich  auch  bei  Lf'  »nardo  Pi- 
sano  (m.  s.  das  herrliche  für  die  Geschichte  der 'NiailuMiiatlk  s  » 
wichtige  Work:  j.Scritti  d  i  Leonardo  l'i^-vin.).  i^ubbiicati 
da  Baidassar  re  B  o  n  c  o  ni  pa   n  i.    Vol.  II,    l^oiua.    1862.  4". 
p. -iO.'S  durch  welches  der  Fürst  B.  Bon  comp agni  i$ich  so  sehr 
um  die  Geschichte  der  Mathematik  verdient  gemachl  hat)  tindet. 

Viele  Mathematiker  werden  mit  uns  sehr  wünschen ^  das« 
Herr  Hu  1  lach  sein  <lar€b  Herausgabe  vorliegendeii  Werk«« 
erworbenes  Verdienst  recht  bald  durch  Herausgabe  einer  lateinl- 
•cben  Uebaraetaung  noch  «rholie. 


A  1*  i  I;  h  ui  e  t  i  k. 

Mathematische  Aufgaben  nebst  ihren  L  ö  s  ti  n  e  n . 
Zum  Gebrauche  auf  Forst«,  Berg-,  lami  \^  i  rl  hsch ält- 
lichen und  aiuleren  technischen  Academien,  so  wie 
zum  Sei  bs  Ui  II  t  er  richte.  %' o  n  C.  Schindler,  Assistent 
der  Forstwissenschaft  und  Doceut  der  Baukunst  an 
der  k.  k.  ForstlehranhtaU  zu  Mariabrunn.  Wien.  Brau- 
müller.   1866.  8». 

Diese  Aufgaben  betreffen  nur  die  gemeine  lind  allgemeloe 
Arithmetik  und  die  Algebra;  die  Sammlung  ist  aber  in  dienern 
Kreiae  eine  sehr  umfangreiche  and  anlehnet  mch  dadurch  vor 
anderen  Anfgabensammlungen  aus ,  dns.q  den  nicht  in  das  Gebiet 
der  reinen  Arithmetik  gehörenden  Aufgaben  meistens  eine  auf 
Praxis  end  Techaik»  aanentlieh  die  Feratwlrthachafi,  heaOgiioiie 
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Einkleidung  gegeben  norden  ist :  wenn  aber  auch  hiernach  das 
Buch  vorzugsweise  HBr  die  auf  dem  Titel  genannten  Lehranstalten 
hMtiramt  ist  und  von  dieeen  insbesondere  berflclcsichtigt  zu  wer* 
cl«ii  verdient,  so  glauben  wir  es  doeb  aacb,  seines  allgemein  in» 
straetiveo  Inbalts  «vcgen,  Lebrern  an  allen  sonstigen  Unterricbts- 
anstalten  zar  Beaebtnng  empfehlen  zn  darfen»  und  wollen  daher 
den  Hauptinhalt  noch  kurz  angeben:  I.  Dekadisches  Zablensy- 
sCem.  Ii.  Die  vier  Rechnungsarten  (arithroetiscbeund  algebraische). 
III.  Rechnungsarten  mit  genannten  Zahlen.  IV.  Thellbarkeit  der 
Zahlen.  V.  Brüche  (Gemeine  Brflcfae,  Decinalbrüche,  Ketten* 
fortlebe).  VI.  PotensgrOssen.  VII.  Wurzeigrussen  (mit  Elnschlnss 
der  imaginireo  Gr6i|^en).  VUI.  Logarithmen.  IX.  VerhSitnisse 
und  Proportionen.  X.  Gleichungen.  XI.  Gombinationslebre  (mit 
Bii^schluäs  des  binomischen  und  pnlynomiscfaen  Sattes).  Xil. 
Reihen.  (Sehr  reichhaltig  an  Zinsrechnungs-  und  verwandten 
Aufgaben,  auch  Convergens  und  Divergens  der  Reiben,  also  auch 
«elbst  die  heberen  Partiedn  nicht  unberücksicbtigt  lassend).  XIII. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung.  —  Wir  empfehlen  das  Buch  nochmals 
nur  Beachtung. 

FSufstellige  logarlthmiseb-trigonometrische  Ta* 
fein  von  Dr.  Theodor  Wittstein,  Professor  an  der  Kü- 
niglicben  Generalstabs  > Akademie  in  Hannover  u. s.  w. 
Zweite  Auflage.  Hannover.  Hahn.   1865.  8^. 

Das  Erscheinen  einer  zweiten  Auflage  dieser  empfehlens^ 
n  erthen  fünfsteliiizen  Tafeln  liefert  den  erfreulichen  Beweis,  dass 
sich  die  Ansieht,  dass  namentlich  bei  dem  höheren  niathemalischen 
Schulunterrichte  der  Gebrauch  solcher  Taleln  dem  Cxebraucbe 
mehrstelliger  Tafetn  uubedtni^t  vorzuziehen  ist»  immer  mehr  Bahn 
bricht.  Die  von  der  gewöhnlichen  sich  nicht  wesentlich  unter* 
scheidende  Einriolitutii;  tlie^er  Tafeln  ist  aus  ihrer  ersten  Auflage 
hinreichend  bekannt,  so  dass  wir  uns  mit  folgenden  Bemerkungen 
Sher  dieselben  hier  begnügen  können.  Dass  der  Herr  Verfasser 
kein  kleineres  Format  als  Octav  gewählt  hat,  ist  vollständig  zu 
billigen.  Druck  und  Papier  entsprechen  allen  Anforderungen,  und 
die  Ziffern,  deren  Schnitt  uns  an  die  älteren  claKsischeu  englischen 
Tafeln»  z.B.  an  die  uns  gerade  vorliegenden  trefflichen  und  ungemein 
seltenen  „Tab I es  of  l.ogarilh m».  By  William  Gardiner. 
London  MDCCXLII.  4^."  erinnert  hat,  sind  sehr  deutlich.  Auch 
die  Gauss'schen  Logarithmen  sind  auf  Crnndlage  der 
August  sehen  Tafeln,  aber  nicht  ganz  ohne  eigene  beqiienu  re 
Einrichtungen,  aufgenommen.   Im  Allgemeinen  ist  der  Inhalt  (ol- 
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Inender:  UebLM  Kinrich(an<;  und  Gebrauch  der  Tafeln.  1.  ürig- 
i^ische  Lo<;ui itiimen  «It'i  Zulilen  von  1  bis  9999.  Eifiige  andere 
nützliclie  LogariÜHiicii.  II.  Die  natürlichen  trigonometrisciieii 
Zahlen  für  die  ^ViIlkel  des  ersten  Quadranten  von  \iortel-  zu 
Viertel  -  (irad.  (Hier  hätten  wir  aus  schon  »iftors  erwähnten  Grün- 
den die  Aufnahme  der  Secanteii  und  Cosecanten  gewünscht,  die 
»ich  z.U.  in  den  trefflichen  i  alcln  diej*er  Art  von  h  e  r  \\  i  n  lin- 
den.).  MI.  Die  I -iHrarithmen  der  trii^onomefrischcn  Zahlen  für  die 
W  ijiküi  des  eri^tuu  t^kiadi aiuen  von  INlinute  zu  .Minute.  (Die  Ver- 
Iheiluug  jedes  (Jrades  auf  anderthalb  leiten  war  bei  dem  ge- 
wühlten, allerdings  i»ehr  deutlichen  und  grossen  Druck  nicht  %vt 
vermeiden.)  IV.  LSnge  der  Kreisbögen.  V*  tiauBsische  Loga- 
rithmen. VI.  NatOrliche  Logarithmen  der  Zahlen  VOn  1  bin 
Anhang.  (Trigonometrische  Formeln.  DiroeoeieiMfi  den  Erd- 
spbäroids.  Französisches  Maass-,  Mfinz-  und  Gewicbtnsysteni).  — 
Jedenfalls  verdienen  nucli  diese  Tafeln  snr  BerQcksicfatigung  fOt 
den  Gebranch  bei  dem  Unterriebte  empfoblen  m  werden. 

Elemente  der  Tbeorie  der  Fanctionea  einer  cnm* 
plexen  veränderlicben  Grösse.  Mit  besonderer  Bn- 
rdcksicbtigung  der  SebCpfnngen  Riemanns  bearbei- 
tet von  Dr.  H.  Dar^ge,  ordentlicbemProfesser  am  Po- 
lyteebnikum  tu  Prag.   Leipzig.  Tenbner  1864.  8^. 

Je  schwieriger  es  seit  der  Elnflibrnng  der  neuen  in 
der  Tbeorie  der  iroaginSren  GrOssen  nur  Geltung  gekommenen 
Ansk^tnn  und  Ansebauungswcisen,  und  namentlich  seit  der  Ein- 
führung der  complexen  Variablen  in  die  IVIatheinatik .  für  jeden 
Mathematiker  geworden  ist ,  sich  mit  den  betreffenden  Unterau» 
cbungen,  namentlich  mit  den  ScbOpfongen  Rieroann's,  ans 
verschiedenen  einzelnen  Abhandlungen  und  Schriften  bekannt 
7.U  machen :  desto  grösser  und  dankenswerthcr  ist  offenbar  das 
Verdienstt  welches  der  Herr  Verfasser  sich  durch  die  Herausgabe 
des  vorliegenden  Werkes,  in  trelchem  er  eine  so  viel  als  möglich 
s^'stematische,  von  dem  Leichteren  und  Einfacheren  zum  Schwe- 
reren und  Zusammengesetzteren  fortschreitende«  zugleich  mOgltchst 
vollständige  Darstellung  der  genannten  Untersuchungen  zu  liefern 
I  versucht  hat.    Wir  sind  der  Meinung,  dnss  derselbe  sich  seiner 

I  wahrlich    nicht    lciclit«'n   Aufgabe    mit    grossem   Geschick  und 

grossem  Fieisse  entledigt  hat.  und  können  dickes  Werk,  welches 
(  ^\ir    li'ir    eine   uesentbcb'^    und   wichtige    Bereicherung  unserer 

ni;itlH  tn,itiscbcn  Literatur  halten,  Allen,  die  den  genannten  Unter* 
suchungen  ein  sorgfältiges  Stodiom  widmen  wollen,  aus  foUkom- 
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lueMtor  Uebemogaog  nicht  genug  empfeblen.  Di«  Onratottang 
int»  von  dnn  ernten  neueren  Begriffen  gber  die  negennnnten  inuiF 
gittlren  GrUnsen  beginnend,  in  syetenintisclier  Forinchreitnng» 
gbernll  nehr  deutlich  und  neibst  no  elementar  gehalten,  wie  en 

der  aiierdinge  schwierige  Gegenstand  nur  irgend  gestattete»  ne 
dann  wir  ginoben,  dass  wesentliche  Schwierigkeiten  keinem  attC> 
meiiManien  und  selbständiges  Nachdenken  nicht  sclieneuden  Leser 
entgegentreten  tverden.  Auf  fiinselnen,  neibst  wenn  wir  hin  und 
wieder  einige  Bedenken  lu  inneern  uns  veranlaest  finden  därften» 
die  aber  —  wie  wir  unn  gern  beschniden  ^  sich  doch  ?iei* 
leicht  bei  noch  tieferen  und  sergflltigerem  Eingehen  beseitigen 
lassen  mochten,  einzugehen,  kann  nattfrlicb  in  diesen  kör- 
nen Literarischen  Berichten  nicht  der  Ort  sein,  so  dass  wir 
uns  mit  der  folgenden  Inhaltsangabe  begnügen  müssen:  Einleitung. 
1.  Geometrische  Darstellung  der  imaginären  iinlssen.  II.  Von 
den  Functionen  einer  coroplexen  Variabelen  im  Allgemeinen.  IIL 
Mehrdeutii^e  Functionen.  IV.  Integrale  mit  complexen  Variabelen. 
V.  Der  Logarithmus  und  die  Exponentialfunction.  VI.  Alli^emeine 
Eigenscharten  der  Functionen.  VII.  Ueber  das  unciMliich  ^ro.^s 
und  unendlich  klein  Werden  der  Functionen  (A.  Funclionen  ohne 
Ver^u  eij;ung.«i|iiinkte.  F/jntverthige  Futictioneo.  Ii.  Functionen 
mit  Vprr" pi'jimijfspunkteif V  VIII.  Intei;rale  (A.  Inteurale  über 
ecschln'-orii-'  I/mii  f!  aM'-L;<  n(.  B.  Inteuralc  über  nicht  ge- 
6clilo>srn('  Ltnicii.  l  n besliiniiit <  I ^lt('t^^al- FunctirMicn.).  IX.  Einfach 
und  niehrlach  zusaniiiionliänueiHie  Flächen.  X.  Von  den  l^eriodici- 
tätsmoduln.  XI.  Bestimmung  einer  Function  durch  Grenz-  und  Unste- 
tigkeitsbediiigungen.  XII.  Ueber  die  Bestimmung  des  Zusammen* 
hangs  einer  ge£>ei)eiicn  FISche. 

Möge  da.s  Buch  die  so  sehr  verdiente  Beachtung  iu  reichstem 
Maasse  linden. 


Ü  p  I  i  k« 

Die  j>hy*«toIo  e  ischc  Optik.  Eine  I)  .i  ^^  t  M  u  n  l»  d  o  r 
Ii  e  setze  det»  An  lies.  \  on  Dr.  Her  murin  bthelllcr 
(H  c  r  z  OL!  i  R  rau  nsc  h  w  cig isc  h  c  ni  Ha n  r  a  t  Ii).  I  n  7.  w  e  i  T  Ii  c  r  • 
len.  Frister  Theil.  Mit  2*26  in  den  Text  eingedruck  tun 
UoUsticben.  Braunscbweig.  8c hulbucbbandl.  1864.  8^. 

Uer  Herr  Verfaneer,  ab  gründlicber  und  neharfeinniger  Ma« 
thematlker  lingsl  anf  das  Voraellhalleste  bekannt,  hnt  ea  nicht 
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unterlassen,  vor  der  Publieation  dieses  Werkes  sich  auch  niU  , 
den  hier  zur  Geltung  knmmendeo  physiologischen  und  analomi» 
sehen  Bedingungen  und  Verhültnissen  aus  eigener  AnschauaDg, 
unter  Benutzung  von  Ochsen-,  Kalbs-,  Hammel-  und  SchtTeins- 
augen,  auf  <las  (icnaneste  bekannt  zu  niachcn ,  so  dass  also  die 
jn  diesem  Werke  gegebene  sehr  detaillirtc  nnri  auftfiiihrliche  Beschrei- 
bung Hes  Auqe^' ,  nel»«!  den  dersellnni  beigegebenen  sehr  «leut- 
licben  Zeichnuni»en ,  ganz  auf  eigenen  Unlersucfniniicti  und  Mes- 
sungen  beruhet.     Dass    -Vlies,    wa**   oiner  mathcinatischen  I5e- 
trachtung    fähig    wm    mni    oiiic  .solclic    m  Anspiiicli  nahm,  aul 
strenge  niathematische    \  erhitltnisse   und  Fntmein  zurückgelüUrt 
worden  ist.  versteht  sich  bei  diesem  Veiiusser  voii  selbst,  — 
%1'obei  derselbe  si«  h  aber  nugcnsclH-lnlii  h  üherall  grSsster  Deot- 
lichkeit  upd  Eleganz  belleissigle,  und  sich  mit  wenigen  Ausnah- 
men innerhalb  des  (»ebiels  der  Elemente  hielt,  selbst  ohne  An- 
wendung der  eigentlichen  an  ilytischen  deoraelrie,   die  Lieirach- 
tung,  grosserer  ADSchauli^hkeil  wegen,  durchgängig  an  deutlich 
gezeichnete   Fignren   anschliessend,  —   was  bei  einen»  solchen 
Werke    ^ollkumnjen   gebillij^t  und    hesonders   anerkannt  werden 
rnuss;  bei  einer  dem  Gebiete  des  Maximunis  uml  Minimums  vur- 
zugBWeiue  angehörenden  Untersuchung  (S.  MO.  ff.)  uur  natürlich 
ohne  sehr  grosse  Weitläuligkeit  der  Gebrauch  der  Differential- 
rechnung nicht  zu  umgehen.    Jedenfalls   halten   wir  neben  der 
eigentlich  physiologischen,  die  gesammto  matheniatische  Partie 
des  W'erkes  für  eine  sehr  lehrreiche  und  interessante,  auf  die 
wir  —  eben  so,  wie  mT       «rsttr«  — •  unsere  Leser  recht  sehr 
aufmerksam  tm  madien  Dicht  noterUMeo  kSnaeo,  so  wie  «vir 
dieses  W«rk  fiberhaopt  lllr  eine  tilcbCige  Bereichmng  unserer 
optlsebao  Literater  halten,  und  es  att  ausgebreiteter  Beachtnng, 
mit  eigener  dankbarer  Anerkennung  der  aua  demaelben  geschupf* 
ten  vi^fachen  Belebrang,  dringend  empfehlen. 

Der  Hauptinhalt  int  folgender:  Einleitung.  Kritieche  Entwlcke- 
Inng  der  Grnndanachauungen  der  Theorie  des  Lichte«.  Optiaebe 
Begtitaarklärungen.  Bau  des  Augea.  DImenaionen  de«  Augea. 
Der  innere  Mecbanlamna  dea  Augea.  Systematiache  Eiotbeilnng 
der  sum  Seben  erforderKcben  Apparate  und  Funktionen,  |dathe- 
nitttiacbe  Theorie  der  Akkomodation  und  der  Linaensyateine  Aber* 
liaapt.  Gebirntbfitigbcit  Sehen  mit  airei  Augen.  Schielen.  Er- 
ISnterode  Experimente.  Wettatreit  und  IdentitSt  der  Sehfelder. 
Binfacbsehen*  Der  ftusaere  Beweguogaapparat  de«  Augea.  Die 
HOIlsmlttel  gegen  daa  Schielen.  Beurtbeüung  der  Entfemung. 
Stcreoakopiacbea  Sehen.  Mittlere  Sehweite*  Beurtbeilnng  der 
Richtung,  des  Sehwinkels  und  der  abeolotae  GrOaee.  Beuttbei- 
Ittttg        Liebtetirke.  Beurthellimg  der  Farbe«.  Sebirlb  dee 
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Sehens«  Scheinbare  Ricfatang.  Deckung  de?  uaeApfindlicben 
Stelle.  Scheinbare  Ivriiase  und  Entfernung.  Gleichseitige  Akico- 
modatien  auf  ▼erschiedene  Entfernungen.  EracheiDungen  des  k8f* 
periichen  Raumes.  Perspektive.  Scheinbare  Liehtstirke.  Schein- 
bare Farbe.  Das  Zurückstrahlen  des  Lichtes  aas  den  Auge  and 
die  Funktionen  der  Aderhaut.  VerhältoiKs  zwischen  der  absoluten 
und  scheinbaren  Grdsee,  Lichtstärke  und  Farbe  und  zwischen  der 
optlachen  Täuschong.  Einfluss  des  freien  Willens  auf  die  Akko- 
modation. Erscheinuogen  beim  Blicke  durch  mehrete  feine  Oeff* 
nnngen.  Das  Induktionsgcsets.  Das  Konkurrenzgesetz.  Das  Kon* 
trastgesets.  N&bere  AnsfiBhrungen  der  drei  vorhergehenden  Gesetse. 

Dem  Erscheinen  des  sweiten  Theils  sehen  ivir  mit  grossem 
Teriangen  entgegen 


Vermiscbie  Schriften« 

Bulletiii8  tlc  TAcademie  Royaie  des  aciencos,  des 
lettros  et  des  heaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Liter. 
Ber.  CLXXi.   S.  19.). 

32^  Annde,  2"«  Sdr.  T.  XV.  Sur  les  variations  mdtdoro- 
lügiques,  pendant  les  quaranta  derniers  Jours  de  l'annde;  par 
M.  Ed.  Wottirermans  p.  6.  —  Sur  un  nouveau  proc^d^  expdrt* 
mental  poor  döterroiner  ia  distance  focale  principale  des  niiroirs 
sph^iques  convexcs  et  des  lentilles  divergentes;  par  M.  Valerius. 
Rapport  de  M.  Plateau,  p.  9.  —  Aurore bor^ale  du  14 au  ISdd- 
cembre  1862;  par  M  Ad.  Quetelcf;  p.  21.  Le  probl^me  de 
Kepler»  discutd  par  M.  J.  Ph.  Wolters,  p.  29.  —  Note  sur  un 
nouvcau  procede  cxperimental  pour  ddterminer  Ia  distatice  focale 
principale  des  mirn'irK  spheriqaes  convcxcs  et  de<»  lentilles  diver- 
gentes; par  AI.  U.  Valerius,  p.  47.  (S.  vorher).  —  Essai  sur 
Ia  rdsistance  coniparöe  des  conducteurs  de  Ter  et  de  cuivre  4  Ia 
ruptore  par  le  eourant  galvanique  et  T^tinceilc  ^leclrique;  par 
M.  Jasper.  Rapport  de  M.  Montigny.  p.  301.  —  Rapport  de 
M.  Gloesener.  p.  308.  —  Die  Abhandlung  des  Herrn  Jas* 
par  aelbst  findet  sich  p  324.  —  Memoire  sur  Ia  th^orie  des 
roues  kpaicttcs;  par  IVl.  ^»teichen.  Rapport  de  Iii.  Trmmcr» 
manne,  p.  406.  —  Un  ront  sur  les  courants  des  appareils  ^tectro- 
magn^tiques;  par  M.  i^oclmann.  p.  408.  —  Bolidc  observe  dans 
ia  soirde  du  4  mars  1863.   Communication  de  M.  Ad.  Quetelet. 

•)  Ist  hei'm  Srhiii««  ilf<'«if  »<i  fiirn!  muh  «Irs  glciclizeiti^^  im  Druck 
befindlichen  folgendrn  Litenir.  Üer.)  bereit«  eraciiicncn  und  wird  «e  bald 
aU  möglich  angezeigt  werden. 
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p. 409.  —  ^toiles  ülatites  du  rooi«  cle  novenibr«  1862 ;  par  Ad.  Que« 
tetet.  p.  414.  —  Sur  les  ^toHes  Slantes  et  sur  le  lioKde  aperyu 
le  4  mar«  deroier;  par  Sir  John  Her  sc  Ii  et.  p.  5*27.  Sur  l«s 
variationa  de  Ulnclinaisou  et  de  la  ddcliaalaon  magoetique»  4  Bra- 
xelles,  depuia  18*27  Juequ'a  ce  jour.  Lettre  de  M.  Hanstee ii, 
de  Cbristiaula,  4  M.  A.  Quetelet.  p.  628.  —  Sur  lee  courants 
dlectriquea  telluro*atiuoiiphdriqnea  et  lenrs  rapports  avec  les  per- 
turbations  dea  almanta;  lettre  de  M.  Zantedeschi»  de  Padoae, 
aM.  Ad.  Qnetelet.  p.  —  Surla  tMorie  matbdniatiqee  de« 
courbea  d'ititeraectioo  de  deux  ligoea  tonrnant  daoa  le  a^me 
plan  autour  de  deux  point«  fixes;  par  Van  der  Mensbrugglie. 
Rapport  de  M.  Lamarle.  p.  613.  —  Mittheilong  magneltscber 
Beobacbtuttgen  durcb  Herrn  Ad.  Quetelet.  p.  618L  —  Sur  lea 
conrants  dlectriquee  telJuro^atmospbdriquea  et  leurs  rapporta  avee 
lea  perturbatlona  dea  aimaiita.  Lettre  de  M.  Zantedeacbi  k 
M.  Ad.  Queteiet.  p*  619.  —  Note  aor  la  r^niBtance  compara« 
tive  des  conducteure  de  paratoinierres  de  Ter  et  de  cuivre  a  la 
fnaion  par  la  foudre;  par  M.  Cb.  Mootigny.  p.  630. 

32*"^  All  nee,  2*"*  8  er.  T.  XVI.  ^>ur  les  etoiles  periodiques 
du  moia  d'avrii,  note  de  M.  Alexandre  Herschei,  comrouni* 
quee  pur  M.  Ad.  Quvtdct.  p.  5.  —  Sur  Teclipse  de  luae  du 
l«*'*jttia  IB63;  par  M.  Ad.  Quetclet.  p.  8.  —  Sur  le  mouveroent 
propre  de  quelques  ötoiles,  par  M.  Em  est  Queteiet.  p.  9.  — 
Note  aor  ta  cause  qui  s'oppose  ä  TiDtroduction  d'un  liquide  dana 
HO  vaae  a  orifice  Stroit;  par  F.  Duprez.  p.  11.  —  Rechercheo 
snr  la  resistancc  des  mötaux  empldves  daiis  la  coustruction  des 
paratoonerres  aux  effets  de  (usion  par  relectricitö;  par  M.  Mon- 
tlgtiy.  p.  25.  —  Sur  lo  mouvement  propre  de  queltpies  etoiles; 
par  M.  Ernest  (Queteiet.  Hnpport  «le  M.  Liagre.  p.  50.  — 
Note  8ur  une  recreation  arilhmeliquc  ;  par  M.  J.  Plateau,  p.  62. 
—  Sur  l  orage  du  25  juln  deruier;  Mutes  des  MM.  Selys-Lon^- 
champs,  Krueüt  Queteiet,  Alontigny.  p.  132.  —  Sur  la 
nature  des  etuilos  fdantes;  par  31.  H.  A.  M'owton  vi  Ad.  Que- 
teiet. p-  l«3ti.  —  Sur  un  pheiioun  iu'  tle  couii-urs  j ii \1rtjinse<'.s ; 
par  J,  Plateau,  p.  130.  —  Sur  le^  eloilei»  lilüritcs  el  leur  theo- 
r5e.  (rnmuiunicafioiis  fliverscs.  IVIM.  A.  Queteiet,  Duprez, 
Madame  (ath.  IScarpelli  ai,  John  Herschel,  Alex. 

Her  sc  fiel  Iiis.)  p.  286.  —  Sur  un  hoiide  qui  a  erInte  a  Bologne 
le  lü  aoul  18()3;  lettre  de  !M.  .1.  Biauconi  ä  M.  H.  Storks 
Eaton,  p.  313.  — ■  Sur  un  ineteore  (  xtiaordiiiaire,  observe  ä  H  tr- 
Worth  (comte  de  DurhanO.  en  octobre  1854;  lettre  de  Sir  J.  H  e  r 
^cliel  a  iM.  Ad.  Qucttlot.  p.  315.  —  Sur  la  nature  des  etoiles 
filautes.    Extrait  dune  lettre  de  Sir  John  Herschel  k  M.  Ad. 
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Qnetelet.  p.  319.  —  Sur  les  ^toiles  ülantes.  ExtraiC  d'une  let- 
tre de  M.  Haidinger  ä  M.  Ad.  Qoetelet.  p.  320.  —  Sor  lea 
^toitea  fifantea  du  11  aoüt  1863  et  aar  lear  nature.  Lettre  de  M. 
H.  A.  Newton  h  M.  Ad.  Qnetelet.  p.  324.  r-  Orage  da  10 
•epterobre  ]863>  obaerv^  k  Bruxellea  par  M.  Erneat  Quetelet. 
p.  3*29.  —  Sur  lea  dtollea  filaolea  et  leara  Iteuz  d*apparitioii ;  par 
MM.  Ad.  Quetelet,  Le  Verrier,  Haidioger  et  Poey.  p.  396. 

—  Sur  deoz^noticea  de  physique,  par  M.  Anatole  de  Coligny. 
p.474.  —  Sur  Teao  corome  cauae  de  diamagodtiame;  par  M.  Maaa. 
p.  476.  Sur  lea  dtoilea  filaiitea  du  inoia  d*aodt  1863  daaa  Thd« 
miaphire  auatral;  note  de  M.  Ad.  Quetelet  p.  477.  —  Oura- 
gana  du  commentement  de  ddcembre  1863;  par  M.  Ad.  Quetelet. 
p.  484.  —  Le  Teau  comme  canae  ddterminante  du  dianiagndtiama 
de  quelquea  corpa  organiada;  par  M.  Maaa.  p.  486.  — •  Sur  an 
a^rolitbe  aper^u  en  Belgique  le  7  d^cembre  1863.  p.  691. 

33"*«  Ann^e,  2'*«  S^r.  T.  XVII.  Sur  la  mortalHe  pendant 
la  preiui^re  enfauce;  par  M*  Ad.  Quetelet.  p.  9.  »  Sur  la 
hauteur  de  ratmoaph^rc ,  mr  notrc  Systeme  plan^taire  et  aar  lea 
elemenfs  magn^tiques  ä  Ciiristiaiiia;  lettre  de  M.  H  an  st  een  ä 
M.  ArK  Quetelet.  p.  16.  —  Sur  un  a^roiiihe  tombe  tlans  lea 
environs  de  Tiricmont  le  7  decembre  1863.  p.  18.  —  Sur  la  hau- 
teur ot  l'origino  des  etoilea  Alante«;;  rrngment  d'une  lettre  de  M. 
A.  Secchi  a  AI.  Ad.  Quetelet.  p.  21.  Note  anr  quelquea 
pcrfectionnementa  apport^s  aux  apparcils  chronographiques;  par 
M.  («loesener.  p.  28.  —  Note  sur  les  tremblementa  de  terre 
en  1862,  avee  aupplementü  pour  los  .innres  anterieures;  par  H. 
A.  Perrey.  p.  S3.  Rapports  de  M.  Duprez  et  M.  Ad.  Que- 
telet. p.  83.  —  Sur  quelques  propri^fes  des  polygones  reguliere; 
pnf  >!.  V  ander  Mensbruj*£»he.  Rapport  de  M.  Timm  er  man  na. 
p.  85.  —  Quelques  mots  ä  propos  des  aeroiitlies  tomb^s  en  Bra> 
bant  le  7  deceinbr»*  1863;  |>ar  !VI.  A.  Thielens.  Rapport  de 
M.  Duprez.  p.  80.  —  Sur  un  clironographe  electro-ballstique; 
Memoire  de  IM.  P.  Le  Bouiange.  Rapport  de  M.  IVIelsens. 
(Sehr  ausführliclr).  p.  O'i.  —  Mönioire  »ur  It's  relatiorjs  qui  exi- 
stent entre  les  etoiles  fdaules,  les  holides  et  les  essainis  de 
metporites;  par  M.  Haidii»j:;er.  p.  Vll.  —  Rapport  sur  l'echan- 
tillori  du  nieteorite  de  Heauvecliaiii  (Tirlfmont,  Tourinne-Ia-Grosge); 
pnr  M  Haidinger.  p.  137.  —  Sur  quelques  proprirtt's  ^renera- 
les  des  polygones  r^s»uliers  ;  par  M.  (i.  V a n  d  e r  M  e  ti .s  I»  r  ug  g h e. 
p.  153.  — •  Examen  critique  d'utre  niiiliniti^  reeeninient  proposee 
pour  diötiaguer  le  uiaxininni  et  le  niiniiiiufu  d.ins  los  problemes 
du  calcul  des  variatious;  [uir  M.  Liruielüt  a  ilelsingfors.  p.  162. 

—  Sur  une  notice  de       le  marquia  A.  de  Coligoy  relative  au 
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mouvemcnt  des  ondes  et  sur  une  notice  du  möme  auteur  relative 
au  developpement  de  la  cbaleur  dans  les  siphons  cntpioyes  au 
perccnient  da  (onnel  du  MoDt-Ceni«.  Rapport  de  M.  A.  De  Vaux. 
p.  '227.  —  Des  pb^Romtoes  pModlqnes  en  g^ni^ral;  par  M.  Ad. 
Quetdiet  (Id  vieler  Besiebung  sebr  ieterosMiit  «od  lebrreich, 
nameBllieh  Mch  bestfglieh  der  verecMedeoea  so  sebr  venKenst- 
licbett  xxA  «riebt igen  Arbeitoo  vod  PtobKcttioiMB,  mit  Bllelcaiebt 
auf  deren  notbwendigea  Zosamaieohang  uoter  einander,  denen  Herr 
Quetelet  eeit  einer  langen  Rette  von  Jabren  aleb  mit  ao  Ti^en 
Fleieae  und  ao  vielem  Erfolge  gewidmet  bat»  weahalb  wir  ooaere 
Leaer  auf  diese  Abbandlang  recbt  aebr  aufmerltsam  sn  maelma 
niebt  nnterlasaeo  kSanea.)  p.  220.  Note  aar  an  nouveau  acbi* 
tHiom^tre;  par  M.  Ob.  Montigny.  p.260l  — *  Sobition  d*une  qoeetioo 
de  probabilitds;  par  M.  Liagre.  (Dana  une  partie  de  domino 
ä  quatre»  le  joaevr  B  ee  troove  ptac^  i  la  droits  da  joueor  A\ 
celoi-ei  a  la  pose  et  dolt  faire  doMno  en  sept  canps»  B  ayaot 
paed  eis  ddst  nt  lea  deuz  aotres  joueara  ti*en  ayant  posd  aucna.) 
p.  965.  —  Magnetiacbe  und  andere  Hittbeilungen  voo  den  Ber^ 
rea  Erneat  Qoetelet,  Ad.  Qnetelet,  Haidlnger.  p.  430.  — 
Note  eur  cette  question  poade  par  Arago:  La  acintlUation  d*ane 
dtoile  est-cllc  la  mdme  ponr  les  observateura  diveraement  pla* 
eda?  par  M.  Montigny»  p.  443.  —  Sur  la  afabllitd  des  ayat^ 
mes  liquidea  en  lames  minees;  par  M.  Lamarle.  Rapport  de 
M.  Plateaa.  p.  591.  —  Nur  la  p^riodidtd  de«  etoiles  lilantes  da 
moia  de  novenihrc:  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  599.  —  Note  sur 
los  dqnatlons  (iifförontielles  de  ia  dynarnique;*  par  M.  Pb.  Gil- 
bert,  p.  6i7. 


Für  1S04  hatte  flie  l\Mni{ilI(  h  lie{gi*<che  Akfulniiie  der  Wis* 
iienschafteii  (oli^cfHlr  Preistfagtn  gestellt,  die  wir  «jrnssen  »vis- 
sensehnfllic'fHMi  fnti  re-si'S  Tregen  hier  noch  luittheiien  uullrn,  wenn 
jHtrh  der  tinlielerungHtr rmin  der  h«'treffen»Jen  Arbeiten  I.iiiL:st  ab- 
gclauicii  ist;  »vir  sind  leider  er«t  vur  Kur^^ciu  zu  ihrer  Keiintut«« 
gelangt: 

/. 

,,Determiner  et  montrer  en  quoi  conaiste  la  s^uperio- 
rit^  relative  dos  rodtbodes  g^omdtrlqoes  nur  le«  mötbo- 
des  aoalytiquea  et  r^iproquement*' 

//. 

„Exposer  ia  Uiecirie  probable  des  etoilc«»  ülaiites,  eo 
Tappuyant  sur  les  (aiU  observe«»." 
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Wir  werden  Sorge  tragen,  kiinftichin  fnilicr  Keiintniss  von 
ilen  von  (Irr  i4oi)aiinten  beröhmferi  Akaileniie  gestellten  Preislragen 
zu  erhalten,  utni  »erden  diuöeiben  dann  unseren  Lesern  schien- 
nigst  DiittbeileD.  ' 


Der  neueste  Jahreebericht  l[Faetnacht  1805)  der  eo 
sehr  verdienatlleh  und  aeegenoreich  wirkenden  Ham* 
burgiacben  Geaellacbaft  zer  Verbreitung  der  mathe- 
ni a ti a cb e a  W  iaae nacb aft e n  entbilt  avrei  aebr  lieacbtenawertbe 
Autaitxe,  auf  die  nir  unaere  Leaer  rechf  aebr  aufmericaam  macben, 
n&mlicb: 

I.  Ueber  einen  Satz  «ler  n (Mieren  (leuuietrie.  Von 
Herrn  Ueich-inspector  H.  W.  C.  llübbe. 

II.  Einige  Beobachtungen  und  Erfahrungareaul- 
tate  aua  der  Benutzung  dee  Amaler'achen  Planiroetera. 
Von  Herrn  H.  Stück,  Chef  dea  Hamburger  Vermea- 
eunga* Bureana*  (Allen ^  die  mit  dem  Amaler'achen  Planl- 
nieter  arbeiten,  dringend  zur  Beachtung  zu  empfehlen.) 


Vun  den 

Oaass^schen  Werken, 

durch  deren  Herausgabe  die  Köiiigliehe  esellschaft  der 
Wissenschaften  in  tJfittingen  sieb  ein  so  uni^eniein  grosses 
Verdienst  erwirbt,  sind  nun  die  beiden  ersten  liände  erschienen« 
Die  Herausgabe  geschieht  ganz  der  im  Archiv.  ThI.  XXXVIII. 
S.  188.  mitgethcilten  ausführlichen  Ankündigung  dieses  gr oss- 
är tigen  Uterarischen  Unternehmens  gcmltsR ,  wn  also  das 
Weitere  über  die  beiden  bereits  erschienenen  liimde  nachgesehen 
werden  kann.  Den  Fortsetzungen  sehen  wir  mit  grussteni  Ver- 
langen entgegen. 


D  r  u    k  r  e  h  I  e  r.  . 

Ina  Litarar.  Der.  Nr.CLXXI.  $.7,  ■.m,  „jUurai"  statt  .,i*Rarzl«.«* 
ThdlXLIIl.  S.4T8.Z.14.v.o.ft  m.  „trois  f<»i«**«tnU  ,,troi«foit.«« 

B 

Thcii  S.  28.  Z.  12.  U.  21.  ist  ataU  „  ^  "  ut>erali  kliis«  ,^Bn'' 

ttt  Sellin. 
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Einladung 

n  ixr  4%ü/tM  VeniMnlug  der  deitoehcB  Natwrfendier 

ond  Aerzte. 

Die  im  verflossenen  .Jahre  in  Glessen  vereinigte 

39ste  Versammlung  der  deutschen  JValurfor scher  und 
Acrzte  bat  zu  dem  diesjähngeo  Versammlungsorte  die 
Resldensstadt  Hannover  und  2U  Geschäftsführern  die 
Untorseichneten  erwählt.  Wir  erfüllen  hiermit  die 
angenehme  Pflicht,  deutsche  und  ausländische  Natur- 
lorscher  uod  Acrzte,  so  wie  Freunde  der  Naturwissen- 
schaften zu  der  auf  die  Tage  von  Montag  den  18. 
bis  Sonnabend  den  23.  September  angesetzten 
Versaninilung  ganz  ergebenst  einzulad«  !).  Das  Aufnahms- 
bureau wird  am  17.  September  Morgens  in  Stand  ge- 
setzt and  eröffnet  sein  und  die  nöthige  und  sonst  er- 
wünschte Auskunft  ertheilt  werden. 

Zu  Wohnungen  bieten  die  zahlreichen  und  sehr 
guten  Gasthofe  bequeme  Gelegenheit  dari  ausserdem 

werden  eine  grosse  Anzahl  von  Privatwohnungen  nach- 
gewiesen werden  können,  zu  deren  Uenutzung  jedoch 
eine  der  Ankunft  hieselbst  vorausgehende  Anmeldung 
erforderlich  sein  wird.  Indem  die  unterseichneten  Ge- 
schäftsführer mit  Eifer  und  nach  besten  Kräften  den 
Bedürfnissen  und  W  liiischen  der  Versammlung  zu  ent- 
sprechen suchen  werden ,  hoffen  sie  auf  zahlreiche 
Theilnahme. 

Hanno ver^  den  3ten  Junius  1865, 

Professor  Dr.  Krause,       Professor  Dr.  KArmaraeli« 

G«heiiiier  Ober  >  Medicinolrath.      Director  der  polylechnuchen  Schule. 
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